Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


-J^ 

Xj^'..,^ 


i: 


.^ 


T'  --^-H-    ■  :-y"i   "   ■ 


COURS    DK    PHYSIQUE    MATHÉMATIQUE 


ÉLECTRICITÉ   ET    OPTIQUE 


f,A    LUMIERE 


K  T     LES 


rilEOKIES    KLECTllODYNAMIOUES 


♦  - 

t 

/■       > 


.A 
.1 


^  ->  ^  -  i 


^y^JOMcKjèiV*/ 


COURS   DE    PHYSIQUE   MATHEMATIQUE 


ÉLECTRICITÉ  ET  OPTIQUE 


LA  LUMrERE 


ET     LES 


THÉORIES   ÉLECTRODINAMIQUES 

LEÇONS  PROFESSÉES  A  LA  SORBONNE 

EN     1888,      1890     ET     1899 


\       PAR 

h!^  POINCARÉ 


MEMBRE     DE      L    INSTITUT 


DEUXIÈME   ÉDITION,    REVUE  ET    COMPLÉTÉE 


PAR 

JULES  BLONDI N 

AGRÉGÉ      DE      L^UNIVF.RSITÉ 


EUGÈNE  NÉCULCÉA 

LICK.NCIÉ      ES      SCIENCES 


PARIS 

_>  » 

Georges  CARRE   et  G.  NAUD,   Editeurs 

3,     RUE    RACINE,    3 

1901 


»►  > 


AVKUTISSKMENT 


(]e  livre  contient  le  résumé  des  lerons  que  j'ai  professées 
à  la  Sorhonne  en  1888,  en  1890  el  en  1899.  Mes  cours  de 
1888  et  de  1890  ont  déjà  été  publiés,  mais  Tédilion  étant 
épuisée,  je  ne  crois  pas  inutile  de  les  faire  réimprimer  avec; 
(|uelques  remaniements  et  modifications.  J'en  ai  seulement 
supprimé  ce  qui  se  rapportait  aux  expériences  de  Hertz  ; 
car  j'ai  eu  l'occasion  de  revenir  avec  beaucoup  de  détails 
sur  ces  expériences  dans  une  série  de  leçons  reproduites 
dans  mon  ouvrage  intitulé  les  Oscillations  Électriques.  Le 
reste  de  ces  leçons  remplit  la  première  partie  du  volume 
où  se  trouvent  exposées  les  théories  de  Max^vell  et  de  Helm- 
hollz  el  j'y  rappelle  en  outre  les  principes  essentiels  de 
«celles  d'Ampère  el  de  Weber.  Cette  première  partie  con- 
tient donc  tout  ce  qui  se  rapporte  à  l'éleclrodynamique  des 
<;orps  en  repos. 

I^a  seconde  partie  contient  mes  leçons  de  1899  qui  n'avaient 
pas  encore  été  publiées,  et  qui  ont  été  rédigées  par 
M.  Néculcéa,  à  qui  je  suis  très  heureux  d'adresser  ici  tous 
mes  remerciements.  J'y  compare  les  différentes  théories 
relatives  à  l'éleclrodynamique  des  corps  en  mouvement  et 
dont  les  principales  sont  celles  de  Hertz,  de  Lorenlz  et  de 
Larmor. 

Bien  qu'aucune  de  ces  théories  ne  me  semble  entièrement 
satisfaisante,  chacune  d'elles  contient  sans  doute  une  part 
de  vérité  et  la  comparaison  peut  être  instructive. 
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De  toutes,  celle  de  Lorentz  me  parait  relie  qui  rend  le 
mieux  compte  des  faits. 

Depuis  que  l'impression  est  commencée,  sont  venues  les 
expériences  de  M.  Crémieiyqui  peut-être  modifieront  com- 
plètement nos  idées  sur  Télectrodynamique  des  corps  en 
mouvement.  Mais  elles  sont  encore  trop  récentes  pour  qu'une 
théorie  nouvelle  en  ait  pu  sortir.  Elles  seront  d'ailleurs  pro- 
bablement très  discutées  et  toute  tentative  pour  en  tirer 
une  conclusion  quelconque  serait  prématurée. 


Vsa  t^ia.  t  n(ii>H),ff'^i-<\i 


INTRODUCTION 


La  première  fois  qu'un  lecteur  français  ouvre  le  livre  de 
Maxwell,  un  sentiment  de  malaise,  et  souvent  même  de  défiance 
se  mêle  d'abord  à  son  admiration.  Ce  n'est  qu'après  iin  commerce 
prolongé  et  au  prix  de  beaucoup  d'efforts,  que  ce  sentiment  se 
dissipe.  Quelques  esprits  éminents  le  conservent  même  toujours. 

Pourquoi  les  idées  du  savant  anglais  ont-elles  tant  de  peine  ii 
s'acclimater  chez  nous  ?  C'est  sans  doute  que  l'éducation  reçue 
par  la  plupart  des  Français  éclairés  les  dispose  à  goûter  la  pré- 
cision et  la  logique  avant  toute  autre  qualité. 

Les  anciennes  théories  de  la  physique  mathématique  nous 
donnaient  à  cet  égard  une  satisfaction  complète.  Tous  nos 
maîtres,  depuis  Laplace  jusqu'à  Cauchy  ont  procédé  de  la  même 
manière.  Partant  d'hypothèses  nettement  énoncées,  ils  en  ont 
déduit  toutes  les  conséquences  avec  une  rigueur  mathématique, 
et  les  ont  comparées  ensuite  avec  l'expérience .  Ils  semblent 
vouloir  donner  à  chacune  des  branches  de  la  Physique  la  même 
précision  qu'à  la  Mécanique  Céleste. 

Pour  un  esprit  accoutumé  à  admirer  de  tels  modèles,  une 
théorie  est  dilTicilement  satisfaisante.  Xon  seulement  il  n'y 
tolérera  pas  la  moindre  apparence  de  contradiction,  mais  il 
exigera  que  les  diverses  parties  en  soient  logiquement  reliées 
les  unes  aux  autres  et  que  le  nombre  des  hypothèses  distinctes 
soit  réduit  au  minimum. 

(]e  n'est  pas  tout,  il  aura  encore  d'autres  exigences  qui  me 
paraissent  moins  raisonnables.  Derrière  la  matière  qu'atteignent 
nos  sens  et  que  l'expérience  nous  fait  connaître,  il  voudra  voir 
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une  autre  matière,  la  seule  véritable  h  ses  yeux,  qui  n'aura  plus 
que  des  qualités  purement  géométriques  et  dont  les  atomes  ne 
seront  plus  que  des  points  mathématiques  soumis  aux  seules  lois 
de  la  Dynamique.  Et  pourtant  ces  atomes  indivisibles  et  sans 
couleur,  il  cherchera,  par  une  inconsciente  contradiction,  ii  se 
les  représenter  et  par  conséquent  à  les  rapprocher  le  plus  pos- 
sible de  la  matière  vulgaire. 

C'est  alors  seulement  qu'il  sera  pleinement  satisfait  et  s'ima- 
ginera avoir  pénétré  le  secret  de  l'Univers.  Si  cette  satisfaction 
est  trompeuse,  il  n'en  est  pas  moins  pénible  d'y  renoncer. 

Ainsi,  en  ouvrant  Maxwell,  un  Français  s'attend  à  y  trouver 
un  ensemble  théorique  aussi  logique  et  aussi  précis  que  l'Optique 
physique  fondée  sur  l'hypothèse  de  l'éther  ;  il  se  prépare  ainsi 
une  déception  que  je  voudrais  éviter  au  lecteur  en  l'avertissant 
tout  de  suite  de  ce  qu'il  doit  chercher  dans  Maxwell  et  de  ce 
qu'il  n'y  saurait  trouver. 

Maxwell  ne  donne  pas  une  explication  mécanique  de  V électri- 
cité et  du  magnétisme  ;  il  se  borne  à  démontrer  que  cette  expli- 
cation est  possible. 

Il  montre  également  que  les  phénomènes  optiques  ne  sont 
qu'un  cas  particulier  des  phénomènes  électromagnétiques.  De 
toute  théorie  de  l'électricité,  on  pourra  donc  déduire  immédia- 
tement une  théorie  de  la  lumière. 

La  réciproque  n'est  malheureusement  pas  vraie  ;  d'une  expli- 
cation complète  de  la  lumière,  il  n'est  pas  toujours  aisé  de  tirer 
une  explication  complète  des  phénomènes  électriques.  Cela  n'est 
pas  facile,  en  particulier,  si  l'on  veut  partir  de,  la  théorie  de 
Frcsnel  ;  cela  ne  serait  sans  doute  pas  impossible  ;  mais  on  n'en 
arrive  pas  moins  h  se  demander  si  l'on  ne  va  pas  être  forcé  de 
renoncer  à  d'admirables  résultats  que  l'on  croyait  définitivement 
acquis.  Cela  semble  un  pas  en  arrière  ;  et  beaucoup  de  bons 
esprits  ne  veulent  pas  s'y  résigner. 

Quand  le  lecteur  aura  consenti  à  borner  ainsi  ses  espérances, 
il  se  heurtera  encore  à  d'autres  difficultés  ;  le  savant  anglais  ne 
cherche  pas  à  construire  un  édifice  unique,  définitif  et  bien 
ordonné,  il  semble  plutôt  qu'il  élève  un  grand  nombre  de  cons- 
tructions provisoires  et  indépendantes,  entre  lesquelles  les  com- 
munications sont  difficiles  et  quelquefois  impossibles. 
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I^rcnons  comme  exemple  le  chapitre  où  Ton  explique  les 
attractions  électrostatiques  par  des  pressions  et  des  tensions  qui 
régneraient  dans  le  milieu  diélectrique.  Ce  chapitre  pourrait  ' 
être  supprimé  sans  que  le  reste  du  volume  en  devînt  moins  clair 
et  moins  complet,  et  d'un  aure  côté  il  contient  une  théorie  qui 
se  suffit  h  elle-même  et  on  pourrait  le  comprendre  sans  avoir  lu 
une  seule  des  lignes  qui  précèdent  ou  qui  suivent.  Mais  il  n'est 
pas  seulement  indépendant  du  reste  de  Touvrage  ;  il  est  difficile 
de  le  concilier  avec  les  idées  fondamentales  du  livre,  ainsi  que  le 
montrera  plus  loin  une  discussion  approfondie  ;  Maxwell  ne  tente 
même  pas  cette  conciliation,  il  se  borne  ii  dire  :  /  haçe  not  heen 
ohlc  lo  niake  the  next  step^  namely^  to  avconnt  by  mechanical 
considérations  for  thèse  stresses  in  the  dielectric  (2®  édition  , 
t.  I,  p.  i54). 

Cet  exemple  suffira  pour  faire  comprendre  ma  pensée  ;  je 
pourrais  en  citer  beaucoup  d'autres.  Ainsi,  qui  se  douterait,  en 
lisant  les  pages  consacrées  à  la  polarisation  rotatoire  magné- 
tique qu'il  y  a  identité  entre  les  phénomènes  optiques  et  magné- 
tiques ? 

On  ne  doit  donc  pas  se  flatter  d'éviter  toute  contradiction  ; 
mais  il  faut  en  prendre  son  parti.  Deux  théories  contradictoires 
peuvent  en  effet,  pourvu  qu'on  ne  les  mêle  pas,  et  qu'on  n'y 
cherche  pas  le  fond  des  choses,  être  toutes  deux  d'utiles  instru- 
ments de  recherches,  et  peut-ètçe  la  lecture  de  Maxwell  serait- 
elle  moins  suggestive  s'il  ne  nous  avait  pas  ouvert  tant  de  voies 
nouvelles  divergentes. 

Mais  l'idée  fondamentale  se  trouve  de  la  sorte  un  peu  masquée. 
Kllc  l'est  si  bien,  que  dans  la  plupart  des  ouvrages  de  vulgarisa- 
tion, elle  est  le  seul  point  qui  soit  complètement  laissé  de  côté. 

Je  crois  donc  devoir,  pour  en  mieux  faire  ressortir  l'impor- 
tance, expliquer  dans  celte  introduction  en  quoi  consiste  cette 
idée  fondamentale. 

Dans  tout  phénomène  physi([ue,  il  y  a  un  certain  nombre  de 
paramètres  que  l'expérience  atteint  directement  et  (pi'elle  permet 
de  mesurer. 
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L'observation  nous  fait  connaître  ensuite  les  lois  des  variations 
(le  ces  paramètres  et  ces  lois  peuvent  généralement  se  mettre 
sous  la  forme  d'équations  différentielles  qui  lient  entre  eux 
les  q  et  le  temps. 

Que  faut-il  faire  pour  donner  une  interprétation  mécanique 
d'un  pareil  phénomène  ? 

On  cherchera  a  l'expliquer  soit  par  les  mouvements  de  la 
matière  ordinaire,  soit  par  ceux  d'un  ou  plusieurs  fluides  hypo- 
thétiques. 

Ces  fluides  seront  considérés  comme  formés  d'un  très  grand 
nombre  de  molécules  isolées  ;  soient  ;//,,  w^...,  m^  les  masses  de 
ces  molécules  ;  soient  ^r»-,  y,-,  -3,,  les  coordonnées  de  la  molé- 
cule TW,. 

On  devra  de  plus  supposer  qu'il  y  a  conservation  de  l'énergie, 
et  par  conséquent  qu'il  existe  une  certaine  fonction  —  U  des  'ip 
coordonnées  a:,,  y,,  r,,  qui  joue  le  rôle  de  fonction  des  forces. 
Les  ip  équations  du  mouvement  s'écriront  alors  : 

-  _  '^ 
d\} 

'"•   dl^    ■"       dz^' 
L'énergie  cinétique  du  système  est  égale  h  : 

L'énergie  potentielle  est  égale  à  U  et  l'équation  qui  exprime 
la  conservation  de  Ténergie  s'écrit  : 

T-hU=:const. 

On  aura  donc  une  explication  mécanique  complète  du  phéno- 
mène, quand  on  connaîtra  d'une  part  la  fonction  des  forces  —  U 
et  que  d'autre  part  on  saura  exprimer  les  3/?  coordonnées 
^i^  !/i9  'i  î*  l'aide  de  n  paramètres  rj. 

Si  nous  remplaçons  ces  coordonnées  par  leurs  expressions  en 


/;/, 

rf^r.. 

dl' 

nii 

d'y, 

dl^ 

»i> . 

d% 
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fonctions  des  q^  les  équations  (i)  prendront  une  autre  forme. 
L'énergie  potentielle  U  deviendra  une  fonction  des  y  ;  quant  à 
Ténergie  cinétique  T,  elle  dépendra  non  seulement  des  y, 
mais  de  leurs  dérivées  q'  et  elle  sera  homogène  et  du  second 
degré  par  rapport  à  ces  dérivées.  Les  lois  du  mouvement  seront 
alors  exprimées  par  les  équations  de  Lagrange  : 

d     (Il  dl         d\j 

(2)  —7 -: — -, j \-  -z =  0. 

dt    dqi         dqk         dq,, 

Si  la  théorie  est  bonne,  ces  équations  (2)  devront  être  iden- 
tiques aux  lois  expérimentales  directement  observées. 

Ainsi  pour  qu'une  explication  mécanique  d'un  phénomène 
soit  possible,  il  faut  qu'on  puisse  trouver  deux  fonctions  U  et  T, 
dépendant,  la  première  des  paramètres  q  seulement,  la  seconde 
de  ces  paramètres  et  de  leurs  dérivées  ;  que  T  soit  homogène  du 
deuxième  ordre  par  rapport  h  ces  dérivées  et  que  les  équations 
difTéreutielles  déduites  de  l'expérience  puissent  se  mettre  sous 
la  forme  (2). 

La  réciproque  est  vraie  ;  toutes  les  fois  qu'on  pourra  trouver 
ces  deux  fonctions  T  et  U,  on  sera  certain  que  le  phénomène 
est  susceptible  d'une  explication  mécanique. 

SoienteneffetU(ypr/5,  ...,<7j,  T  (^y',,  y',,...,  i/'^;...,  y„  i/^,...,  yj 
ou  plus  simplement  U  (^/  ),  T  [q  ^  q\  ces  deux  fonctions. 

Que  reste-t-il  à  faire  pour  obtenir  l'explication  complète  ? 

Il  reste  a  trouver/^  constantes  //ij,...,  //i,,  rn^  ;  et  3/?  fonctions 
des  q  : 

où 

(1  =  1, 2. ..jy), 

ou  plus  brièvement 

?.W.      ^ii%)'      «.('A) 

que  Ton  puisse  considérer  comme  les  masses  et  les  coordon- 
nées 

des  p  molécules  du  système. 
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Pour  cela  ces  fuiictions  devront  satisfaire  à  la  condition  sui- 
vante ;  on  devra  avoir  identiquement  : 

OÙ  : 

?:='/' ;?îr+V'i^+ ■^'i^dt^'"'''' 

Comme  le  nombre />  peut  être  pris  aussi  grand  (jue  Ton  veut, 
on  peut  toujours  satisfaire  à  cette  condition,  et  cela  d'une  infinité 
de  manières. 

Ainsi  dès  que  les  fonctions  U  i' </,/),  T  (</',„  r/;,)  existent,  on  peut 
trouver  une  infinité  d'explications  mécani([ues  du  phénomène. 

Si  donc  un  phénomène  comporte  une  explication  mècanifjue 
complète^  il  en  comportera  une  infinité  d'autres  qui  rendront  éj^a- 
lement  bien  compte  de  toutes  les  particularités  révélées  par  V expé- 
rience. 

Ce  ([ui  précède  est  confirmé  par  Thisloirc  de  toutes  les  parties 
de  la  IMiysique  ;  en  opticpie  par  exemple,  Fresnel  croît  la  vibra- 
tion perpendiculaire  au  plan  de  polarisation;  Xeumann  la  regarde 
comme  parallèle  à  ce  plan.  On  a  cherché  longtemps  un  «  experi- 
mentum  crucis  »  qui  permît  de  décider  entre  ces  deux  théories 
et  on  n'a  pu  le  trouver. 

De  même,  sans  sortir  du  domaine  de  l'électricité,  nous  pouvons 
constater  que  la  théorie  des  deux  fluides  et  celle  du  fluide  uni(|ue 
rendent  toutes  deux  compte  d'une  façon  également  satisfaisante 
de  toutes  les  lois  observées  en  électrostatique. 

Tous  ces  faits  s'expli([uent  aisément  grâce  aux  propriétés  des 
équations  de  Lagrange  que  je  viens  de  rappeler. 

Il  est  facile  de  comprendre  maintenant  quelle  est  l'idée  fonda- 
mentale de  Maxwell. 

Pour  démontrer  la  possibilité  d^une  explication  mécanique  de 
l'électricité  y  nous  n'avons  pas  à  nous  préoccuper  de  trouver  cette 
explication  elle-même^  il  nous  suffit  de  connaître  l'expression  des 
deux  fonctions  T  et  U  qui  sont  les  deux  parties  de  Véneri^ie^  de 
former  avec  ces  deux  fonctions  les  équafi(fns  de  La^^^ran^e  et  de 
comparer  ensuite  ces  équations  avec  les  lois  expérimentales. 
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Entre  toutes  ces  explications  possibles,  comment  faire  un 
choix  pour  lequel  le  secours  de  Texpériencc  nous  fait  défaut  ? 
Un  jour  viendra  peut-être  où  les  physiciens  se  désintéresseront 
de  ces  questions,  inaccessibles  aux  méthodes  positives  et  les 
abandonneront  aux  métaphysiciens.  Ce  jour  n'est  pas  venu  ; 
rhomme  ne  se  résigne  pas  si  aisément  h  ignorer  éternellement 
le  fond  des  choses. 

Notre  choix  ne  peut  donc  plus  être  guidé  que  par  des  considé- 
rations où  la  part  de  l'appréciation  personnelle  est  très  grande  ; 
il  y  a  cependant  des  solutions  que  tout  le  monde  rejettera  à  cause 
de  leur  bizarrerie  et  d'autres  que  tout  le  monde  préférera  à  cause 
de  leur  simplicité. 

Kn  ce  qui  concerne  Télectricité  et  le  magnétisme,  Maxwell 
s'abstient  de  faire  aucun  choix.  Ce  n'est  pas  qu'il  dédaigne  sys- 
tématiquement tout  ce  que  ne  peuvent  atteindre  les  méthodes 
positives  ;  le  temps  qu'il  a  consacré  h  la  théorie  cinétique  des 
gaz  en  fait  suiFisamment  foi.  J'ajouterai  que  si  dans  son  grand 
ouvrage,  il  ne  développe  aucune  explication  complète,  il  avait 
antérieurement  tenté  d'en  donner  une  dans  un  article  du  Philo- 
sophical  Magazine.  L'étrangeté  et  la  complication  des  hypothèses 
qu'il  avait  été  obligé  de  faire,  l'avaient  amené  ensuite  à  y  renoncer. 

Le  même  esprit  se  retrouve  dans  tout  l'ouvrage.  Ce  qu'il  y  a 
d'essentiel,  c'est-à-dire  ce  qui  doit  rester  commun  à  toutes  les 
théories  est  mis  en  lumière  ;  tout  ce  qui  ne  conviendrait  qu'il 
une  théorie  particulière  est  presque  toujours  passé  sous  silence. 
Le  lecteur  se  trouve  ainsi  en  présence  d'une  forme  presque  vide 
de  matière  qu'il  est  d'abord  tenté  de  prendre  pour  une  ombre 
fugitive  et  insaisissable.  Mais  les  efforts  auxquels  il  est  ainsi 
condamné  le  forcent  à  penser  et  il  finit  par  comprendre  ce  qu'il 
y  avait  souvent  d'un  peu  artificiel  dans  les  ensembles  théoriques 
qu'il  admirait  autrefois. 

C'est  en  électrostatique  que  ma  tache  a  été  le  plus  difficile  ; 
c'est  Ih  surtout  en  effet  que  la  précision  fait  défaut.  Lin  des 
savants  français  qui  ont  le  plus  approfondi  l'œuvre  de  Maxwell 
me  disait  un  jour  :  «  Je  comprends  tout  dans  son  livre,  excepté 
ce  que  c'est  qu'une  boule  électrisée.  »    Aussi   ai-je  cru    devoir 
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insister  assez  longuement  sur  cette  partie  de  la  science.   Je  ne 
voulais  pas  conserver  a  la  définition  du  déplacement  électrique 
cette  sorte  d'indétermination  qui  est  la  cause  de  toutes  ses  obscu- 
rités ;  je  ne  voulais  pas  non  plus,  en  précisant  la  pensée  de  Tau- 
teur,  la  dépasser  et  par  conséquent  la  trahir. 

J'ai  pris  le  parti  d'exposer  successivement  deux  théories  com- 
plètes, maïs  entièrement  différentes.  J'espère  que  le  lecteur  dis- 
tinguera ainsi  sans  peine  ce  qu'il  y  a  de  commun  à  ces  deux 
théories  et  par  conséquent  ce  qu'elles  contiennent  d'essentiel.  Il 
sera  averti  en  outre  qu'aucune  des  deux  ne  représente  le  fond  des 
choses.  Dans  la  première  j'admets  l'existence  de  deux  fluides, 
électricité  et  fluide  inducteur,  qui  peuvent  être  aussi  utiles  que 
les  deux  fluides  de  Coulomb,  mais  qui  n'ont  pas  plus  de  réalité 
objective.  De  même  l'hypothèse  de  la  constitution  cellulaire  des 
diélectriques,  n'est  destinée  qu'à  faire  mieux  comprendre  l'idée 
de  Maxwell  en  la  rapprochant  des  idées  qui  nous  sont  plus 
familières.  En  agissant  ainsi,  je  n*ajoute  rien  a  la  pensée  de 
l'auteur  anglais  et  je  n'en  retranche  rien  non  plus  ;  car  il  importe 
d'observer  que  Maxwell  n'a  jamais  regardé  «  what  we  may  call 
an  electric  displacement  »  comme  un  véritable  mouvement  d'une 
véritable  matière. 

Je  suis  très  reconnaissant  à  M.  Blondin  qui  a  bien  voulu 
recueillir  et  rédiger  les  leçons  que  j'ai  professées  pendant  le 
semestre  d'été  de  1888,  ainsi  qu'il  l'avait  déjà  fait  pour  celles 
que  j'avais  consacrées  à  l'optique  physique. 
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FORMULES    DE    L'ÉLECTROSTATIQUE 


1.  —  Avant  d'entreprendre  Texposé  des  idées  de  Clcrk  Maxwell 
sur  rélectricilé,  nous  commencerons  par  résumer  rapidement 
les  hypothèses  fondamentales  des  théories  actuellement  en  usage 
et  nous  rappellerons  les  théorèmes  généraux  de  Téleclricité 
statique,  en  introduisant  dans  les  formules  les  notations  de 
Maxwell. 

2.  Théorie  des  deux  fluides,  —  Dans  la  théorie  des  deujc 
fluides^  les  corps  qui  ne  sont  pas  électrisés,  en  d'autres  termes, 
([ui  sont  à  Tétat  neutre,  sont  supposés  chargés  de  quantités 
égales  d'électricité  positive  et  d'électricité  négative.  On  admet 
en  outre  que  ces  quantités  sont  assez  grandes  pour  qu'aucun  pro- 
cédé d'électrisation  ne  permette  d'enlever  à  un  corps  toute  son 
électricité  de  l'une  ou  l'autre  espèce. 

3.  —  Des  expériences  de  Coulomb  et  de  la  définition  des 
quantités  d'électricité,  il  résulte  que*  deux  corps  placés  dans  l'air 
et  chargés  de  quantités  m  et  m'  d'électricité,  exercent  entre  eux 
une  force  donnée  par  l'expression 

(0  ^=-  —  f—r^ 

où  r  désigne  la  distance  des  deux  corps  électrisés,  supposée 
très  grande  par  rapport  aux  dimensions  de  ces  corps.  Une  valeur 
négative  de  F  indique  une  répulsion  entre  les  corps  ;  à  une  va- 


4  FORMULES  DE  V ÊLECTROSTÀTiqiE 

leur  positive  correspond  une  force  attraclive.  /'est  un  coeflicient 
numérique  dont  la  valeur  dépend  de  Tunité  adoptée  pour  la 
mesure  des  quantités  d'électricité. 

4.  Théorie  du  fluide  unique.  —  Dans  la  théorie  du  fluide 
unifjue,  à  laquelle  se  rattache  la  théorie  de  Maxwell,  un  corps  à 
Tétat  neutre  est  supposé  contenir  une  certaine  quantité  d'élec- 
tricité positive.  Quand  un  corps  contient  une  quantité  d'électricité 
positive  plus  grande  que  cette  charge  normale,  il  est  dit  chargé 
positivement;  dans  le  cas  contraire,  il  est  chargé  négative- 
ment. 

Pour  expliquer  dans  cette  théorie  les  attractions  et  les  répul- 
sions électriques,  on  admet  que  les  molécules  d'électricité  se 
repoussent,  que  les  molécules  de  matière  se  repoussent  égale- 
ment, tandis  qu'il  y  a  au  contraire  attraction  entre  les  molécules 
d'électricité  et  les  molécules  de  matière,  ('es  attractions  et  ces 
répulsions  sont  d'ailleurs  supposées  s'exercer  suivant  la  droite 
qui  joint  les  molécules  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance. 

Dans  ces  conditions,  la  quantité  d'électricité  positive  contenue 
dans  un  corps  à  l'état  neutre,  doit  être  telle  que  la  répulsion 
qu'elle  exerce  sur  une  molécule  électrique  extérieure  au  corps 
soit  égale  à  l'attraction  exercée  sur  cette  molécule  par  la  matière 
du  corps. 

5.  Expression  de  la  force  électrique  dans  la  théorie  du 
fluide  unique.  —  Les  forces  ([ui  agissent  entre  deux  corps  élec- 
trisés  sont  alors  au  nombre  de  quatre  :  celle  qui  s'exerce  entre  les 
charges  électriques,  la  répulsion  de  la  matière  qui  constitue  les 
corps,  enfin  les  deux  attractions  (jui  ont  lieu  entre  l'électricité 
qui  charge  l'un  des  corps  et  la  matière  qui  forme  l'autre.  Si 
nous  désignons  par  /*  la  distance  qui  sépare  les  corps,  par  [jl 
et  jji'  leurs  charges  électriques  respectives,  et  par  v  et  v'  leurs 
masses  matérielles,  nous  aurons  : 

Pour  la  force  s'exercant  entre  les  masses  matérielles, 


riIÉORIE  DU  FLUIDE   UMQUE  5 

pour  les  uttractions  entre  rélectrîcité  et  la  matière, 
pour  la  répulsion  entre  les  charges  électriques, 


i     >.i 


La  résultante  de  ces  forces  sera 


F  =  -1-  [-  «vv'  +  ?  (v.a'  +  vV.)  -  Y[Xfx'], 


ou 


«--^[.(.-f)(,-f)^w(.-ll)].. 

Telle  est  l'expression  générale  de  la  force  qui  s'exerce  entre 
deux  corps  électrisés.  Cette  force  doit  se  réduire  h  l'attraction 
newtonienne,  quand  les  corps  considérés  sont  à  l'état  neutre. 
C'est  ce  qui  aura  lieu  si  la  charge  normale  d'un  corps  à  l'état 

neutre  a  pour  valeur  — ^  et  si,  puisque  la  force  doit  être  attrac- 

V 
tive,  on  a  a  <  — • 

V 

6.  —  Si  nous  désignons  par  m  l'excès  de  charge  d'un  conduc- 
teur électrisé  sur  sa  charge  normale  h  l'état  neutre,  la  formule  (2) 
devient 


„  mm'        /  3*  \  vv' 


Klle  se  réduit  ii  la  formule  (i)  quand  on  laisse  de  coté  l'attrac- 
tion newtonienne.  La  théorie  du  fluide  unique  conduit  donc 
pour  les  attractions  et  les  répulsions  électriques  à  la  même 
expression  que  la  théorie  des  deux  fluides.  Toutes  les  consé- 
quences de  la  formule  (i)  subsistent  par  conséquent  dans  la  théorie 
du  fluide  unique. 
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7.  Unité  électrostatique  de  quantité,  —  Par  le  choix  d'une 
unité  convenable  de  quantité  d'électricité,  on  peut  faire  en  sorte 
que  le  coefficient  numérique  /*  de  la  formule  (i)  devienne  égal 
à  I.  I/unité  de  quantité  ainsi  choisie  est  V unité  élecfrostafûjue 
de  quantité  d* électricité  ;  c'est  la  quantité  d'électricité  qui,  agis- 
sant sur  une  quantité  égale  placée  dans  l'air  h  l'unité  de  distance, 
exerce  sur  elle  une  force  égale  ii  l'unité  de  force. 

On  a  alors  pour  la  valeur  de  la  force  qui  s'exerce  entre  deux 
masses  électriques  m  et  /;i'  placées  dans  Tair  à  une  distance  /*, 


mm' 


(3)  ^= ^ 

8.  JPotentiel.  Composantes  de  la  force  électrique.  —  On 
appelle  potentiel  en  un  point,  le  traitait  de  la  force  électrique 
agissant  sur  l'unité  d'électricité  positive  quand  celle-ci  {*a  du  point 
considéré  à  Vinfini, 

Dans  le  cas  particulier  où  les  masses  électriques  sont  distri- 
buées dans  l'air,  le  potentiel  a  pour  valeur  \  — ~     /-étant  la  dis- 

Lu  ri 

tance  du  point  considéré  à  la  masse  //i,  et  la  sommation  s'étendant 
à  toutes  les  masses  électriques  du  champ. 

Nous  désignerons  par  i  le  potentiel  en  un  point  1*,  pour  nous 
conformer  aux  notations  de  Maxwell. 

Si  en  P  se  trouve  une  masse  électrique  égale  à  /;/',  les  compo- 
santes suivant  trois  axes  de  coordonnées  de  la  résultante  des 
actions  électrostatiques  qui  s'exercent  sur  P,  sont, 

d'I  .  d6  ,  d'I 


•^yw^  -'«zr,  -'"■^' 


dz 


n  ^m^^Vy 


9.  —  Si  on  suppose  le  point  P  ii  l'intérieur  d'un  conducteur 
homogène  et  en  équilibre  électrique  la  résultante  des  actions 
électrostatiques  qui  s'exercent  sur  ce  point  doit  être  nulle,  car 
autrement  l'équilibre  serait  détruit.    Les  dérivées  partielles  du 

.  ,     dif        d'il       d'I  t  1,  -, 

potentiel,  -7-i-,  —~-  ,  — -^    sont  donc  nulles  ;  par  suite  le  poten- 
dx       dy       dz  *  ^ 

tiel  est  constant  à  l'intérieur  du  conducteur. 
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10.  Flux  de  force,  —    Considérons    un   élément   de    surface 
dix}  et  par  un  point  G  (fig.  1)  de  cet  élément  menons  la  demi- 
normale  GN  dans  un  sens  quelconque  que  nous  prendrons  comme 
sens  positif.  Une  masse  d'électricité  égale  h 
Tunité  située  en  ce  point  sera  soumise  h  une 
force  GV  dont  la  projection  sur  GX  a  pour 
expression 

•i  étant  le  potentiel  en  G,  et  a,  ^,  v  ^^^  cosinus  directeurs  de  la 
demi-normale  GX.  Cette  expression  peut  encore  s'écrire 

d'I 


m 


(In 


dn   désignant  une   longueur  infiniment  petite  GG'  portée  dans 
le  sens  positif  de  la  normale  et  d'I  la  variation  du  potentiel  quand 
on  passe  du  point  G  au  point  G , 
Le  produit 

rf'i    , 

r^  diù 

dn 

de  cette  force  par  l'élément  de  surface  rfw  est  ce  que  nous 
appellerons  le  flux  de  force  à  tra\*ers  Vêlement  dio.  Le  flux  de 
force  à  tra\>ers  une   surface  finie  sera  la  valeur  de  l'intégrale 

i-dtù 

dn 

étendue  \\  tous  les  éléments  de  la  surface. 


11.  Théorème  de  Gansa, —  Lorsque  la  surface  est  fermée  la 
valeur  absolue  de  cette  intégrale  est  4t:M,  M  désignant  la  quantité 
totale  d'électricité  libre  contenue  ii  l'intérieur  de  la  surface  ; 
quant  au  signe  il  dépend  du  choix  de  la  direction  positive  de  la 
normale.  Si  l'on  convient  de  prendre  pour  direction  positive  de 
la  normale  en  un  point  de  la  surface  celle  qui  est  extérieure  h  la 


^4; 


vV-- 
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surface,  le  flux  a  pour  valeur  4'^M  ;  on  dit  alors  que  le  flux  sort  de 
la  surface.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  flux  de  force  qui  sort  d'une  surface  fermée  à  Vintérieur 
de  laquelle  se  trouve  une  quantité  d'électricité  libre  M  est  égal 
à  +  4^^î- 

12.  Hel&tion  de  JPoisson. —  Il  existe  entre  la  densité  élec- 
trique cubique  p  en  un  point  d'un  corps  électrisé  et  les  dérivées 
secondes  du  potentiel  en  ce  point  une  relation  importante  duc 
à  Poisson.  Elle  s'obtient  très  simplement  en  écrivant  que,  d'après 
le  théorème  précédent,  le  flux  de  force  qui  entre  à  travers  un 
parallélipipède  rectangle  infiniment  petit,  de  côtés  dx,  dt/,  dz, 
contenant  le  point  considéré  est  égal  à  —  4^?  ^-^  ^'y  ^'^-  On  a 
alors 

d'à         d^'l         d'^l 

Maxwell  désigne  le  premier  membre  de  cette  relation  par 
—  A^'|,  notation  qui  se  rattache  à  la  théorie  des  quaternions  dont 
Maxwell  fait  d'ailleurs  un  usage  constant.  Nous  continuerons  à 
désigner  cette  somme  de  dérivées  secondes  par  la  notation  habi- 
tuelle A'i. 

Le  potentiel  étant  constant  à  l'intérieur  d'un  conducteur,  on 
a  A'^=o  et  par  suite,  d'après  la  relation  de  Poisson,  p  =  o.  A 
l'intérieur  d'un  conducteur,  il  n'y  a  donc  pas  d'électricité  libre. 

Une  autre  conséquence  de  la  relation  de  Poisson  est  qu'en 
tout  point  du  diélectrique  où  il  n'y  a  pas  d'électricité  libre  on 
a  Ai  =  o.  Par  conséquent,  le  potentiel  est  une  fonction  cons- 
tante h  l'intérieur  d'un  conducteur,  tendant  vers  zéro  à  l'infini 
et  telle  que  l'on  a  A']>  =  o  en  tout  point  non  électrisé  d'un  dié- 
lectrique. 

13.  Flux  d'iDductioD.  —  Lorsque  le  diélectrique  qui  sépare 
les  conducteurs  est  un  corps  autre  que  l'air,  les  phénomènes 
électriques  mesurables  changent  de  valeur.  Aussi  a-t-on  été 
conduit  à  introduire  dans  les  formules  un  facteur  que  l'on  appelle 
poui^oir  inducteur  spécifique  du  diélectrique.  Maxwell  le  désigne 
par  K. 
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Le  produit  du  flux  de  force  élémentaire  par  ce  facteur  est 
nommé  flux  d* induction. 

Le  flux  d'induction  à  travers  une  surface  finie  est  la  valeur  de 
rintégrale 

dit 

K   -y^diO, 

dn 


étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface.  Quand  la  surface  est 
fermée  nous  admettrons  (ce  que  TexpérJence  confirme)  que  la 
valeur  de  cette  Intégrale  est  +  4^^  M,  la  direction  positive  de  la 
normale  étant  extérieure  à  la  surface.  Dans  le  cas  où  le  pouvoir 
inducteur  spécifique  est  constant  on  a 


d'If    ,  ,    ^w 

— -î-  dio  =  4"  M. 
dn 


14.  Potentiel  d'une  sphère  électrisée  en  un  point  extérieur.— 
La  considération  du  flux  de  force  permet  de  trouver  facilement  la 
valeur  en  un  point  P  (fig.  2)  du  poten- 
tiel résultant  d'une  sphère  conductrice 
électrisée  S  placée  dans  Tair.  On  trouve  \ 

M  .  s  \ 

pour  cette  valeur  -^  ,  M  désignant  la  ^^^  \ 

r  (^.^^^™^.-.^^-^ ..  •  P 

charge  de   la  sphère  et    /•  la  distance   ^"^  f 

du  point  au  centre  de  la  sphère.  De 
même  la  considération  du  flux  d'induc- 
tion donne  la  valeur  du  potentiel  en  P 
quand  la  sphère  est  placée  dans  un 
diélectrique  homogène  dont  le  pouvoir  inducteur  spécifique 
est  K. 

Du  centre  G  de  la  sphère  et  avec  un  rayon  égal  à  OP  décrivons 
une  sphère  S'.  Vixr  raison  de  symétrie,  le  potentiel  a  la  même  va- 
leur en  tout  point  de  S'  ;  par  suite, 


\s' 


Fig.  a. 


d^   _d^ 

dn  dr 
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est  constant  sur  cette  surface.  On  a  donc  pour  le  flux  d'induction 
à  travers  S' 

/(hit  (Il      r  (hl 

an  (Ir     J  dr 

La  surface  étant  fermée  le  flux  d'induction  est  égal  à  4"^^-  l^^r 
conséquent  nous  avons 

_K-^4-H  =  4t:M, 
(Ir 


ou 


d'I  I     M 


.2 


et  par  suite 


dr  K    / 


'        K    /•  ' 


la  constante  d'intégration  étant  nulle  puisque  le  potentiel  a  pour 
valeur  zéro  quand  /•  est  infini. 

Le  potentiel  en  un  point  d'un  diélectrique  de  pouvoir  induc- 
teur spécifique  K  est  donc,  dans  le  cas  d'une  sphère,  égal  au 
quotient  par  K  de  la  valeur  qu'aurait  eue  le  potentiel  en  ce  point 
si  le  diélectrique  eût  été  l'air.  Il  en  est  encore  ainsi  si,  au  lieu 
d'une  sphère  conductrice  électrisée,  le  champ  électrique  est 
constitué  par  des  masses  électriques  quelconques. 

15.  Remarques.  —  Cette  conséquence  nous  permet  de  trouver 
l'expression  de  la  force  qui  s'exerce  entre  deux  molécules  élec- 
triques A  et  A'  de  masses  m  et  m'  situées  dans  un  diélectrique 
homogène.  En  effet,  soit  i  la  valeur  du  potentiel  au  point  où  se 

trouve  placée  la  masse  m^ .  La  force  électrique  qui  s'exerce  sur 

rfi  .  . 

cette  masse  est  —  m'  —- ,  r  désignant  la  distance  des  deux  molé- 

dr  '  ^ 

cules  supposées  seules  dans  le  champ.  Or  si  le  diélectrique  était 
l'air,  le  potentiel  au  point  A'  serait  —  ;  sa  valeur  dans  un  diélec- 
trique de  pouvoir  inducteur  spécifique  K  est  donc,  d'après  ce  qui 


i:.\TEysroy  de  là  relatios  de  poïssos  h 

précède,  -r-, et  la  dérivée  de  cette  quantité  est rr r.  l*ar 

*  Iv     /•  *  K   /- 

suite,  nous  obtenons  pour  la  force  électrique 

(Il  I    mm' 


m' 


itr         K      r'    ' 


elle  est  la  K"  partie  de  la  force  qui  s'exercerait  entre  les  mêmes 
masses  électriques  situées  dans  Tair. 

I^a  relation  qui  existe  entre  les  valeurs  que  prend  le  potentiel 
en  un  même  point  suivant  que  le  diélectrique  est  Tair,  ou  tout 
autre  corps,  permet  de  savoir  comment  doivent  varier  les  charges 
avec  le  diélectrique  pour  que  le  potentiel  en  un  point  conserve 
la  même  valeur  quel  ([ue  soit  le  diélectrique.  Il  est  en  effet 
évident  que,  puisque  pour  des  charges  identiques  le  potentiel  se 
trouve  divisé  par  K,  il  faut,  pour  avoir  le  même  potentiel  en  un 
point,  que  les  charges  situées  dans  le  diélectrique  de  pouvoir 
inducteur  K  soient  K  fois  plus  grandes  que  dans  Tair. 

Si  donc  nous  considérons  deux  petites  sphères  électrisées  et 
que  nous  maintenions  constante  la  différence  de  potentiel  entre 
ces  deux  sphères,  l'attraction  qui  s'exercera  entre  elles  sera  pro- 
portionnelle au  pouvoir  inducteur  du  diélectrique  qui  les  sépare. 
En  effet,  les  potentiels  étant  constants  les  charges  m  et  m'  des  deux 
sphères  seront  en  raison  directe  de  K  et  l'attraction   doit  être 

„     ,    mm' 
proportionnelle  a  —^ — 

Ainsi  Vatlraction  électrostatique  \>arie  en  raison  directe  de  K 
si  ce  sont  les  potentiels  quon  maintient  constants,  et  en  raison 
ins^erse  de  K  si  ce  sont  les  charges  qui  demeurent  constantes, 

16.  Extension  de  la  relation  de  JPoisson.  —  Comme  nous 
l'avons  dit,  la  relation  de  Poisson  s'obtient  en  écrivant  que  le  flux 
de  force  (jui  entre  à  travers  les  faces  d'un  parallélipipède  rectangle 
est  égal  il  — ^iz^dxdydz.  Le  flux  d'induction  à  travers  une  surface 
fermée  étant  égal  à  -|-  ^izSl^  comme  le  flux  de  force  à  travers 
cette  surface,  nous  trouverons  une  relation  analogue  à  celle  de 
Poisson  en  écrivant  que  le  flux  d'induction  qui  entre  à  travers  les 
faces  d'un  parallélipipède  élémentaire  est  égal  à  —  ^T.zdvdydz. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  arriver  très  simplement  à  cette  rela- 
tion en     nous   servant    du    lemme   qui    sert  ordinairement    ii   la 
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démonstration    du  théorème  de  Green,  lemme  exprimé  analyli- 
quement  par  Tégalité 


M^'^*r  /*^'''-=/f- 


dans  laquelle  la  première  intégrale  est  étendue  à  une  surface 
fermée  et  la  seconde  au  volume  limité  par  cette  surface,  a  dési- 
gnant le  cosinus  de  l'angle  formé  par  Taxe  des  x  et  la  normale 
à  Tclément  rfw  de  la  surface  et  F  une  fonction  quelconque,  mais 
continue,  des  coordonnées. 

Appliquons  ce  lemme  à  l'intégrale  du  flux  d'induction  ii  travers 
une  surface  fermée, 


Nous  avons 


I  dx  I     dx       dx 


et  en  ujoutunt 


iTîM 


Si    nous  désignons  par  p  la  densité  cubique  en  cha([uc  point, 


nous  avons 


EXTEXS/OX  DE  LA   RELATIOy  DE  POiSSOy  i3 

et  par  suite, 


d    ,,  d'I         d  ,,  d'l\  .  ,     C    ^ 


Cette  égalité  ayant  lieu  quel  que  soît  le  volume  considéré,  elle 
sera  vraie  pour  un  volume  infiniment  petit  ;  nous  obtenons 
donc 


s 


^^"^5 =--*"?• 


Dans  le  cas  particulier  où  le  diélectrique  est  homogène,  c'est- 
ii-dire  dans  le  cas  où  K  ne  dépend  pas  des  coordonnées,  cette 
relation  se  réduit  à 

Ad      dx    dx  »  ^   i 


CHAPITRE   II 


TIIKORIE  DU  DKPLACKMENT  ÉLECTRIQUE  DE  MAXWELL 


[M 


17.  Fluide  inducteur.  —  La  caractéristique  de  la  théorie  de 
Maxwell  est  le  rôle  prépondérant  qu'y  jouent  les  diélectriques. 
Maxwell  suppose  toute  la  matière  des  diélectriques  occupée  par 
un  fluide  élastique  hypothétique ,  analogue  à  l'èthcr  qui ,  en 
Optique,  est  supposé  remplir  les  corps  transparents  ;  il  Tappelle 
électricité.  Nous  verrons  par  la  suite  la  raison  de  cette  dénomi- 
nation ;  mais  comme  elle  peut  introduire  dans  Tesprit  une 
^^^^  confusion  regrettable  pour  la  clarté  de  l'exposition ,  nous  donne- 
rons le  nom  de  fluide  inducteur  à  ce  fluide  hypothétique,  con- 
■^  m  *      servant  au  mot  électricité  sa  signification  habituelle. 

'Li ,  Quand  tous  les  conducteurs  situés  dans  le  diélectrique  sont  à 

l'état  neutre  le  fluide  inducteur  est  en  équilibre  normal.  Quand, 

;  au  contraire,  ces  conducteurs  sont  électrisés  et  que  leur  système 

est  dans  l'état  que  Ton  définit  dans  la  théorie  ordinaire  en  disant 
que  le  système  est  en  équilibre  électrique,  le  fluide  inducteur 
prend  un  nouvel  état  d'é<[uilibre  que  Maxwell  appelle  équilibre 
contraint. 

18.  Déplacement  électrique. —  Lorsqu'une  molécule  du  fluide 

inducteur     est    dérangée    de    sa     position    d'équilibre    normal, 

.Jf   li  Maxwell  dit  qu'il  y  a  déplacement  électrique.   I^es  composantes 

du  déplacement  sont  les  accroissements  des  coordonnées  de  la 
molécule  ;  il  les  désigne  par  les  lettres/',  g,  //,  et  il  admet  qu'elles 
ont  respectivement  pour  valeurs  : 

d*]j  d^  d*L 

K-l^  K-^  K-J- 

,  ,  ..  (f.v  (fil       ,  d: 

,.^^«V  ^'^  ^^~  ~^'  ^^ 4^' 4^' 
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11  résulte  de  cette  hypothèse,  dont  nous  verrons  Torigine,  des 
relations  entre  les  composantes  du  déplacement  et  la  quantité 
d'électricité  libre  contenue  à  l'intérieur  d'une  surface  fermée  et, 
d'autre  part,  entre  les  dérivées  de  ces  composantes  et  la  densité 
électrique  en  un  point. 

En  effet,  si  nous  portons  les  valeurs  des  dérivées  partielles 
de '^,  tirées  des  relations  (i),  dans  l'expression  du  flux  d'induction 
il  travers  une  surface  fermée, 

nous  obtenons 

(2)  J(a/-4-.%+Y/')'/«^  =  M,  [\flr^Â 

a,  3,  Y  désignant  toujours  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
extérieure. 

En  second  lieu,  si  nous  portons  ces  valeurs  dans  la  relation 
de  Poisson  étendue  au  cas  d'un  diélectrique  quelconque,  nous 
avons 

^  '  de        dy         dz 


I 


19.  Incompressibilité  du  ûuide  inducteur  et  de  l'électricité. 
—  L'étude  des  conséquences  de  ces  relations  conduit  à  regarder 
le  fluide  inducteur  et  l'électricité  comme  deux  fluides  incom- 
pressibles. 

D'abord,  de  l'hypothèse  de  Maxwell  sur  la  valeur  des  compo- 
santes du  déplacement  en  un  point,  il  résulte  immédiatement  que 
si  l'électricité  est  en  mouvement  le  fluide  inducteur  y  est  aussi. 
Fin  effet,  si  nous  modifions  les  charges  électriques  des  conduc- 
teurs placés  à  l'intérieur  d'un  diélectrique,  nous  faisons  varier 
en  même  temps  la  valeur  du  potentiel  6  en  un  point  quelconque 
du  diélectrique,  et,  par  conséquent  les  valeurs  /",  ^^  h  des  com- 
posantes du  déplacement  électrique  qui  sont  données  par  les 
relations  (1). 
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20.  —  Cela  posé,  considérons  une  surface  fermée  dont  Tinté- 
rieur  est  occupé  par  un  diélectrique  homogène  et  par  des  con- 
ducteurs en  équilibre  électrique  possédant  une  charge  totale  M. 
Donnons  h  cette  charge  un  accroissement  rfM  et  supposons  que 
le  système  des  conducteurs  soit  encore  en  équilibre  électrique. 
Le  fluide  inducteur  passe  d'un  état  d'équilibre  contraint  à  un 
second  état  d'équilibre  contraint  et  pendant  ce  passage  il  y  a 
déplacement  de  chacune  de  ses  molécules  puisqu'il  y  a  mouve- 
ment de  l'électricité.  Cherchons  la  quantité  de  ce  fluide  qui  a 
traversé  la  surface  fermée.  Si  dt  est  le  temps  infiniment  petit 
pendant  lequel  s'est  efTectué  le  passage  de  l'état  initial  du  sys- 
tème à  l'état  final,  la  quantité  de  fluide  inducteur  qui  est  sortie 
par  un  élément  rfw  de  la  surface  est 

V„  étant  la  projection  de  la  vitesse  du  déplacement  sur  la  normale 
extérieure  à  la  surface  fermée.  La  quantité  de  fluide  inducteur 
qui  sort  de  la  surface  est  donc,  pendant  le  même  temps, 

d(l  =  dtJ\,do>, 

Mais  puisque  /*,  g^  h  désignent   les  composantes  du    déplace- 

df     df(     dh  .  11. 

ment,  -j-,  -~-,  -r—  sont   les  composantes  de  la  vitesse,  et  par 

suite  la  composante  normale  V„  a  pour  valeur 

"       dl  ^'  dt  ^  '  dl 

Portons  cette  expression  dans  celle  de  </Q,  nous  obtenons 


■  ;  /*.  ^/iA-       ,Q  ^„  A.  1^  3  i  ^  ^  ^),„. 


L'intégrale  du  second  membre  de  cette  égalité  n'est  autre  chose 
que  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  premier  membre  de  la 
relation  (2) .  Nous  avons  donc 


ELASTICITE  DU  FLUIDE  L\DUCTEUR 


n 


c'est-à-dire  que  la  quantité  de  fluide  inducteur  qui  sort  de  la 
surface  est  égale  à  la  quantité  d'électricité  qui  y  entre.  Tout  se 
passe  donc  comme  si  Télectricité  chassait  le  fluide  inducteur,  ou 
en  d'autres  termes,  comme  si  le  fluide  inducteur  et  l'électricité 
étaient  deux  fluides  incompressibles. 


21.  —  Remarquons  d'ailleurs  que  l'incompressibilité  du  fluide 
inducteur  pouvait  se  déduire  immédiatement  de  la  relation  (3). 
Olte  relation  devient,  quand  on  considère  un  point  du  fluide 
inducteur  contenu  dans  un  diélectrique  à  l'état  neutre, 


(ix 


dll_ 

dz 


o. 


Son  premier  membre  n'est  autre  que  la  quantité  que  nous  avons 
désignée  par  6  dans  un  autre  ouvrage  (*)  et  nous  avons  démontré 
que  la  condition  B  =  o  exprimait  l'incompressibilité  du  fluide. 

22.  Image  de  l'effet  de  rélasticitè  du  fluide  inducteur,  — 
Considérons  d'une  part  deux  conducteurs  A  etB  (fig.3)  réunis  entre 


Fig.  3. 

eux  par  un  fll  métallique  portant  un  commutateur  C  et  par  un 
second  fll  sur  le  trajet  duquel  se  trouvent  une  pile  P  et  un  com- 
mutateur D,  Prenons  d'autre  part  deilx  récipients  fermés  A'  et  B' 
renfermant  de  l'eau  et  de  l'air  et  réunis  entre  eux  par  un  canal 
de  communication  portant  un  robinet  C  et  par  un  autre  canal 
sur  le  trajet  duquel  se  trouvent  une  pompe  P'  et  un  robinet  D'. 
Supposons  maintenant  que  les  conducteurs  A  et  B  étant  à 
l'état  neutre  on  ouvre  le  commutateur  C  et  qu'on  ferme  le  com- 
mutateur D  ;    il    s'établit  un   courant  de    courte    durée    dans   le 


C)  Voir  Théorie  maihémaiique  de  la  Lumière ^  p.  a:)  cl  aG. 
Poi.NCAKÉ.  Élcrlricilc  cl  Optique. 


#^vj). 
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fil  ADB  et  1)ientôt  nous  avons  un  état  d'équilibre  électrique 
dans  lequel  les  conducteurs  sont  chargés  d'électricités  de  noms 
contraires,  A  positivement  par  exemple,  et  B  négativement.  Si 
alors  nous  ouvrons  le  commutateur  D  et  fermons  le  commu- 
tateur (],  les  deux  électricités  des  conducteurs  se  recombinent 
à  travers  le  fil  ACl)  et  ces  conducteurs  reviennent  à  Tétat 
neutre. 

23.  —  Pour  comprendre  le  rôle  que  joue  le  fluide  inducteur  dans 
cette  expérience,  examinons  ce  qui  se  passe  dans  le  système  des 
deux  vases  A'  et  B'  quand  on  fait  jouer  la  pompe  et  qu'on  établit 
avec  les  robinets  C  et  D'  les  communications  ([ue  nous  établis- 
sions précédemment  avec  les  commutateurs  C  et  1).   Supposons 
que  les  niveaux  de   Teau  dans    les  vases   soient  dans   un   même 
plan  horizontal,   fermons  le  robinet  (/,  ouvrons  le  robinet  D'  et 
faisons  marcher  la  pompe  ;   Teau  passe  d'un  vase  à  l'autre,    du 
vase  B'  au  vase  A'  par  exemple.  Il  en  résulte  une  diminution  de 
la  force  élastique  de  Tair  de  B'  et  une  augmentation  de  celle  de 
Tair  de  A^  Si  nous   fermons  le  robinet  D'  et  si  nous  ouvrons  en 
même  temps  C,  la  dinférence  des  forces  élastiques  de  l'air  clans 
les  deux  récipients  fait  repasser  Teau  de  A'  dans  B'  juscju'à  ce  que 
les   niveaux  soient   revenus  dans  le  même  plan    horizontal.    Le 
système  est  donc  revenu  dans  son  état  initial  comme  dans  Tex- 
périence  électrique  et  nous  pouvons  regarder  l'eau  comme  repré- 
sentant matériellement  le  fluide   électrique  ;   l'accroissement  du 
volume  de  l'eau  dans  A'  et  la  diminution  dans  B'  qui  résultent  de 
la  première  phase  de  l'expérience  hydrostatique  représenteront 
les  charges  positive  et  négative  des   conducteurs  A  et  B  dans  la 
phase  correspondante  de  l'expérience   électrique.    Quant  à  l'air, 
le  rôle   qu'il  remplit   par  suite  de   sa  force  élastique   peut  être 
assimilé   au    rôle   que    joue    le   fluide    inducteur   élasti(jue    dans 
l'expérience  électrique.  C'est  donc  l'élasticité  du  fluide  inducteur 
contenu  dans  l'air  qui  sépare  les  conducteurs  et  déplacé  par  les 
charges  de  ces  conducteurs  qui  est  la  cause  de  la  combinaison  de 
ces  charges. 

Ajoutons  immédiatement  que,  bien  que  cette  image  hydrosta-* 
tique  nous  fasse  concevoir  la  nranlère  dont  se  comporte  le  fluide 
inducteur   dans  la   théorie  de    Maxwell,    elle  ne  peut    pas    être 
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poussée  trop  loin  car  lo  fluide  inducteur  est  incompressible, 
propriété  dont  ne  jouit  pas  Tair  auquel  nous  l'avons  comparé. 
(ÀHte  image  n'est  d^nc  utile  que  pour  faire  comprendre  l'efiTet  de 
Tune  des  propriétés  de  ce  fluide  :  son  élasticité. 

24.  Tout  courant  est  un  courant  fermé. —  Le  rôle  prépondé- 
rant attribué  par  Maxwell  aux  diélectriques,  qui  dans  la  théorie 
ordinaire  jouent  un  rôle  passif,  n'est  pas  la  seule  difl'érence  qui 
existe  entre  cette  dernière  théorie  et  celle  de  Maxwell.  Une 
autre  différence  provient  de  la  nature  des  courants. 

Dans  la  théorie  ordinaire  on  admet  Texistence  de  deux  sortes 
de  courants  :  les  courants  fermés,  en  général  permanents,  et  les 
courants  ouverts,  en  général  instantanés,  qui  cessent  quand  par 
Teflct  de  la  charge  il  se  produit  une  diflérence  de  potentiel  égale 
i)  la  force  électromotrice  de  la  source  électrique.  Ces  courants 
ouverts  se  produisent  lors(jue,  par  exemple,  on  met  les  pôles 
d'une  pile  en  communication  avec  deux  conducteurs  ou  avec  les 
deux  armatures  d'un  condensateur. 

Dans  la  nouvelle  théorie  il  ne  peut  y  avoir  que  des  courants 
fermés.  En  effet,  considérons  le  courant  ouvert  qui  prend  nais- 
sance quand  nous  mettons  les  pôles  d'une  pile  en  communi- 
cation avec  deux  conducteurs  isolés  A  et  B.  Le  conducteur  qui, 
en  adoptant  le  langage  de  la  théorie  ordinaire,  se  charge  positi- 
vement, doit  prendre,  d'après  la  théorie  de  Maxwell,  une  quan- 
tité de  fluide  électrique  plus  grande  que  celle  qu'il  possède  à 
Tétat  neutre.  Dans  l'autre  conducteur,  au  contraire,  la  quantité 
de  fluide  électrique  doit  diminuer.  Mais  le  fluide  électrique  étant 
incompressible,  sa  densité  demeure  constante  et  on  ne  peut  con- 
cevoir qu'il  y  ait  condensation  de  ce  fluide  en  un  point  et  raré- 
faction en  un  autre.  Pour  concilier  cette  conséquence  de  l'incom- 
pressibilité du  fluide  électrique  avec  le  fait  expérimental  de 
l'existence  du  courant,  Maxwell  fait  intervenir  le  fluide  inducteur 
qui  remplit  le  diélectrique  isolant  les  deux  conducteurs  :  le  fluide 
électrique  sort  de  l'un  des  conducteurs,  déplace  le  fluide  induc- 
teur du  diélectrique  et  fait  rentrer  dans  l'autre  conducteur  une 
quantité  de  fluide  inducteur  égale  à  la  quantité  de  fluide  élec- 
trique sortie  du  premier.  Il  y  a  donc  fermeture  du  courant  à 
travers  le  diélectrique  et  comme  les  molécules  du  fluide  indue- 
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teur  se  déplacent  suivant  les  lignes  de  iorce,  ainsi  qu'il  résulte 
immédiatement  des  équations  (i)  qui  définissent  les  compo- 
santes du  déplacement,  nous  pouvons  dire  que  les  courants 
ouverts  de  la  théorie  ordinaire  se  ferment,  dans  la  théorie  de 
Maxwell,  suivant  les  lignes  de  force  du  diélectrique. 

Les  courants  instantanés  qui  prennent  naissance  dans  la 
charge  ou  la  décharge  d'un  condensateur  peuvent  être  également 
considérés  comme  se  fermant  à  travers  le  diélectrique  qui  sépare 
les  armatures.  Dans  la  théorie  de  Maxwell  nous  n'avons  donc  que 
des  courants  fermés. 

25.  —  Ces  déplacements  du  fluide  électrique  et  du  fluide 
inducteur  dans  le  cas  d'un  courant  instantané  peuvent  être  maté- 
rialisés par  une  image  hydrostatique.  Il  suffit  de  remplacer  l'air 
et  l'eau  que  nous  avons  pris  précédemment  par  de  l'eau  et  du 
mercure.  Dans  ces  conditions  si  après  avoir  fermé  le  robinet  C 
(fig.  W)  et  ouvert  le  robinet  D',  nous  faisons  jouer  la  pompe,  nous 
ne  pouvons  faire  passer  le  mercure  d'un  vase  dans  l'autre,  ces 
vases  étant  remplis  par  deux  fluides  incompressibles.  Le  passage 
du  mercure  ne  peut  avoir  lieu  que  si  nous  supposons  les  parties 
supérieures  des  deux  vases  reliées  par  un  canal  permettant  à 
l'eau  de  passer  en  sens  contraire.  Le  mercure  est  alors  Tîmage 
du  fluide  électri(jue,  l'eau  celle  du  fluide  inducteur  et  le  canal  de 
communication  peut  être  assimilé  à  un  tube  de  force  du  diélec 
trique. 

26.  Courants  de  conduction  et  courants  de  déplacement, — 
Les  courants  fermés  qui  ont  lieu  à  travers  un  circuit  conducteur 
sont  appelés  courants  de  conduction  ;  les  courants  résultant  du 
déplacement  du  fluide  inducteur,  sont  nommés  courants  de  dépla- 
cement. Lorsque  dans  un  même  circuit  fermé  nous  aurons  à  la 
fois  des  courants  de  conduction  et  des  courants  de  déplacement, 
ce  circuit  ne  sera  autre  qu'un  circuit  ouvert  de  la  théorie  ordi- 
naire. Mais  outre  ces  circuits  et  ceux  qui  ne  comprennent  que 
des  courants  de  conduction,  les  seuls  que  l'on  considère  dans  la 
théorie  ordinaire,  nous  rencontrerons  dans  la  théorie  de  Maxwell 
des  circuits  fermés  comprenant  uniquement  des  courants  de 
déplacement  ;  ces  derniers  circuits  joueront  un  rôle  considérable 
dans  l'explication  des  phénomènes  lumineux. 
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Les  courants  de  conduction  étant  ceux  qui  se  produisent  dans 
les  circuits  bons  conducteurs,  ils  doivent  nécessairement  obéir, 
pour  être  d'accord  avec  Texpérience,  aux  lois  de  Ohm,  de  Joule, 
à  celle  d'Ampère  sur  les  actions  mutuelles  de  deux  éléments  de 
courants  et  aux  lois  de  l'induction.  Quant  aux  courants  de  dépla- 
cement nous  ne  savons  rien  sur  les  lois  auxquelles  ils  obéissent  ; 
le  champ  est  donc  ouvert  aux  hypothèses.  Maxwell  admet  qu'ils 
obéissent  \\  la  loi  d'Ampère  et  aux  lois  de  l'induction  mais  que 
les  lois  de  Ohm  et  de  Joule  ne  leur  sont  pas  applicables,  ces 
courants  ne  rencontrant  à  leur  établissement  d'autre  résistance 
que  celle  qui  résulte  de  l'élasticité  du  fluide  inducteur,  résis- 
tance de  nature  tout  à  fait  difi'érente  de  celle  de  la  résistance  des 
conducteurs. 

27.  Énergie  potentielle  d'un  système  èlectrisé.  —  Considé- 
rons un  système  de  conducteurs  chargés  d'électricité  positive  et 
d'électricité  négative.  Ces  charges  représentent  une  certaine  éner- 
gie potentielle.  Dans  la  théorie  ordinaire  cette  énergie  potentielle 
est  due  aux  travaux  des  attractions  et  des  répulsions  qui  s'exercent 
entre  les  différentes  masses  électriques  du  système  ;  dans  la 
théorie  de  Maxwell,  elle  est  due  a  l'élasticité  du  fluide  inducteur 
qui  est  dérangé  de  sa  position  d'équilibre  normal.  Cette  énergie, 
qui  est  susceptible  d'être  mesurée,  doit  avoir  dans  les  deux 
théories  la  même  valeur,  et  par  conséquent  les  expressions  qui 
permettent  d'en  calculer  la  valeur  doivent  être  identiques.  C'est 
en  faisant  cette  identification  que  nous  trouverons  de  nouvelles 
propriétés  du  fluide  inducteur. 

28.  —  Cherchons  d'abord  l'expression  de  l'énergie  potentielle 
considérée  comme  résuhant  des  travaux  des  forces  attractives  et 
des  forces  répulsives. 

Soient  d'z  un  élément  quelconque  de  volume  de  l'espaceyir,  î/ 
et  z  ses  coordonnées  et  p  la  densité  de  l'électricité  libre  dans  cet 
élément  ;  la  quantité  d'électricité  contenue  dans  cet  élément 
sera  prfT  et  les  composantes  de  la  force  électrique  qui  s'exerce 
sur  cette  quantité  d'électricité  seront  : 

-?ch^,         -?d-.-^,         -^'--Il-  -f^;W 
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Supposons  que  la  masse  électrique  contenue  dans  rélénient  d'z 
se  déplace  de  façon  que  ses  trois  coordonnées  subissent  des 
accroissements  o.i',o//,or. 

Le  travail  de  la  force  électrique  appliquée  à  cette  masse  élec- 
tricjue  sera  donc 

Le  travail  total  des  forces  appliquées  aux  différentes  masses 
électriques  répandues  dans  tout  l'espace  sera  représenté  par 
rintéirrale 


^jWy.ft  _J",,„.(j3,%^,:, 


étendue  à  l'espace  tout  entier. 

Si  donc  nous  appelons  \V  Ténergie  potentielle  cherchée , 
raccroissement  de  cette  énergie  sera  donnée  par  la  formule  : 

29.  —  Mettons  cette  expression  sous  une  autre  forme  et  pour 
cela  évaluons  Laccroissement  op  de  la  densité  électrique  p  à 
rintérieur  de  Télément  d'z  dans  ce  déplacement. 

Considérons  cet  élément  comme  un  parallélipipède  rectangle 
dont  les  trois  arêtes  de  longueur  a,  j3,  y  soient  respectivement 
parallèles  aux  trois  axes  de  coordonnées  de  sorte  que  d'z  =  ajîy. 

La  quantité  d'électricité  (jui  entrera  dans  ce  parallélipipède  en 
passant  h  travers  Tune  des  faces  perpendiculaires  à  Taxe  des  .r 
sera  égale  à  p,  densité  du  fluide,  multiplié  par  os,  déplacement 
du  fluide  projeté  sur  Taxe  des  .r,  et  par  [ïy  aire  de  la  face  du 
parallélipipède. 

Nous  aurons  donc  pour  Texpression  de  cette  quantité  d'élec- 
tricité : 

po.rpv. 

La  quantité  d'électricité  qui  entrera  dans  le  parallélipipède  en 
passant  par  la  face  opposée  aura  une  expression  analogue.  Seu- 
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leiîîcnt  po.i*  n'aura  plus  la  munie  valeur,  en  eflet  s  et  Zx  sont  des 
(onctions  de  .r, /y  et  -  ;  or  quand  on  passe  d'une  lace  à  la  lace  oppo- 
sée, X  a  augmenté  d'une  (juantité  très  petite  a  et  po.r  est  devenu  : 

po.r  H ^ a. 

'  dx 

La  quantité  d'électricité  qui  passe  \\  travers  cette  seconde  face 
aura  donc  pour  expression 


r  .      (Uz^x)    \ 


Nous    prenons    le    signe  —    parce   ([ue   la  normale  intérieure  à 
cette  seconde  face  est  dirigée  vers  les  x  négatifs. 

Ainsi  la  somme  algébrique  des  masses  électriques  qui  entre- 
ront dans  le  parallélipipèdo  en  passant  à  travers  les  deux  faces 
perpendiculaires  à  Taxe  des  x  sera 

dx         '  '  (ix 

De  même  les  masses  électri([ues  qui  entreront  en  traversant 
d'une  part  les  deux  faces  perpendiculaires  a  l'axe  des  //,  d'autre 
part  les  deux  faces  perpendiculaires  à  l'axe  des  z  seront  respecti- 
vement : 

-^d,  et  -^d.. 

dij  dz 

Or  ^703  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  masses  électriques 
qui  entrent  dans  le  parallélipipède  en  passant  à  travers  ses 
six  faces,  on  a  donc  : 

''         ''•'•         ''^         ''-^    '  =.U(|><rf; 

(]ette  é(jualion  n'est  autre  que  celle  qui  est  connue  en  hydro- 
dynamique sous  le  nom  d'é([uation  de  continuité. 

30.  —  Rappelons  que  d'après  un  lemme  dont  nous  4avons  déjà/t^,//] 
fait  usage,  on  a 


I    arfao==    I    — ; — diy 

J  J  '■' 
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F  étant  une  fonction  de  .r, //,  z  et  les  intégrales  étant  étendues, 
la  première  à  tous  les  éléments  rfco  d'une  surface  fermée,  la 
seconde  à  tous  les  éléments  du  volume  limité  par  cette  surface. 

Lorsque  la  fonction  F  est  nulle  h  Tinfini,  la  première  intégrale 
étendue  a  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  infini  est  nulle,  chacun 
de  ses  éléments  étant  égal  à  zéro. 

On  a  donc  pour  une  telle  fonction 


d'z  =  o. 


Dans  le  cas  où  F  est  un  produit  de  deux  fonctions  //  et  ♦%  Tégalité 
précédente  devient 


yd\t    .  l       du    . 


et  nous  en  tirons 


J  "i'''  =  -j  '^117'^'^ 


i 

nouvelle  égalité  qui  va  nous  servir  à  transformer  ê(\\ . 

31.  —  Il  vient  en  appliquant  celte  règle  ii  la  fonction  ipo.r  qui 
s'annule  à  Tinfini  puisque  le  potentiel  i  s'annule  lui-même  à 
rin(ini  : 

/    '        (f.v  I     •  d.v    ' 
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OU  en  additionnant  et  tenant  compte  des  équations  (4)  et  (5)  : 
ou,  en  vertu  de  réquation  de  Poisson  généralisée  : 


oW=  — 


■Au-^ï^u-^v^.i-m"- 


En  appliquant  le  même  lemme  que  tout  à  Theure,  il  vient  : 


ou  encore,  en  remarquant  que  le  pouvoir  inducteur  K  n'est  pas 
altéré  par  les  déplacements  des  masses  électriques  et  par  consé- 
quent que  oK  =  o  : 


■Aii-m—  h^^-^m- 


-j^Aim 


On  obtiendrait  par  symétrie  deux  autres  équations  analogues,  et 
en  les  additionnant  et  divisant  par  —  4^>  <>i^  trouverait  : 


L'énergie  potentielle  du  système  a  donc  pour  valeur 


-  ^^M^rT^ 


(6) 

/ 


--f^im'"- 


'f 


2b  THEORIE  DU  DEPLACEMEyj'  ELECm/QlE  DE  MAAIVELL 

la  constante  d'intégration  étant  nulle,  puisque  Ténergie  poten- 
tielle doit  être  nulle  quand  tout  l'espace  est  à  Tétat  neutre,  et 
que  dans  ce  cas  le  potentiel  en  chaque  point  a  la  même  valeur, 
zéro. 

32.  —  L'intégrale  du  second  membre  de  l'expression  (6)  doit 
être  étendue  à  tout  l'espace,  mais  il  revient  au  même  de  ne 
retendre  qu'à  l'espace  occupé  par  le  diélectri<[ue,  car  les  élé- 
ments de  l'intégrale  qui  correspondent  à  des  points  situés  à 
l'intérieur  d^jconducteurs  sont  nuls.  Kn  eflet,  en  tout  point  d'un 

conducteur  le  potentiel  a  même  valeur  et  par  suite,  ses  dérivées 

(Il       d'I       (Il 
partielles   -r^ ,  — r^»  — 7^  >   s^"^  également  nulles. 
*  (tx       d]j       iiz  " 

('elle  remarque  permet  de  transformer   l'expression    (6).    En 
tout  point  d'un  diélectrique,  nous  avons  d'après  les  hypothèses 
Ji^y     de  Maxwell, 


et  en  portant  les  valeurs  des  dérivées  partielles  du  potentiel  «1, 
déduites  de  ces  relations  dans  le  second  membre  de  (6),  il  vient 

Telle  est  l'énergie  potentielle  d'un  système  électrisé  exprimée 
à  l'aide  des  notations  de  Maxwell. 


33.  —   Cherchons    maintenant  l'expression   de    cette   énergie 
considérée  comme  résultant  de   la  déformation   du  fluide  induc- 
teur. 
i,5[2/^  Soient  \(h,  \(h,  7Ai  les  trois   composantes  de  la  force  qui 

^  agit  sur  un  élément  di  du  fluide  inducteur  lorsque  ce  fluide  se 
trouve  en  équilibre  contraint  par  suite  de  la  charge  des  conduc- 
teurs placés  dans  le  diéleclri((ue.  Si  les  molécules  électriques 
qui  composent  le  système  subissent  un  déplacement  infiniment 
petit,  les  composantes  /*  ^,  //,  du  déplacement  de  l'élément  d'Z 
du  fluide  inducteur  prennent  des  accroissements  Zf^  og,  0/1.   Le 


i^^ 
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travail  élémentaire    de  la  force   qui  •  s'exerce  sur  cet  élément  a 
pour  valeur 

(Xô/-+Y%+Zo/0'/-. 

et  le  travail  total  sur  tous  les  éléments  du  fluide  inducteur  est 


|"(Xo/-+  Yo.'  +  Zo//)  d-, 


rintégrale  étant  étendue  à  tout  Tespace  occupé  par  le  diélec- 
tri((ue.  La  variation  de  l'énergie  potentielle  du  système,  qui  ne 
did'ère  que  par  le  signe  de  la  variation  du  travail,  est  donc 


W  =  —  /'(Xo/*+  Yo^r+  ZoA)  ck. 


34.  Élasticité  du  Guide  inducteur.   —   L'identification    de 
cette  expression  avec  la  suivante 

déduite  de  l'égalité  (r]),  nous  donne  pour  les  valeurs  des  compo- 
santes X,  Y,  X, 


>f— 


Ces  relations  nous  montrent  (jue  les  composantes  de  la  force 
qui  s'exerce  sur  un  élément  ck  du  fluide  inducteur  sont  propor- 
tionnelles aux  composantes  du  déplacement  électrique.  La  force 
élasti([ue  du  fluide  inducteur  est  donc  dirigée  suivant  le  déplace- 
ment et  le  rapport  de  sa  grandeur  à  celle  du  déplacement  est  égal 

à  -y- .  Nous  verrons  plus  tard  que  dans  le  cas  où  le  diélectrique 

est  un  milieu  cristallisé  la  force  élastique  n'est  plus  dirigée  sui- 
vant le  déplacement  ;  les  conclusions  précédentes  ne  s'appli- 
quent qu'aux  milieux  diélectriques  isotropes. 

35.  —  Il  est  à  peine  besoin  de  faire  remarquer  comlnen  l'élas- 
ticité du  fluide  inducteur  est  différente  de  l'élasticité  des  gaz  ou 
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(le  Télher  lumineux.  Dans  les  gaz  et  JansTéther,  rénergie  polen- 
tîelle  dépend  seulement  des  positions  relatives  des  molécules  et 
non  de  leur  position  absolue  dans  l'espace  ;  par  suite  il  n'y  a 
pas  réaction  élastique  quand  un  de  ces  iluides  se  déplace  sans 
se  déformer.  Il  en  est  tout  autrement  pour  le  fluide  inducteur. 
Tout  se  passe  comme  si  chacune  des  molécules  de  ce  fluide  était 
attirée  proportionnellement  à  la  distance  par  sa  position  d'équi- 
libre normal.  Il  résulterait  de  là  que  si  Ton  donnait  à  toutes  ces 
molécules  un  même  mouvement  de  translation  sans  que  leur 
situation  relative  variât,  l'élasticité  n'en  devrait  pas  moins  entrer 
en  jeu.  Cette  élasticité  toute  particulière  que  doit  posséder  le 
fluide  inducteur  paraît  difficile  à  admettre.  On  ne  conçoit  pas 
comment  le  point  mathématique  où  se  trouve  une  molécule  de 
fluide  inducteur  en  équilibre  normal,  pourra  agir  sur  cette 
molécule  pour  la  ramener  à  sa  position  d'équilibre  quand  une 
cause  électrique  l'en  aura  déplacée.  On  concevrait  plus  facile- 
ment que  ce  sont  les  molécules  matérielles  du  diélectrique  qui 
agissent  sur  les  molécules  du  fluide  inducteur  pénétrant  le  milieu 
pondérable.  Mais  cette  hypothèse  ne  lèverait  pas  toutes  les 
difficultés,  car  elle  n'expliquerait  pas  l'élasticité  du  fluide  induc- 
teur répandu  dans  le  vide.  En  outre,  l'action  delà  matière  sur  le 
fluide  inducteur  entraînerait  Texistence  d'une  réaction  de  ce  fluide 
sur  la  matière  ;  or,  on  n'a  constaté  aucune  manifestation  de  cette 
réaction. 

36.  —  On  pourrait  encore  supposer  l'existence  de  deux  fluides 
inducteurs  se  pénétrant  et  dont  les  molécules  de  l'un  agiraient 
sur  les  molécules  de  l'autre  dès  qu'elles  seraient  dérangées  de 
leurs  positions  d'équilibre  normal.  Mais  si  cette  hypothèse  a 
l'avantage  de  ramener  l'élasticité  spéciale  au  fluide  inducteur  à 
l'élasticité  telle  qu'on  la  conçoit  ordinairement,  elle  a  l'inconvé- 
nient d'être  plus  compliquée  que  celle  de  l'existence  d'un  seul 
fluide.  Aussi  croyons-nous  que  l'hypothèse  du  fluide  inducteur  de 
Maxwell  n'est  que  transitoire  et  qu'elle  sera  remplacée  par  une 
autre  plus  logique  dès  que  les  progrès  de  la  Science  le  permet- 
tront. On  peut  nous  objecter  que  Maxwell  n'a  pas  introduit  cette 
hypothèse  du  fluide  inducteur  ;  mais,  comme  nous  l'avons  dit 
au  commencement  de  ce  chapitre,  si  le  mot  n'est  pas  dans  l'on- 
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vrage  de  ce  physicien,  la  chose  s'y  trouve  ;  seulement  ce  que 
nous  avons  appelé  fluide  inducteur  est  désigné  par  le  mot  électri- 
cité ;  dans  le  langage  de  Maxwell  l'électricité  des  diélectriques 
est  supposée  élastique,  tandis  que  Télectricilé  des  conducteurs  est 
supposée  inerte.  Ces  propriétés  différentes  attribuées  à  deux 
fluides  désignés  par  le  même  nom  sont  la  cause  du  manque  de 
clarté  que  présentent  certains  passages  de  Touvrage  de  Maxwell. 
C'est  uniquement  pour  éviter  cette  obscurité  que  nous  avons 
introduit  le  mot  de  fluide  inducteur  dans  Texposé  des  idées  de 
Maxwell. 

37.  Distribution  électrique.  —  Pour  achever  de  justifier  les 
hypothèses  de  Maxwell,  il  nous  faut  maintenant  montrer  que  les 
lois  expérimentales  de  la  distribution  électrique  en  sont  une  con- 
séquence nécessaire. 

Commençons  par  rappeler  ces  lois.  On  sait  que  cette  distribu- 
tion ne  dépend  que  d'une  certaine  fonction  ♦]/,  le  potentiel,  assu- 
jettie à  diverses  conditions.  Dans  toute  Tétendue  du  diélectrique 
cette  fonction  i  est  continue  ainsi  que  ses  dérivées  et  satisfait  à 
la  relation 

—  K^-f-— Ki^+— Kii=o- 
c/.r       djc        dy        dy         dz        dz  ' 

en  tout  point  d'un  conducteur  elle  a  une  valeur  constante,  mais 
en  un  point  de  la  surface  ses  dérivées  ne  sont  pas  continues. 
Knfin  cette  fonction  s'annule  pour  les  points  situés  à  l'infini. 
L'étude  de  la  distribution  électrique  sur  un  conducteur  conduit 
à  introduire  une  nouvelle  quantité,  la  densité  électrique  superfi- 
cielle. Si  nous  désignons  par  q  la  quantité  d'électricité  répandue 
sur  un  élément  de  surface  rfto,  la  relation  de  Poisson,  étendue  au 
cas  où  le  diélectrique  est  autre  que  l'air,  donne 

K  -—-  diii  =  —  iizq . 

dn  ' 

La  densité  superficielle  —j—    a  donc  pour  expression 


dii) 


K     d'I 

> 

^-Tz    dn 


i 
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Maïs  on  peut  supposer  que  la  couche  de  fluide  électrique  répan- 
due il  la  surface  a  une  densité  constante  et  que  son  épaisseur  est 
proportionnelle  à  a  ;  c'est  à  cette  dernière  interprétation  (jue 
nous  nous  attacherons. 

38.  —  Revenons  à  la  théorie  de  Maxwell.  Dans  cette  théorie 
nous  avons  deux  fluides  incompressibles,  le  fluide  inducteur 
et  le  fluide  électrique  auxquels  nous  admettrons  que  Ton  puisse 
appliquer  les  lois  de  Thydrostaticpie.  On  sait  que  si  p  est  la 
pression  en  un  point  .r,  ?/,  z,  d'un  tel  fluide,  les  trois  compo- 
santes X,  Y,  Z,  de  la  force  élastique  résultant  du  déplacement 
de  ce  point,  ont  pour  valeurs 

^. (^P  V dp  (If) 

rt.r  dy  dz 

Si  nous  désignons  par  A  la  pression  en  un  point  du  fluide  in- 
ducteur, nous  avons 

d'I  d'I  d'I 

^V  — z —  1  1    —. î  Aj  — - —  • 

dx  dy  dz 

Mais  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  34  que  les  composantes 
de  la  force  élastique  sont  égales  aux  produits  des  composantes 

du  déplacement  par ^  .  Nous  avons  donc 

J         i.#-w       ,r^  d'I  4^   r         d'I  4^  d'I  4-    , 

/        K  dx  K  '  dy  \\   ^'        dz  K 

De  ces  relations  on  déduit 

.^  .  Lil  .r  —  —  —É^  1— Li^ 

^ %nQ       1  4^    dx'        ^  4^    dy'  4^     ^^' 

1 1  \    i  i     ]    ^^^  nouvelles  relations  sont   précisément  celles  qui  définissent 
Kj'ff        !     les  composantes  du  déplacement,  'l  désignant  alors  le  potentiel. 

Pour  justifier  la  manière  dont  nous  avons  défini,  d'après  Maxwell, 
les  composantes  du  déplacement  électrique,  il  nous  faut  montrer 
que  la  pression  6  en  un  point  du  fluide  inducteur  n'est  autre 
chose  que  le  potentiel. 
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39.  —  Le  fluide  inducteur  étant  incompressible,  nous  avons  la 
relation 

(Jf        d^         (Jh 


o, 


(l.v         (hj         liz 
qui  devient,  en  tenant  compte  des  relations  (8), 


d    ..  d'I     ,      d    ,.  d'I     ,     d    ^.  d'I 


dx        dx         dij         dji         dz        dz 

la  fonction  i  satisfait  don<î  à  Tune  des  conditions  imposées  au 
potentiel.  Elle  est  aussi,  comme  le  potentiel,  constante  à  l'inté- 
rieur d'un  conducteur,  car  réleclricité  qui  remplit  les  conduc- 
teurs n'est  pas  élastique,  par  conséc|uent  X,  Y,  Z  sont  nuls  et  il 
doit  en  être  de  même  des  dérivées  de  'i. 

Quand  on  passe  d'un  point  du  diélectrique,  à  un  point  intérieur 
d'un  conducteur  les  dérivées  de  la  fonction  'i,  ne  sont  pas  continues 
puisqu'elles  passent  d'une  valeur  finie  à  zéro.  Mais  la  fonction 
elle-même  reste  continue,  lui  effet,  si  la  pression  n'était  pas  la 
même  des  deux  côtés  de  la  surface  qui  limite  le  conducteur 
ré((uilibre  n'existerait  pas,  puiscjue  le  fluide  électri([ue  étant 
inerte,  toute  différence  de  pression  aurait  pour  effet  de  faire 
mouvoir  ce  fluide. 

La  fonction  6  jouit  donc  de  toutes  les  propriétés  du  potentiel  ; 
par  suite  la  pression  du  fluide  inducteur  en  un  point  est  précisé- 
ment le  potentiel  en  ce  point. 

40.  —  Montrons  enfin  que  la  théorie  de  Maxwell  conduit  à  la 
même  expression  que  la  théorie  ordinaire  pour  l'épaisseur  de  la 
couche  électrique  située  à  la  surface 
d'un  conducteur. 

Soient  S   (fig.   4)    1^^  surface  qui 

sépare  l'électricité  du  fluide  indue-     Il  s\^s' 

teur  dans  l'état  d'équilibre  normal, 

et  S'  la  surface  de  séparation  dans 

l'état  d'équilibre  contraint.   L'élec- 

...  ,  ^'g:-  4." 

tricité    libre     étant    l'excès    de    la 

quantité  de  fluide  électrique  contenue  dans  le  conducteur  dans 

l'état    d'équilibre    contraint     sur    la    quantité     qui    s'y    trouve 


1t 
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normalement,  la  charge  du  conJucleur  est  la  quantité  de  fluide 
comprise  entre  les  deux  surfaces  Set  S'.  Ce  fluide  étant  incom- 
pressible, la  charge  en  chaque  point  est  donc  proportion- 
nelle à  la  distance  normale  qui  sépare  les  deux  surfaces.  Consi- 
dérons une  molécule  du  fluide  inducteur  située,  dans  l'état  d'équi- 
libre normal,  en  un  point  m  de  la  surface  S  ;  dans  Tétat  d'équi- 
libre contraint  cette  molécule  viendra  en  m'  sur  la  surface  S'. 
Le  triangle  mnm\  dont  le  côté  mn  est  la  distance  normale  qui 
sépare  les  deux  surfaces,  peut  être  considéré  comme  un  triangle 
rectangle  en  n.  1/épaisseur  de  la  couche  électrique  est  donc  égale 
à  la  projection  du  déplacement  sur  la  normale  a  la  surface  (en 
réalité  le  déplacement  est  normal  à  la  surface,  mais  nous  n'avons 
pas  besoin  de  faire  intervenir  ici  cette  propriété  du  fluide  induc- 
teur). Cette  projection  a  pour  valeur 

./+3.  +  .V,  =  ^— (a-^  +  ^^  +  v-^) 

C'est  bien  la  valeur  que  donne  la  théorie  ordinaire  pour  l'épais- 
seur de  la  couche  électrique. 

41.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  été  amenés  à  sup- 
poser que  la  pression  dans  le  fluide  inducteur  est  égale  à  'i.  Nous 
nous  trouvons  donc  en  contradiction  avec  une  autre  théorie  de 
Maxwell,  où  l'on  trouve  que  la  pression  en  un  point  du  diélec- 
trique,   au    lieu   d\Hre  égale    au    potentiel,   est  proportionnelle 

à   ^    (  — T-^  )   .  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette  contradiction. 

42.  —  La  méthode  précédente  n'est  pas  la  seule  que  Ton 
puisse  employer  pour  déduire  de  la  théorie  de  Maxwell  les  lois 
de  la  distribution  électrique.  Klle  a  d'ailleurs  l'inconvénient  de 
ne  plus  subsister  si  le  fluide  inducteur  n'existe  pas  ou  si  dans 
ce  fluide  il  n'y  a  pas  de  pression.  Ayant  fait  remarquer  que 
l'hypothèse  du  fluide  inducteur  ne  devait  être  considérée  que 
comme  une  hypothèse  transitoire,  il  n'est  pas  inutile  d'indi- 
quer une  autre  méthode  donnant  les  lois  de  la  distribution  élec- 
trique sans  supposer  Tcxistence  de  ce  fluide.  Exposons  cette 
méthode. 
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Pour  qu'un  système  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  son 
énergie  potentielle  soit  minimum.  Nous  obtiendrons  donc  les 
conditions  de  l'équilibre  électrique,  en  exprimant  que  l'éner- 
gie potentielle  W  est  minimum,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  la  variation  de  W  est  nulle  quand  on  donne  a  /*,  gy  A,  des 
accroissements  quelconques  compatibles  avec  les  liaisons.  Or, 
quelle  que  soit  la  théorie  adoptée,  /,  gy  A,  doivent  satisfaire  à  la 
relation 

dx        dy         dz  ' 


'/'M 


qui  exprime  l'incompressibilité  du  milieu. 

D'autre  part,  considérons  un  quelconque  des  conducteurs  du 
système.  La  charge  M  de  ce  conducteur  sera  une  des  données  de 
la  question.  On  devra  donc  avoir  y«W/»' 

l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  rfw  de  la  surface  du 
conducteur;  a,  p, y  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
k  cet  élément  et  M  une  constante  donnée. 

Écrivons  que  la  variation  de  l'énergie  potentielle  est  nulle  ;     ^^u///<*  ^^ 
nous  avons 


«^=/x 


if^f-^g^g+f^^f^)  (11  =  0. 


Mais  à  cause  des  liaisons  nous  avons  aussi 

-^^/'-f-^5,.+  ^oA  =  o, 

J(ao/'4-p2-+ySA)rfo)  =  o,  J(^h^=^ 

rintégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  volume  d'z  du 
diélectrique. 

Le  calcul  des  variations  nous  apprend  qu'il  existe  une  fonction 
i  telle  que  l'on  ait  identiquement 


;>-f" 


lf^f.,l^^,U=..     lfy>-^-r<^^)^ 


PoiNCARÉ.  Electricité  et  Optique. 


34  THÉORIE  DU  DÉPLACEMEST  ÉLECTRIQLE  DE  MAXWELL 

En  Intégrant  par  parties  Tintégralc  correspondant  au  second 
terme  de  la  parenthèse,  nous  obtenons 


Cette  équation  devant  être  satisfaite  identiquement,  tous  les 
éléments  de  la  première  intégrale  doivent  être  nuls  ;  on  a  donc 


ce  qui  est  précisément  la  relation  donnée  par  Maxwell. 
Il  reste 


I  '^  (aS/^-f-  ^0^  +  vo/r)  </o)  =  o. 


L'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  surface  de  tous 
les  conducteurs. 

Cette  équation  devra  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs 
de  ofy  off,  Ch  satisfaisant  aux  équations  de  liaison,  c'cst-a-dire 
telles  que  l'on  ait  pour  chacun  des  conducteurs 


I  (oLOf-^-  [tOg  +  VoA)  d{ù=0. 


Les  règles  du  calcul  des  variations  nous  apprennent  que  cela 
ne  peut  avoir  lieu  que  si  ^  est  constant  à  la  surface  de  chacun  des 
conducteurs. 

Ainsi  le  potentiel  '}  a  une  valeur  constante  en  tous  les  points 
de  la  surface  de  chacun  des  conducteurs,  cette  valeur  pouvant 
varier  d'ailleurs  d'un  conducteur  h  Tautre. 


CHAPITRE.   III 

THÉORIE   DES  DIÉLECTRIQUES  DE  POISSON 
COMMENT  ELLE  PEUT  SE  RATTACHER  A  CELLE   DE   MAXWELL 


43.  Hypothèses  de  Poisson  sur  la  constitution  des  diélec- 
triques. —  Dans  la  théorie  de  Poisson  le  rôle  des  diélectriques 
est  bien  moins  important  que  dans  celle  de  Maxwell.  Pour 
Poisson,  le  diélectrique  n'a  d'autre  but  que  d'empêcher  le  mou- 
vement de  l'électricité.  Mais  pour  expliquer  l'augmentation  de 
capacité  d'un  condensateur  quand  on  y  remplace  la  lame  d'air 
par  une  autre  substance  non  conductrice,  une  hypothèse  est 
nécessaire.  Une  difficulté  analogue  rencontrée  dans  la  théorie  du 
magnétisme  avait  été  résolue  de  la  manière  suivante  par  Poisson. 

Il  s'agissait  d'expliquer  le  magnétisme  induit.  Poisson  regarde 
un  morceau  de  fer  doux  aimanté  par  influence  comme  un  assem- 
blage d'éléments  magnétiques  séparés  les  uns  des  autres  par  des 
intervalles  inaccessibles  au  magnétisme  et  de  dimensions  très 
petites.  Dans  chacun  de  ces  éléments,  auxquels  Poisson  attribue 
pour  plus  de  simplicité  la  forme  sphérique,  les  deux  fluides 
magnétiques  peuvent  se  séparer  et  circuler  librement. 

Mossotti  n'a  eu  qu'à  transporter  cette  théorie  en  électrosta- 
tique pour  expliquer  les  phénomènes  observés  dans  les  diélec- 
triques. Dans  cette  hypothèse,  l'air  est  le  seul  diélectrique  homo- 
gène ;  quant  aux  autres  diélectriques,  il  se  les  représente  comme 
constitués  par  de  petites  sphères  conductrices  disséminées  dans 
une  substance  non  conductrice  jouissant  des  mêmes  propriétés 
que  Pair.  Les  phénomènes  attribués  au  pouvoir  inducteur  spéci- 
fique s'expliquent  alors  par  les  effets  répulsifs  et  attractifs  de 
l'électricité  induite  par  influence  dans  les  sphères  conductrices. 
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44.  —  Dans  cette  théorie  comme  dans  celle  de  Maxwell  il  existe 
des  courants  de  déplacement.  En  effet,  supposons  un  diélectrique 
autre  que  Tair  en  présence  de  conducteurs  élcctrisés  ;  l'électri- 
cité neutre  des  sphères  conductrices  du  diélectrique  est  décom- 
posée :  un  hémisphère  se  trouve  chargé  positivement,  Tautre 
négativement.  Si  alors  on  met  les  conducteurs  en  communica- 
tion avec  le  sol,  Tinfluence  sur  les  sphères  du  diélectrique  cesse 
et  ces  sphères  reviennent  à  Tétat  neutre  ;  Télectricité  se  déplace 
donc  d'un  hémisphère  à  l'autre,  par  suite,  il  y  a  des  courants  de 
déplacement. 

Il  est  probable  que  c'est  la  conception  de  Poisson  et  Mossotti 
sur  la  nature  des  diélectriques  qui  a  conduit  Maxwell  à  sa  théorie. 
Il  dit  l'avoir  déduite  des  travaux  de  Faraday  et  n'avoir  fait  que 
traduire  sous  une  forme  mathématique  les  vues  de  ce  célèbre 
physicien  ;  or,  Faraday  avait  adopté  les  idées  de  Mossotti  (Cf. 
Expérimental  Researches,  Faraday,  série  XIV,  §  1679).  Ajoutons 
que,  ainsi  que  nous  le  verrons  bientôt,  l'intensité  des  courants 
de  déplacement  n'a  pas  la  même  valeur  dans  la  théorie  de  Pois- 
son et  dans  celle  de  Maxwell.  Nous  montrerons  cependant  com- 
ment on  peut  faire  concorder  les  deux  théories. 

45.  —  On  a  fait  malheureusement  h  la  théorie  du  magnétisme 
de  Poisson  de  graves  objections  et  il  est  certain  que  les  calculs 
du  savant  géomètre  ne  sont  nullement  rigoureux.  Ces  objections 
s'appliquent  naturellement  à  la  théorie  de  Mossotti  qui  n'en  dif- 
fère pas  au  point  de  vue  mathématique. 

C'est  ce  qui  me  décide  a  ne  pas  reproduire  ici  ces  calculs,  je 
me  bornerai  a  renvoyer  le  lecteur  qui  désirerait  en  faire  une 
étude  approfondie,  aux  sources  suivantes.  Le  mémoire  original 
de  Poisson,  sur  la  théorie  du  magnétisme  a  paru  dans  le  tome  V 
des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  (i  821 -1822).  Une  théo- 
rie plus  élémentaire,  mais  passible  des  mêmes  objections,  est 
exposée  dans  le  tome  P*"  des  Leçons  sur  l'Electricité  et  le  Magné- 
tisme de  MM.  Mascart  et  Joubert  (p.  162  à  177).  C'est  celle 
que  j'avais  développée  dans  mes  leçons. 

Je  renverrai  également  à  l'article  3i4  de  la  seconde  édition  de 
Maxwell,  où  le  savant  anglais  présente  d'une  façon  très  originale 
une  théorie  identique  au  point  de  vue  mathématique  à  celle  de 
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Poisson  et  de  Mossotti,  mais  s'appliquant  à  un  problème  phy- 
sique très  différent,  celui  d'un  courant  électrique  à  travers  un 
conducteur  hétérogène. 

Mais  je  recommanderai  surtout  la  lecture  du  mémoire  de 
M.  Duhem  sur  Taimantation  par  influence  (Paris,  Gauthier-Vil- 
lars,  1888;  et  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse), 
où  les  calculs  de  Poisson  et  les  objections  qu'on  y  peut  faire  sont 
exposés  avec  la  plus  grande  clarté. 

Je  vais  maintenant  développer  la  théorie  en  cherchant  h  me 
mettre  à  l'abri  de  ces  objections  ;  pour  cela,  j'ai  besoin  de  con- 
naître la  distribution  de  l'électricité  induite  par  une  sphère  pla- 
cée dans  un  champ  uniforme. 

46.  Sphère  placée  dans  un  champ  uniforme.  —  Prenons  une 
sphère  conductrice  placée  dans  un  champ  électrique  uniforme 
et  désignons  par  ^  la  valeur  du  potentiel  dû  aux  masses  élec- 
triques extérieures  en  un  point  de  ce  champ.  La  force  électrique 
s'exerçant  sur  l'unité  de  masse  électrique  située  en  un  point 
quelconque  a  pour  composantes 

d^  d^  d^ 

dx  ^  dy*  dz 

Si  l'on  prend  Taxe  des  x  parallèle  aux  lignes  de  force  du 
champ,  cette  force  électrostatique,  que  nous  désignerons  par  cp, 
a  pour  valeur 

_       4 

'^~       dx  ' 

La  sphère  conductrice  placée  dans  le  champ  s'électrise  par 
influence  et  l'équilibre  électrique  est  atteint  quand  la  force  élec- 
trostatique due  à  la  distribution  sur  la  surface  de  cette  sphère 
est  égale  et  directement  opposée  à  cp  en  tout  point  intérieur. 
Cherchons  l'expression  de  cette  force. 

47.  —  Lorsque  la  sphère  conductrice  est  a  l'état  neutre,  nous 
pouvons  la  considérer  comme  formée  de  deux  sphères  égales, 
ayant  même  centre,  chargées,  l'une  d'électricité  positive,  l'autre 
d'une  quantité  égale  d'électricité  négative  ;  chacune  de  ces  deux 


^^■^ 


■^^^W! 
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charges,  au  lieu  d'ôtre  seulement  superficielle,  étant  uniformé- 
ment répandue  dans  tout  le  volume  de  la  sphère  ;  la  résultante 
des  actions  exercées  par  ces  sphères  sur  un  point  extérieur  est 

évidemment  nulle,  comme  cela 
doit  être.  Si  nous  déplaçons  la 
sphère  négative  de  manière  que 
son  centre  vienne  en  0'  (fig.  5) 
le  centre  de  la  sphère  positive 
restant  en  O,  les  actions  de  ces 
sphères  ne  se  neutralisent  plus. 
Nous  pouvons  donc  regarder  la 
sphère  conductrice  soumise  h 
rinfluence  comme  formée  de 
deux  sphères  égales,  électri- 
sées  en  sens  contraire  et  dont  les   centres   ne  coïncident  plus. 


Fig.  5. 


48.  —  On  sait  que  l'action  d'une  sphère  homogène  sur  un  point 
intérieur  situé  h  une  distance  /•  de  son  centre  est  la  même  que  si 
la  masse  électrique  contenue  dans  la  sphère  de  rayon  /•  était  con- 
centrée au  centre  de  la  sphère.  En  appelant  p  la  densité  élec- 
trique en  chaque  point  de  la  sphère,  on  a  pour  la  force  électro- 
statique s'exerçant  sur  le  point  considéré 

Si  donc  on  appelle  .r^,  y^,  z^  les  coordonnées  du  centre  de  la 
sphère,  ^,  i/,  z  les  coordonnées  du  point  considéré,  les  compo- 
santes de  Taction  exercée  parla  sphère  sur  l'unité  de  masse  élec- 
trique placée  en  un  point  intérieur  ont  pour  valeurs 


49.  —  Appliquons  ces  formules  aux  deux  sphères  qui  rempla- 
cent la  sphère  conductrice  électrisée  par  influence.  Prenons  pour 
origine  des  axes  de  coordonnées  le  centre  O  de  la  sphère  posi- 
tive et  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  les  centreÇO  et  0'  des 
deux  sphères.  Nous  aurons  pour  la  composante  suivant  Ox  de  la 
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résultante  des  actions  qu'exercent  les  deux  sphères  sur  Tunlté 
de  niasse  électrique  située  en  un  point  intérieur  x^  y,  r, 

4  4      ,  N  4 

_  Tîj-p  — —  ,1  (^ — ^0)  ?  =  y  '^•'^0?^ 

x^  désignant  l'abscisse  de  O'.  Quant  aux  composantes  suivant  les 
axes  des  y  et  des  r,  on  voit  facilement  qu'elles  sont  nulles.  Il  faut 
donc,  pour  qu'une  molécule  électrique  intérieure  à  la  sphère  soit 
en  équilibre  sous  l'action  du  champ  uniforme  cp  et  de  l'électricité 
développée  sur  la  sphère  par  influence,  que  la  ligne  des  centres 
des  sphères  positive  et  négative  soit  parallèle  au  champ  et  que  la 
distance  de  ces  centres  satisfasse  h  l'égalité 

4 

D'ailleurs,  comme  les  densités  des  sphères  ne  sont  assujetties 
qu'à  la  condition  d'être  égales  en  valeurs  absolues,  nous  pouvons 
supposer  que  ces  densités  sont  +  i  et  —  i .  Il  vient  alors 

(0  ?  =  — 3-^-^0^ 

égalité  qui  nous  donne  la  distance  des  centres  des  deux  sphères. 

50.  —  Nous  pouvons  trouver  facilement  la  valeur  du  potentiel 
résultant  de  la  sphère  influencée  en  un  point  M  extérieur  a  cette 
sphère.  L'action  d'une  sphère  homogène  sur  un  point  extérieur 
étant  la  même  que  si  toute  la  masse  électrique  était  concentrée 
ou  centre  de  cette  sphère,  le  potentiel  en  M  a  pour  expression 

R  désignant  le  rayon  de  chacune  des  sphères,  /•  et  z*'  les  distances 
du  point  M  aux  centres  0  et  0'.  Nous  appellerons  10  l'angle  de 
la  direction  OM  avec  Taxe  des  x  et  nous  négligerons  les  quantités 
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infiniment  petites  du  deuxième  ordre,  en  regardant  x^  comme 
du  premier  ordre.  Alors  l'expression  précédente  peut  s'écrire 

4  _r>3  ^0^^^^ 


— -i^TîR 


r' 


ou  en  tenant  compte  de  la  relation  (i) 

cosw 


(.)  ?R3 


r^ 


La  distribution  électrique  sur  la  sphère  induite  s'obtient  tout 
aussi  simplement.  L'épaisseur  de  la  couche  négative  en  un 
point  P  quelconque  est 

r.1^/      r^T^ff  3»cosa> 

PP'  =  PP"cOS(0:=XoCOSW= i-r ; 

471 

par  suite,  l'épaisseur  de  la  couche  électrique  superficielle  est 

donnée,  en  valeur  et  en  signe,  par  l'expression  — ^—z 

On  dit  qu'une  sphère  conductrice  sur  laquelle  la  distribution 
électrique  est  la  même  que  si  elle  était  placée  dans  un  champ 
uniforme,  est  polarisée^ 

51.  I^olarisation  des  diélectriques.  —  Considérons  mainte- 
nant un  diélectrique,  constitué  comme  se  l'imagine  Mossotti  et 
soumis  à  l'action  de  corps  électrisés  extérieurs.  Chacune  des 
sphères  qu'il  contient  va  se  polariser.  En  effet  les  dimensions 
de  ces  sphères  étant  très  petites,  dans  le  voisinage  de  chacune 
d'elles  le  champ  électrique  peut  être  regardé  comme  uniforme. 

Il  est  vrai  que  la  distribution  électrique  à  la  surface  d'une  de 
ces  sphères  pourra  être  troublée  par  l'influence  des  sphères  voi- 
sines ;  mais  nous  n'aurons  pas  a  tenir  compte  de  ces  perturba- 
tions : 

i^  Parce  que  les  sphères  étant  irrégulièrement  distribuées,  leur 
influence  tend  a  se  neutraliser  mutuellement  ; 

2®  Parce  que  si  l'on  admet  que  la  distribution  à  la  surface  d'une 
sphère  n'est  pas  la  même  qu'elle  serait  dans  un  champ  uniforme, 
ces  irrégularités  de  la  distribution  sont  exprimées  par  des  fonc- 
tions sphériques   d'ordre  supérieur  ;    si   donc   on   considère   le 
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potentiel  en  un  point  situé  à  une  distance  rdu  centre  de  la  sphère, 
les  termes  qui  dépendent  de  ces  irrégularités  contiendront  une 

puissance  supérieure  de — et  seront  négligeables,  si  /•  est  très 

grand  par  rapport  au  rayon  de  la  sphère. 

Nous  dirons  alors  qu'un  diélectrique  dont  toutes  les  sphères 
sont  polarisées  est  lui-même  polarisé. 

52.  —  Nous  avons  maintenant  h  définir  les  composantes  de  la 
jnl^l^i^nti'/^n  <^l|>ntrîqn<>  qui  correspondcut  à  ce  qu'on  appelle  dans 
la  théorie  du  magnétisme,  composantes  de  la  magnétisation. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  le  potentiel  de  notre  sphère  par 
rapport  h  un  point  extérieur  était  égal  à  : 


ccR^ 


cosw 


ou  a 


ô  r 


irf 


4îî  dx 

en  appelant  u  le  volume  de  la  sphère. 

Si  Ton  avait  pris  des  axes  de  coordonnées  quelconques,  nous 
aurions  trouvé  pour  le  potentiel  de  la  sphère  polarisée,  en  appe-    ^  jlJ.ug  i 
lant  Xy  y,  z  les  coordonnées  de  son  centre,  7 

d—  d—  d— 

in    I  dij         r         dià         r         d"^ 


47Î    \^*r      dx         dy     dy  dz 


B 


Imaginons  maintenant  un  élément  de  volume  d'z  du  diélec- 
trique, contenant  un  nombre  très  grand  n  de  sphères,  et  cepen- 
dant assez  petit  pour  que  le  champ  puisse  y  être  regardé  comme 
uniforme.  Le  potentiel  des  n  sphères  contenues  dans  cet  élément 
sera  : 

inu  /  dà         r         d'I        r     ,    d^         r\ 
4*^    \  dx    dx  dy     dy  dz     dz  / 
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Posons 

nu  =  hd'z^ 

de  sorte  que  h  soit  le  rapport  du  volume  des  sphères  au  volume 
total  du  diélectrique. 
Posons  en  outre 

.__yi^d^     B— —  — -^     c= ^j!ï,. 

il  viendra  pour  le  potentiel  dû  à  rélément  polarisé  d-z 

d  —           d  — ■  d  — 

rfT(A  — hB-^ hC 


.(, 


dx  dy  dz 


Les  trois  quantités  A,  B  et  C  sont  les  composantes  de  la  pola^ 
risation^  et  le  potentiel  dû  au  diélectrique  entier  s'écrira 

/d—  d—  d  — 

rintégrale  étant  étendue  au  diélectrique  entier;  ou,  en  intégrant 
par  parties, 

j'^\  ^r  l    diù   ,,.  ^         ^,  i    d'z  / d\         dB        dC\ 

La  première  intégrale  est  étendue  à  tous  les  éléments  dto  de 
la  surface  qui  limite  le  diélectrique,  /,  //î,  et  n  désignant  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  celte  surface  ;  la  seconde 
intégrale  est  étendue  au  volume  entier  du  diélectrique. 

53.  —  Soit  maintenant  V,  le  potentiel  du  aux  corps  électrisés 
extérieurs.  Soit  s  une  quelconque  des  petites  sphères  conduc- 
trices ayant  pour  centre  un  certain  point  0  et  exprimons  les 
conditions  de  l'équilibre  électrique  sur  cette  sphère. 

Décomposons  le  volume  du  diélectrique  en  deux  volumes  par- 
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tiels  f'  et  f";  le  second  de  ces  volumes  sera  très  petit  et  con- 
tiendra la  sphère  s. 

Considérons  une  molécule  électrique  située  eu  0  ;  cette  molé- 
cule devra  être  en  équilibre  sous  l'action  : 

1**  Des  corps  électrisés  extérieurs  ; 

2®  Du  volume  f'  du  diélectrique  ; 

3**  Des  sphères  autres  que  s  situées  à  l'intérieur  de  i^"  ; 

4"  De  la  sphère  s. 

Nous  supposerons  que  le  volume  i»",  quoique  contenant  un 
très  grand  nombre  de  sphères,  est  assez  petit  pour  que  les  com- 
posantes A,  B,  C,  puissent  y  être  regardées  comme  constantes 
et  nous  choisirons  les  axes  de  façon  que  B  et  C  et  par  consé- 

quent  -; — ,  —7—  soient  nuls. 
*  dy       dz 

54.  —  Ecrivons  que  les  composantes  de  toutes  ces  actions 
suivant  Taxe  des  x  se  détruisent. 

Pour  éviter  toute  confusion  nous  appellerons  pour  un  instant 
Xy  y  y  z  les  coordonnées  du  point  attirant,  Ç,  */;,  Ç  celles  du  point 
attiré,  de  sorte  que  : 

Nous  rappelons  en  outre  que  ^  désigne  le  potentiel  du  champ 
uniforme  qui  produirait  sur  chaque  sphère  conductrice  leur 
polarisation  actuelle,  et  que  le  potentiel  actuel  est  égal  à 
V  -j-  Vj  =  U.  Nous  continuerons  a  désigner  les  composantes  du 

,  ...  d'I  dij  dit 

champ  uniiorme  par 7^,  —  -p-,  —  —--» 

dx  dy  dz 

La  composante  due  aux  corps  extérieurs  sera -75^- 

La  composante   due  a  la  sphère  s  sera  -j ~-  puisque,  par 

hypothèse,    la  sphère   est  polarisée   comme    elle  le  serait  sous 

.           .            d'h 
l'action  d'un  champ  uniforme  d'intensité j^- 

55.  —  Je  dis  que  si  la  surface  <t  qui  sépare  les  deux  volumes 
partiels  f'  et  f"  est  convenablement  choisie,  l'action  des  sphères 
autres  que  s  et  intérieures  à  i^'  sera  nulle. 
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En  effet  soient  a,  i,  c  les  coordonnées  du  centre  d'une  de  ces 
sphères,  le  point  O  étant  pris  pour  l'origine.  La  force  électrosta- 
tique exercée  par  cette  sphère  au  point  0  aura  pour  composante 
suivant  Taxe  des  x  : 

_^d^ r_        3//    d^   a}^P-i^c^  —  ^a^ 

^Tz    rf.r     dx^  ^Tz    dx       ^  „       ,„        „  ± 

Il  résulte  de  là  que  les  actions  des  trois  sphères  qui  ont  res- 
pectivement pour  centres  les  points 

se  détruisent. 

Si  donc  la  surface  <t  possède  la  symétrie  cubique  et  ne 
change  pas  quand  on  permute  les  trois  axes  de  coordonnées,  les 
actions  des  différentes  sphères  contenues  h  l'intérieur  de  cette 
surface  se  neutraliseront.  C*est  faute  d'a\>oir  fait  cette  hypothèse 
que  Poisson  n'a  pas  été  rigoureux . 

Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  surface  <t  est 
une  sphère  ayant  son  centre  en  O. 

56.  —  Il  reste  à  évaluer  l'action  du  volume  f'. 
Cette  action  est  égale  à 

_  rfV 

■rfT 

en  appelant  V  l'intégrale 

rf_L       rf-L       rf-L 

étendue  au  volume  c'  ,*  et  on  aura 

V'  =  V  — V" 

V  désignant  la  même  intégrale  étendue  au  volume  v",  d'où 

rfV  _  dV        d\" 
rfi    ~"    rf;  rfÇ    ■ 


POLARISATION  DES  DIÉLECTRIQUES  45 

Nous  avons  d'uilleurs,  comme  on  Ta  vu  plus  haut 

^^  //A    I       D    I      r\  I    d-:  f  dA        dB         dC\ 

—  ilA  +  mB  +  nC)-J   —i^—+  —  +  —J 

la  première  intégrale  étant  étendue  à  la  surface  <t  et  la  seconde 
au  volume  f^'. 
On  en  déduit  : 

d\''         l  diù     ...         ^  ^     ^.         I    d-z     /dk        rfB        rfC\ 

Si  le  rayon  de  la  sphère  <t  est  infiniment  petit,  il  en  sera  de 
même  de  la  seconde  des  intégrales  du  second  membre  de  l'égalité 
précédente,  mais  non  de  la  première. 

D'ailleurs  si  ce  rayon  est  très  petit.  A,  B  et  C  sont  des 
constantes  et  nous  avons  supposé  que  B  et  C  sont  nuls.  Il  vient 
donc  : 


d\ 
d\ 


<"  i  xl 

?-=A       1      —r-dlû. 

^    J  ' 


Or  l  est  le  cosinus  directeur  de  la  normale  h  la  sphère  ;  c'est 


donc  —  et  Ton  a  : 


-/' 


rfi  /     r'  ■ 3 


57.  —  L'équation  d'équilibre  s'écrit  donc  : 


ou 
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Si  au  lieu  de  prendre  pour  axe  la  direction  de  la  polarisation 
au  point  considéré^  nous  avions  pris  des  axes  quelconques,  nous 
aurions  trouvé,  au  lieu  de  Téquation  unique  que  nous  venons  de 
démontrer,  les  équations  suivantes  : 

en  posant  pour  abréger  : 


K— 1  = 


OU 

K— I 


K 


'2 


Nous  écrivons  d*ailleurs  — r—  au  lieu  de  —7=-  en  revenant  aux 

dx  a; 

notations   habituelles,    ce   qui    n'a    plus    d'inconvénient  puisque 

aucune  confusion  n'est  plus  à  craindre. 


58.  —  On  déduit  de  là  en  difierentiant  la  première  de  ceS' 
équations  par  rapport  à  .r,  la  seconde  par  rapport  à  y,  la  troi- 
sième par  rapport  à  ^  et  ajoutant  : 

d.v   \      d.v  I        du  \      dz  /        dz  \      dz  / 


.    .   l\        dB        rfC 

=  4^  -7—  + 


f/.r  dy 

Or  Vj  est  le  potentiel  des  corps  extérieurs,  on  a  donc 


r) 


AV,  =  o. 
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D'autre  part  Téquation   (3)  montre  que  V  peut  être   regardé 
comme  le  potentiel  dû  h  une  couche  de  densité 

/A  +  wB  +  /iC 

répandue  a  la  surface  du  diélectrique,  moins  le  potentiel  d'une 
quantité  d'électricité  répandue  dans  tout  ce  volume  et  ayant  pour 
densité 

rfA         r/B         dC 


dy         dy  dz 

Il  en  résulte  que  : 

et  par  conséquent 
d 


dx 


i-^hii-^hii'^^)- 


Or,  U  =  V  +  Vj  désignant  le  potentiel,  la  comparaison  de 
Téqûation  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir  avec  les  équations 
fondamentales  de  l'électrostatique  montre  que  K  n'est  autre 
chose  que  le  pouvoir  inducteur. 

59.  —  Ainsi,  dans  un  diélectrique  constitué  comme  se  l'ima- 
gine Mossotti,  et  de  pouvoir  inducteur  K,  le  rapport  du  volume 
occupé  par  les  sphères  au  volume  total  est  égal  à  : 


K 

On  trouve  d'ailleurs 

'  ax  dx 

Le   déplacement  électrique  de   la  théorie  de  Maxwell  s'écrit 
alors  : 

K    dU  _       3h      K       rf'l i        K       d^ 

'  ^n    dx  4"^^   K  —  i    dx  4^^    ^^  +  ^   dx 
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Les  deux  autres  composantes  du  déplacement  électrique  sont 
nulles  si,  comme  nous  le  supposons,  nous  prenons  pour  axe 
des  X  la  direction  de  la  polarisation  au  point  considéré.  Si  en 
même  temps,  revenant  à  nos  notations  du  n*  46,  nous  appelons 
'^  rintensité  du  champ  uniforme  qui  polariserait  nos  petites 
sphères  comme  elles  le  sont  réellement,  nous  aurons  : 

d.v 

et 

, ,  -        lî        K 

l4)  f= 


4î:    K-f-a   •' 

60.  —  Nous  avons  vu  que  dans  la  théorie  de  Poisson  et  Mos- 
sotti  la  polarisation  des  petites  sphères  conductrices  varie  quand 
on  Tait  varier  le  champ  électrique  dans  lequel  elles  se  trouvent 
placées,  et  que  les  courants  qui  se  produisent  dans  ces  petites 
sphères  et  résultant  de  cette  variation  peuvent  être  comparés 
aux  courants  de  déplacement  de  Maxwell.  Il  importe  de  com- 
parer rintensité  de  ces  courants  de  déplacement  dans  les  deux 
théories. 

Pour  cela  je  vais  calculer  la  valeur  de  f  du  déplacement  élec- 
trique dans  la  théorie  de  Mossotti  et  la  comparer  à  la  valeur  de  f 
que  nous  venons  de  trouver. 

Chacune  de  nos  sphères  est  polarisée  comme  si  elle  était  sou- 
mise à  Faction  d'un  champ  uniforme  d'intensité  ». 

Donc  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n''  49  ^o^t  se  passe 
comme  s'il  existait  deux  sphères  de  même  rayon  que  la  sphère 
conductrice,  Tune  remplie  de  fluide  positif  de  densité  i,  l'autre 
de  fluide  négatif  de  densité  i,  et  si  la  sphère  négative,  coïncidant 
dans  l'état  d'équilibre  normal  avec  la  sphère  positive,  subissait 
sous  rinfluence  d'un  champ  uniforme  d'intensité  '^  un  déplace- 
ment .fy  donné  par  la  formule 

1^,. 

Tout  se  passera  donc  comme  s'il  y  avait  déplacement  en  bloc 
des  fluides  électriques  de  chacune  des  petites  sphères.  Mais,  les 
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sphères  conductrices  n'occupent  pas  le  volume  entier  du  diélec- 
trique ;  elles  sont  séparées  entre  elles  par  un  milieu  isolant 
jouissant  des  mêmes  propriétés  que  Tair,  et  la  somme  de  leurs 
volumes  est  au  volume  total  du  diélectrique  dans  le  rapport  de  h 
à  I.  La  somme  des  charges  positives  qui  se  trouvent  sur  ces 
sphères  est  donc  h  fois  plus  petite  que  la  somme  de  ces  mêmes 
charges  dans  Thypothèse  où  tout  le  volume  de  diélectrique  serait 
occupé  par  des  sphères  conductrices.  Comme  il  en  est  de  même 
des  charges  négatives,  il  revient  au  même  d'admettre  que  chacun 
des  fluides  est  répandu  dans  tout  le  diélectrique  avec  une  den- 
sité A,  ou  que  chacun  d'eux  n'occupe  qu'une  Traction  h  du  volume 
du  diélectrique  avec  une  densité  1.  La  valeur  du  déplacement 
moyen  sera  évidemment  la  môme  dans  les  deux  cas.  Si  nous 
adoptons  la  première  hypothèse  nous  pourrons  appliquer  à  la 
sphère  diélectrique  les  formules  du  n°  49  ^^  y  remplaçant  x^ 
par  AjTq,  puisque  dans  ces  formules  la  densité  est  supposée  égale 
à  I  et  que  maintenant  elle  est  A.  Cette  quantité  hx^  est  donc  le 
déplacement  moyen  que  subit  le  fluide  négatif  dans  le  diélec- 
trique soumis  à  l'influence  du  champ.  Si  nous  remplaçons  ^r^  par 
sa  valeur   tirée    de  l'équation  (i)  nous  avons  pour   ce  déplace- 

ment  —  h  -j-^  et  par  suite    pour  le  déplacement  du  fluide  positif 

par  rapport  au  fluide  négatif,  qui  ne  diffère  que  par  le  signe  du 
précédent, 

4^ 

Or  on  a  : 
(5)  k=^^-' 


K  + 


Mais  si  par  suite  de  cette  relation  les  actions  extérieures  des 
diélectriques  sont  les  mêmes  dans  les  deux  théories,  les  intensités 
des  courants  de  déplacement  n'ont  pas  la  même  valeur  dans  l'une 
et  dans  l'autre.  En  effet,  si  nous  portons  cette  valeur  de  h  dans 
l'expression  de  /^  nous  obtenons  pour  la  valeur  du  déplacement 
dans  la  théorie  de  Poisson 

(6)  r=^''  ^-' 


47t     K  +  2   ' 
PoiKCARÉ.  Electricité  et  Optique. 
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(|iii  dîrtere  de  celle  du  déplacement  dans  la  théorie  de  Maxwell, 
donnée  par  la  formule  (4).  Le  rapport  de  ces  quantités  est 

f  _  K-i 

l.;  /'  K       ' 

c'est  aussi  le  rapport  des  intensités  des  courants  de  déplace- 
ment dans  les  deux  théories.  Dans  Tair  l'intensité  du  courant  de 
déplacement  est  nulle  quand  on  adopte  les  idées  de  Poisson 
puisque  la  formule  (())  donne  f  ^^  o  pour  K  =  i  et  que  le  pou- 
voir inducteur  spécifique  de  Taîr  est  l'unité.  Dans  la  théorie  de 
Maxwell,  le  déplacement  dans  Tair  a,  d'après  la  formule  (4),  la 

valeur  f=  -j— »    et  par  suite,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  dans 

la  théorie  de  Poisson,  l'intensité  du  courant  de  déplacement 
n'est  pas  nulle  dans  ce  milieu.  Cl'est  là  la  difiercnce  la  plus 
importante  qui  existe  entre  les  deux  théories  dont  nous  venons 
do  comparer  les  conséquences. 

61.  Modification  delà  théorie  de  Poisson.  Cellules.  —  Mais, 
ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  au  commencement  de  ce  chapitre, 
il  est  possible  en  introduisant  dans  la  théorie  de  Poisson  quelques 
modifications  secondaires  de  faire  concorder  ses  résultats  avec 
ceux  de  hi  théorie  de  ^hlx^vell.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer. 

Remarquons  que  si  les  formules  (5)  et  (7),  qui  donnent  h  et 
le  rapport  des  déplacements,  ne  sont  pas  homogènes,  cela  tient 
il  ce  que  nous  avons  pris  Tunilé  pour  le  pouvoir  inducteur  spé- 
ci(i([ne  de  la  substance  isolante  qui  sépare  les  sphères  conduc- 
trices dans  celle  de  Poisson. 

Il  serait  facile  de  vérifier  que  si  nous  désignons  par  Kj  le  pou- 
voir inducteur  de  cette  substance,  les  formules  (5)  et  (j?)  devien- 
nent 

._K-K.  /'_K-K. 

"  —  1"= — ; r^^  '  — 7^  — f^^ • 

K  4-  '.ikj  /  K 

Cette  dernière  formule  montre  que  si  K^  est  très  petit  le  rap- 
port des  déplacements  est  voisin  de  Tunité.  Les  intensités  des 
courants  de  déplacement  auraient  donc  sensiblement  la  même 
valeur  dans  les  deux  théories  si  K^  était  infiniment  petit,  ce  qui 
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exige  que  h  diffère  infiniment  peu  de  Tunité,  c'est-à-dire  que 
l'espace  non  conducteur  qui  sépare  les  sphères  conductrices  soit 
infiniment  petit.  Or,  nous  n'avons  introduit  Thypothèse  de  la 
forme  sphérique  des  conducteurs  disséminés  dans  le  diélectrique 
que  pour  avoir  plus  de  simplicité  dans  les  calculs  ;  les  consé- 
quences restant  vraies  pour  une  forme  quelconque  des  conduc- 
teurs nous  pouvons  nous  représenter  un  diélectrique  comme 
formé  de  cellules  conductrices  séparées  par  des  cloisons  non  con- 
ductrices. Il  suffit  alors  pour  faire  concorder  la  théorie  de  Pois- 
son avec  celle  de  Maxwell  de  supposer  que  ces  cloisons  ont  une 
épaisseur  infiniment  petite,  puisqu'alors  h  diffère  infiniment  peu 
de  Tunité  et  qu'elles  sont  formées  d'une  substance  isolante  de 
pouvoir  inducteur  spécifique  K,  infiniment  petit.  Montrons  que 
cette  concordance  se  retrouve  dans  toutes  les  conséquences  de  la 
théorie  de  Maxwell  et  qu'au  point  de  vue  mathématique  cette 
dernière  théorie  est  identique  avec  celle  de  Poisson  ainsi 
modifiée. 

62.  I^ropagation  de  la  chaleur  dans  un  milieu  homogène. 
—  La  suite  des  calculs  nécessaires  nous  conduirai  des  relations 
tout  à  fait  pareilles  à  celles  qu'a  établies  Fourier  dans  l'étude 
de  la  conductibilité  de  la  chaleur.  Dans  le  but  de  faire  ressortir 
l'analogie  mathématique  qui  existe  entre  les  phénomènes  élec- 
triques et  les  phénomènes  calorifiques,  nous  commencerons  par 
rappeler  brièvement  la  théorie  de  Fourier. 

Cette  théorie  repose  sur  les  hypothèses  suivantes  :  quand  deux 
molécules  d'un  corps  sont  a  des  températures  différentes,  il  y  a 
passage  de  chaleur  de  la  plus  chaude  a  la  plus  froide  ;  la  quantité 
de  chaleur  qui  passe  pendant  un  temps  donné  est  une  fonction 
de  la  distance,  qui  tend  rapidement  vers  zéro  quand  la  distance 
croît,  et  qui  ne  dépend  pas  de  la  température  ;  enfin  cette  quan- 
tité de  chaleur  est  proportionnelle  à  la  différence  \^  —  V,  des 
températures  des  deux  molécules.  Il  résulte  de  ces  hypothèses 
que  la  quantité  de  chaleur  qui  passe  pendant  un  temps  dt  d'une 
molécule  à  une  autre  est 

(i)  dq  =  —Cd(l\, 

AV  représentant  la  variation  de  la  température  quand  on  se  dé- 


Su 
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place  clans  le  sens  du  flux  calorifique  et  C  étant  une  quantité  indé- 
pendante de  la  température. 

63.  —  Considérons  un  parallélipipède  rectangle  infiniment 
petit  ABCD  A'B'CD'  (fig.  6)  situé  dans  le  corps  et  prenons  trois 
axes  de  coordonnées  respectivement  parallèles  h  trois  arêtes  du 
parallélipipède.  Soient  ih  son  volume,  rfoj  la  surface  de  sa  section 
par  un  plan  perpendiculaire  h  Taxe  des  .z*,  a  et  /;  les  coordonnées 
des  deux  extrémités  A  et  A'  d'une  arèle  parallèle  à  cet  axe  ;  on 

a  la  relation 


(h  =  dtù  [b  —  a). 

Cherchons  la  quantité  de  cha- 
leur Qrfojf//  qui  traverse  la  sec- 
tion dio  pendant  l'intervalle  de 
temps  dt.  Pour  cela  calculons  de 
deux  manières  dîflTérentes  l'inté- 
grale 

(^)  f  {Çldi^dt)dx, 


u^ 


Fig.  G. 


qui  donne  la  somme   des  quan- 
tités  de    chaleur  qui  traversent 
toutes  les  sections  du  parallélipipède  perpendiculaires  à  Ox  pen- 
dant le  temps  dt. 

L'intégration  donne  immédiatement,  si  l'on  regarde  comme 
constante  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  chaque  section  rfto 
du  parallélipipède  infiniment  petit, 

qdtsidt  {b  —  a)  =  Qd-zdL 

64.  —  Pour  trouver  une  autre  expression  de  cette  quantité, 
coupons  le  parallélipipède  par  une  section  quelconque  EFGH 
perpendiculaire  à  Ox  et  prenons  de  part  et  d'autre  deux  molé- 
cules M  et  M'.  D'après  les  hypothèses  de  Fourier  la  quan- 
tité de  chaleur  qui  passe  de  l'une  a  l'autre  pendant  le  temps 
dt  est 


(3) 


fjdt=  —  Cdt\\, 


PROPAGATION  DE  LA   CHALEUR  53 

et  la  somme  des  quantités  de  chaleur  qui  passent  par  toutes  les 
sections  du  parallélipipède  est 


f{q  dt) 


dx. 


Mais  pour  les  sections  qui  ne  sont  pas  comprises  entre  les 
molécules  il  n'y  a  pas  passage  de  ^chaleur  et  les  éléments  de 
l'intégrale  qui  correspondent  à  ces  sections  sont  nuls.  Il  suffit 
donc  de  prendre  pour  limites  de  l'intégrale  les  valeurs  x  et 
x-\-!ix  des  coordonnées  des  points  M  et  M'  ;  on  obtient 


r-+-  Ax 
(yrf^)  dx  =  qlxdt. 

Les  autres  couples  de  molécules  du  parallélipipède  donnent 
des  quantités  analogues.  Leur  somme  est  précisément  la  valeur 
de  l'intégrale  (2)  et  nous  avons 

(4)  Qe/Tûf/ =  2yAxrf^ 

Mais  la  relation  (3)  nous  donne  pour  y, 

^/dY  d\  dY       \ 

"i^-^KdT^^'if^y^'dr^'y 

en  négligeant  dans  le  développement  les  puissances  de  Ax,  Ay, 
Axî,  égales  et  supérieures  a  2,  ce  qui  est  permis,  les  échanges 
de  chaleur  étant  supposés  n'avoir  lieu  qu'entre  molécules  très 
voisines  et  les  termes  négligés  étant  alors  très  petits  par  rapport 
aux  premiers  termes  du  développement.  Portant  alors  cette 
valeur  de  q  dans  la  relation  (4),  nous  obtenons 

(5,        Q.,  =  _^2c^.-^2"=4,ij,_^^CA,i„ 


C  étant    par    hypothèse    indépendant  de  la    température.    Les 
coefficients  des  dérivées  partielles  de  V  n'en  dépendent  pas  non 
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plus.  Par  conséquent  Q  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de 
CCS  dérivées. 


65.  —  Si  le  corps  considéré  est  isotrope  cette  fonction  se 
réduit  a  un  seul  terme.  En  effet,  dans  ce  cas  l'expression  de  Q 
ne  doit  pas  changer  quand  on  y  remplace  x  par  — x  et  il  faut, 
pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  les  dérivées  partielles  de  V  par  rap- 
port à  y  et  h  ^  disparaissent  du  second  membre.  Nous  avons  donc 
simplement 

Qrf^  =  __LL  vcAa-2, 
ax 

et  si  nous  posons 

IClx^ 

il  vient 


Q=-A 


dx 


La  constante  A  est  le  coefficient  de  conductibilité  thermique  du 
milieu. 

Le  milieu  étant  supposé  isotrope  la  valeur  de  ce  coefficient  est 
la  môme  pour  toutes  les  directions  ;  nous  aurons  donc  pour 
la  quantité  de  chaleur  par  unité  de  surface  à  travers  un  élé- 
ment de  surface  perpendiculaire  ii  Tun  des  autres  axes  de  coor- 
données 


Q  =  -A 


D'une  manière  générale,  nous  aurons  pour  un  élément  orienté 
d'une  manière  quelconque 

d\ 

(6)  Q=-A^' 

dn  étant  une  longueur  infiniment  petite  prise  sur  la  normale  à 
l'élément. 
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66.  Analogie  avec  le  déplacement  de  Vèlectricitè  dans  les 
cellules.  —  A  l'intérieur  de  chacune  des  cellules  conductrices  le 
potentiel  ^  est  constant,  mais  ce  potentiel  varie  brusquement 
quand  on  traverse  les  parois  isolantes  qui  limitent  les  cellules  ; 
^  est  donc  une  fonction  discontinue  des  coordonnées.  Nous  ne 
pourrions  introduire  cette  fonction  dans  nos  calculs  sans  faire 
d'hypothèses  sur  sa  forme,  il  est  plus  simple  de  considérer  h  sa 
place  une  fonction  continue  dont  la  valeur  en  chaque  point  dif- 
fère peu  de  celle  de  ^.  Nous  supposerons  que  ces  deux  fonctions 

prennent  les  mêmes  valeurs  aux  centres  de  gravité  Gj,  G,,  Gj 

des  diverses  cellules  ;  l'erreur  commise  en  substituant  a  ^  une 
fonction  continue  sera  alors  du  même   ordre  de  grandeur  que 
les  dimensions  des  cellules,  dimensions  que 
nous  pouvons  toujours  supposer  très  petites. 

Considérons  une  de  ces  cellules  (fig.  7). 
Lorsque  le  diélectrique  n'est  pas  soumis  à 
l'action  d'un  champ  cette  cellule  est  à  l'état 
neutre  ;  dans  le  cas  contraire  elle  présentera 
sur  ses    faces   S,,  S,,  S3,  S^,  des  quantités  p-     ^ 

d'électricité    y^,  y^,  ^j,  y^,   mais    comme  la 
cellule  conductrice  ne  cesse  pas  d'être  isolée  la  somme  de  ces 
quantités  est  nulle  : 

Si  la  valeur  du  champ  vient  à  changer,  les  charges  de  chacune 
des  faces  de  la  cellule  varient,  mais  leur  somme  restant  nulle, 

on  a,   en  appelant  dq^,  dq^ les  variations  produites  pendant 

un  intervalle  de  temps  dty 

dq^  +  dq^  +  dq^  +  rfy^  =  o. 

Il  ne  peut  donc  y  avoir  augmentation  de  la  charge  de  l'une  des 
faces  que  s'il  y  a  diminution  sur  quelque  autre.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées  que  la  charge  de  83  augmente  et  que  celle  de  S, 
diminue.  Une  certaine  quantité  d'électricité  passera  de  Sj  à 
S,  en  suivant  un  chemin  que  nous  représenterons  par  APB. 
Mais  il  revient  évidemment  au  même  de  supposer  que  l'électri- 
cité suit  le  chemin  APGPB  puisque  la  portion  PG  qui  joint  un 
point  quelconque  P  du  chemin   réel  au  centre  de  gravité  de  la 
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cellule  est  parcourue  successivement  dans  les  deux  sens.  On 
peut  donc  considérer  le  passage  d'une  certaine  quantité  d'élec- 
tricité de  Sj  à  S,  comme  résultant  du  passage  de  cette  même 
quantité  de  G  k  S3  et  du  passage  d'une  quantité  égale  mais  de 
signe  contraire  de  G  à  Sj.  Tout  se  passe  donc  comme  si,  par  suite 

de  la  variation  du  champ,  des  quantités  dq^y  dq^ d'électricité 

allaient  du  centre  de  gravité  G  aux  diverses  surfaces  de  la  cel- 
lule. 

67.  —  Prenons  maintenant  deux  cellules  contiguës  de  centres 
de  gravité  Gj  et  G^  (fig.  8).  Soient  Sj  et  Sj  les  faces  de  chacune 
de  ces  cellules  qui  se  trouvent  en  regard.  Ces  deux  faces  peuvent 
être  considérées  comme  les  armatures  d'un  condensateur  à  faces 
parallèles  et  infiniment  voisines  et   si  nous    supposons   que   la 

charge  de  S,  augmente  de  rfy,  il  en  résulte 
nécessairement  une  diminution  de  charge 
— c/^,  sur  la  surface  en  regard  de  S,.  D'après 
ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  l'aug- 
mentation dq  de  la  charge  de  S,  peut  être 
considérée  comme  résultant  du  passage  de 
dq  de  G^  à  S^.  De  même,  la  diminution  de  la 
fi     g  charge  de  S^j  peut  être  regardée  comme  pro- 

venant du  passage  d'une  quantité  —  dqàe  G, 
h  S,,  ou  ce  qui  revient  au  même,  du  passage  de  dq  de  S,  à  G^. 
Mais  alors  c'est  comme  si  la  quantité  dq  allait  de  Gj  à  G,.  On 
peut  donc  dire  qu'il  y  a  échange  d'électricité  entre  les  molécules 
G,  et  Gj  et  nous  commençons  h  voir  apparaître  l'analogie  avec 
les  phénomènes  calorifiques. 

68.  —  Appelons  C  la  capacité  du  condensateur  formé  par  les 
surfaces  Sj  et  Sjj,  ^,  et  ^,  les  valeurs  du  potentiel  dans  chacune 
des  cellules  ;  nous  aurons  pour  la  valeur  absolue  de  la  quantité 
d'électricité  située  sur  S^  et  S^ 

Comme  c'est  la  face  de  la  cellule  dont  le  potentiel  est  le  plus 
élevé  qui  se  charge  d'électricité  positive,  l'électricité  positive, 
dans  le  déplacement   fictif  que   nous  avons  supposé  s'effectuer 
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entre  les  centres  de  gravité,  passe  d'un  centre  de  gravité  à  un 
autre  de  potentiel  moins  élevé.  Par  conséquent,  en  appelant  A']'  la 
variation  du  potentiel  dans  le  sens  du  déplacement,  nous  avons 
pour  la  quantité  d'électricité  qui  passe  d'un  centre  de  gravité  à 
un  autre 

ry=:  — CA^. 

Pendant  un  intervalle  de  temps  rf/,  la  variation  de  la  différence 
de  potentiel  A^}/  entre  les  points  considérés  sera  dt  --7—  A^  ou 
dt  A-7-^;  par  suite,  la  quantité  d'électricité  qui  passe  d'un  de  ces 
points  h  l'autre  pendant  ce  même  intervalle  est 

dq=—Cdt^^ 

Cette  formule  est  identique  à  la  formule  (1)  du  n®  62  qui  donne 
la  quantité  de  chaleur  qui  passe  d'une  molécule  à  une  autre,  C 
étant  d'ailleurs  dans  l'une  et  l'autre  formule  indépendant  de  la 
quantité  dont  la  variation  est  indiquée  par  A. 

69.  —  La  loi  des  échanges  d'électricité  étant  la  même  que  celle 
des  échanges  de  chaleur  dans  la  théorie  de  Fourier,  nous  obtien- 
drons la  quantité  d'électricité  rapportée  a  l'unité  de  surface  h 
travers  un  élément  quelconque  en  remplaçant  dans  la  formule  (6) 

(65),  la  température  V  par  la  quantité  —T^^En  appelant,  comme 

le  fait  Maxwell, 

Il  dix)  dt  y  vd(x)dt,  wdiùdt 

les  quantités  d'électricité  qui  traversent  pendant  le  temps  dt  des 
éléments  rfco  respectivement  perpendiculaires  aux  axes  de  coor- 
données, nous  aurons 

dtdx 
(7)  (      s>==-k 


d^if 


dtdy 

fv== — A  -7-} — 
dtdz 
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Or,  u^  t',  H'  sont  dans  hi  théorie  de  Maxwell  les  composantes 
de  la  vitesse  du  déplacement  électrique,  et  par  suite,  puisque  f^g^  /i, 
représentent  les  composantes  de  ce  déplacement, 

df  dg  dh 

dt  dt  dt 

Si  donc  on  adopte  pour  //,  f',  u»,  les  valeurs  que  nous  venons  de 
trouver,  on  obtient  pour  f) 

d'If 

(H)  f^-^iè- 

(lomme  dans  la  théorie  de  Maxwell, 

'  4^    dx  ' 

on  voit  que  la  théorie  des  cellules  concordera  avec  celle  de  Max- 
well si  nous  posons 


4- 


70.  —  Cherchons  h  trouver  la  relation  qui,  dans  la  théorie  de 
Maxwell,  exprime  rincompressibilité  du  lluide  inducteur. 

La  quantité  totale  d'électricité  contenue  dans  chaque  cellule 
étant  nulle  à  chaque  instant,  la  quantité  d'électricité  qui  pénètre 
pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque  à  travers  une  surface 
fermée  qui  limite  un  volume  est  également  nulle.  Or,  //,  c,  jv,  étant 
les  composantes  suivant  les  trois  axes  de  la  vitesse  avec  laquelle 
s'effectue  le  mouvement  de  l'électricité,  la  composante  de  cette 
vitesse  suivant  la  normale  a  un  élément  rfw  de  la  surface  est 

CLU  +  ?^  +  Y>^^', 

a,  p.  Y,  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale.  Par  suite, 
la  quantité  d'électricité  qui  traverse  dtù  pendant  l'unité  de  temps 
est 
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et  la  quantité  qui  traverse  la  surface  fermée  pendant  le  même 
temps  est  égale  h  l'intégrale 


/( 


OLU  +  ^^  +  yn')  dio 


étendue  a  tous  les  éléments  de  cette  surface.  Pendant  un  inter- 
valle de  temps  dt,  la  quantité  d'électricité  traversant  la  surface 
fermée  est  le  produit  de  Tintégrale  précédente  par  dt.  En  inté- 
grant par  rapport  au  temps,  on  aura  la  quantité  d'électricité  tra- 
versant la  surface  pendant  un  temps  quelconque,  et,  comme  cette 
quantité  est  nulle,  l'intégrale  obtenue  doit  être  égale  à  o.  Si  nous 
remarquons  que  m,  f',  w  sont  les  dérivées  par  rapport  au  temps 
des  composantes  f,  (j^y  h  du  déplacement,  nous  avons  pour  cette 
intégrale 

(9)  /(«/•+ fe'  +  ï/')''"  =  o- 


Or,  on  sait  que 


f<tf(l(ù=  j 


la  première  intégrale  étant  étendue  a  une  surface  fermée,  la 
seconde,  au  volume  limité  par  cette  surface.  En  transformant  de 
la  même  manière  les  deux  autres  termes  de  l'intégrale  (9),  nous 
obtenons 


Cette  égalité  devant  être  satisfaite  quel  que  soit  le  volume  con- 
sidéré, nous  en  concluons 

df        dir        dh  dUV^^ 


dj:         dy         dz 

C'est  bien  la  relation  qui,  dans  la  théorie  de  Maxwell,  lie  entre 
elles  les  dérivées  des  composantes  du  déplacement  du  fluide  induc- 
teur d'un  milieu  diélectrique. 
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71.  Identité  des  expressions  de  l'énergie  potentielle.  — 
Montrons  enfin  que  la  théorie  des  cellules  conduit  à  la  même 
expression  de  l'énergie  potentielle  que  la  théorie  de  Maxwell. 

On  sait  que  l'énergie  potentielle  d'un  système  de  conducteurs 
électrisés  est  égale  à  la  demi-somme  des  produits  de  la  charge  de 
chaque  conducteur  par  son  potentiel.  Les  charges  des  surfaces 
en  regard  de  deux  cellules  contiguës  sont  égales  et  de  signes 
contraires;  par  suite,  si  ^^  et  ^,  sont  les  potentiels  de  ces  cel- 
lules, le  terme  fourni  h  l'énergie  potentielle  par  ces  charges  est 

D'ailleurs  si  C  est  la  capacité  du  condensateur  formé  par  les 
surfaces  considérées,  on  a 

7  =  — CA^. 
et  le  terme  précédent  devient 

-i-  c  my. 

En  développant  A^  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de 
Ax,  ly,  Izj  et  en  négligeant  les  puissances  de  ces  quantités  supé- 
rieures à  la  première,  nous  obtenons 

Considérons  donc  un  élément  de  volume  (h  assez  petit  pour  que 
nous  puissions  admettre  que  les  dérivées  partielles  de  4'  ^^^  1^ 
même  valeur  en  tout  point  de  cet  élément,  mais  assez  grand  tou- 
tefois pour  contenir  un  très  grand  nombre  de  cellules,  et  par 
conséquent,  un  très  grand  nombre  de  condensateurs. 

L'énergie  potentielle  rfW  de  cet  élément,  sera  la  somme  des 
énergies  potentielles  des  divers  petits  condensateurs  qui  y  sont 
contenus,  on  aura  donc  : 


T(f)'S"='+5-fI-'»+- 
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Mais  nous  avons  fait  remarquer  à  propos  des  phénomènes  calo- 
rifiques que  dans  le  cas  d'un  milieu  isotrope,  les  sommes 

VcAxAy,      Scifjlz,      Sciz^x 
sont  nulles.  Nous  avons  posé 

d'z  (h  d'z 

Par  conséquent,  nous  aurons  pour  l'énergie  potentielle  de  l'élé- 
ment diy 

-=^[(f)V(f)V(A)']. 

Si   nous  remplaçons  dans   cette  expression  les  dérivées  par- 
tielles par  leurs  valeurs  tirées  de  la  relation  (8)  du  n®  69, 

et  des  relations  analogues  qui  contiennent^  et  A,  et  si  nous  don- 

nons  à  A  la  valeur  —. —  que  nous  avons  été  conduits  à  lui  attribuer 

pour  faire  concorder  la  théorie  des  cellules  et  de  celle  de  Max- 
well, nous  obtenons 

L'énergie  potentielle  du  volume  fini  sera  donnée  par  l'inté- 
grale 


'•=/- 


^v=  /  ^{r-\-g'+h')<i-. 


Cette  expression  est  identique  à  celle  que  nous  avons  déduite 
(§  82)  de  la  théorie  de  Maxwell  et,  comme  dans  cette  dernière 
théorie,  l'énergie  potentielle  d'un  système  électrisé  se  trouve 
dans  le  milieu  diélectrique  qui  sépare  les  conducteurs. 
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72.  Remarqi-^e.  —  Dans  les  calculs  précédents,  nous  avons  admis 
(ju*cn  chaque  point  du  diélectrique,  la  force  électrique  ne  dépend 
que  do  Télat  électrostatique  du  système  électrisé.  S'il  en  était 
autrement,  si,  par  exemple,  outre  la  force  électromotrice  due  aux 
actions  électrostatiques,  s'exerçait  une  force  électromotrice  d'in- 
duction, les  formules  auxquelles  nous  sommes  parvenus  devraient 
être  modifiées. 

En  particulier,  la  composante  fàxx  déplacement  ne  serait  plus 
donnée  par  la  formule 


T  /^   ,f ,, 


mais  par  la  formule 


r-m-- 


OÙ  X  désigne   la  composante  suivant  l'axe  des  x  de  la  force  élec- 
tromotrice d'induction. 

Pour  le  montrer,  cherchons  la  variation  A'y  du  potentiel  quand 
on  passe  du  centre  de  gravité  G,  d'une  cellule  au  centre  de  gra- 
vité Gj  d'une  cellule  contigui».  Elle  est  égale  à  la  variation  brus- 
que H  qui  se  produit  quand  on  traverse  la  paroi  isolante,  augmen- 
tée du  travail  qu'il  faut  cfFectuer  à  l'encontre  des  forces  d'induc- 
tion pour  faire  passer  l'unité  d'électricité  positive  de  G^  à  Gj.  Si 
donc  —  X,  —  Y,  —  Z  sont  les  composantes  de  la  force  électro- 
motrice d'induction  quand  on  passe  de  G,  à  G,,  on  a  pour  A'^, 

A{/  =  Il  4-  XA^-h  YA//  4-  ZAr. 

Ea  charge  électrique  fj  d'un  de  nos  petits  condensateurs  sera 
égale  au  produit  de  la  capacité  de  ce  condensateur,  par  la  diffé- 
rence de  potentiel  II  de  ses  deux  armatures  ;  il  viendra  donc  : 

/7  =  — CII  =  — CA}4-C(XA.r+YAy  +  ZAc) 
et,  au  lieu  d'avoir  simplement 
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on  aura 


V 


-c[.,(f-x)^.,(^-v)+.=  (f-z)] 


Dans  toutes  nos  formules,  il  faudra  donc  remplacer 

4        4     g^    4 


dx       dy  dz 

par 

4  Y  ^'^  Y        "^^  7 

ao;  dy  dz 


La  formule 


devient  donc 


^=-i(5-'') 


OU 


4  Y  4-     /. 

73.  Cas  des  corps  anisotropes,  —  Il  importe,  pour  pouvoir 
établir  la  théorie  électromagnétique  de  la  double  réfraction,  de 
voir  ce  que  deviennent  ces  formules  dans  les  corps  anisotropes. 

Reprenons  la  formule  (10)  du  n°  71.  Si  dans  cette  formule  on 

,  ,     d6      dit         d^  .  1         .       17  .1 

regardait  -V-,  --r^  et  -j^ comme  les  coordonnées  d  un  point  dans 

Tespace  et  rfW  comme  une  constante,  on  aurait  l'équation  d'un 
ellipsoïde. 

Si  l'on  fait  un  changement  d'axJes  de  coordonnées,  cet  ellip- 
soïde fictif  conservera  la  même  forme,  mais  sa  position  par  rap- 
port aux  axes  variera. 

Prenons  donc  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  cet  ellip- 
soïde, son  équation  deviendra  : 

'2     \d.v  J  ^     \dy  J  1      \  dz  J 
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et  on  aura  : 

i  A= — ,   A'= — ^,    A''  = — 

,     s    \  dr:  dz  di 

'  y  CA.rAy  =yCA.rAi:  =yCAyAc=  o. 

Reprenons  la  formule  (5)  de  la  théorie  de  Fourier  (§  64). 
En  vertu  des  équations  (i  i)  elle  se  réduira  h 

Q=-A  i^. 

dx 

Or  nous  avons  vu  au  n**  69  que  pour  passer  de  la  théorie   de 
Fourier  à  celle  des  échanges  d'électricité  qui  ont  Heu  entre  nos 

cellules,  il  suffit  de  changer  V  en  —j—  .  11  vient  donc  encore, 


//=— A 


d^i^ 


dldx 

et  de  môme 

d'h  ...     d 


2.» 


—  A'    ,  .'  w  =  —  A 


// 


'j 


dtdy  dtdz 


La  seule  différence  avec  les  équations  (j),  c'est  que  les  coeffi' 

,      d'^h       d'^       d'6  ,       . 

cients  de    ,   J    ,    ,   ;    ,  ■  .  ,'     ne  sont  plus  égaux  entre  eux. 
dldx     dldtj      dtdz  ^  ^ 


On  en  déduit  : 


'  dx  4^    ^'-^ 


> 


/«  =  — A"-y!-  =  — -J— -^, 

en  posant 

K  =  4«A,      K'  =  4kA',      K"  =  4«A". 
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S'il  existe  des  forces  électromotrices  d'induction  dont  les  com- 
posantes soient  X,  Y,  Z,  ces  formules  deviennent  : 


K'  /  d-h  \ 

Atz  \  dz  ) 


4 

On  trouve  d'ailleurs  : 

df    ,     (II^         d/i 

L_J ^  _j =0, 

(l.v         (hj         dz 
et 


*74.  Discussion.  —  La  théorie  des  cellules  ne  peut  pas  plus  être 
adoptée  définitivement  que  celle  du  fluide  inducteur.  Cette  cons- 
titution hétérogène  paraît  difficile  à  admettre  pour  les  diélec- 
triques liquides  ou  gazeux  et  surtout  pour  le  iùde  interplanétaire. 
J'ai  tenu  néanmoins  à  exposer  ces  deux  théories  :  elles  seraient 
incompatibles  si  on  les  regardait  comme  exprimant  la  réalité 
objective,  elles  seront  toutes  deux  utiles  si  on  les  considère 
comme  provisoires.  Si  je  m'étais  borné  à  développer  Tune  d'elles, 
j'aurais  laissé  croire  (ce  que  croient  bien  des  personnes,  mais  ce 
qui  me  semble  faux)  que  Maxwell  regardait  le  déplacement  élec- 
trique comme  le  véritable  déplacement  d'une  véritable  matière. 

Le  fond  de  sa  pensée  est  bien  différent  comme  nous  le  ver- 
rons plus  loin. 


PoiNCARÉ.  Electricité  et  Optique. 


CHAPITRE  IV 


DÉPLACEMENT   DES   CONDUCTEURS   SOUS   L'ACTION 

DES    FORCES    ÉLECTRIQUES 
THÉORIE   PARTICULIÈRE  A  MAXWELL 


15.  Forces  s'exerçant  entre  conducteurs  èlectrisès.  —  Jus- 
qu'ici, nous  avons  supposé  dans  noire  étude  que  les  conducteurs 
électrisés  restaient  immobiles.  Or,  nous  savons,  par  exemple,  que 
deux  conducteurs  électrisés  se  repoussent  ou  s'attirent  suivant 
qu'ils  sont  chargés  d'électricité  de  même  nom  ou  d'électricité  de 
noms  contraires.  ï^'électricité  agit  donc  sur  la  matière.  Quelle  est 
la  nature  de  celte  action  ?  C'est  ce  que  nous  ne  pouvons  dire  avec 
précision,  ignorant  la  nature  de  la  cause  de  l'action,  la  nature  de 
rélectricité.  Toutel'ois  nous  n'avons  nullement  besoin  de  la  con- 
naître pour  avoir  la  valeur  de  la  force  qui  s'exerce  entre  deux 
conducteurs  ;  il  nous  sullit  d'appliquer  le  principe  de  la  conser- 
vation de  l'énergie. 

En  eiret,  considérons  deux  conducteurs  C  et  C!  possédant  des 
charges  électriques  M  et  M'.  Supposons  que  le  conducteur  C 
puisse  se  déplacer,  mais  sans  tourner  autour  de  son  centre  de 
gravité.  La  connaissance  des  coordonnées  ;,/,,  '^  de  ce  point  suf- 
fira alors  pour  définir  la  position  de  C  dans  l'espace.  L'énergie 
potentielle  du  système  des  deux  conducteurs  dépend  évidemment 
de  la  position  du  conducteur  C  par  rapport  au  conducteur  C  et 
aussi  des  charges  de  ces  conducteurs.  La  position  de  C  se  trouvant 
déhnie,  d'après  notre  hypothèse,  par  les  coordonnées  de  son  centre 
de  gravité,   l'énergie  potentielle  W  du   système   est    donc  une 
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fonction  de  ces  coordonnées  et  des  charges  M  et  M'  ;  nous  pou- 
vons poser 

W  =  F(i,r„!;,M,MO. 

Pour  que  le  système  soit  en  équilibre,  il  faut  appliquer  au 
conducteur  mobile  C  une  force  égale  et  contraire  h  la  force 
qu'exerce  sur  lui  le  conducteur  C;  soient  —  X,  —  Y,  —  Z  les 
composantes  de  la  force  qu'il  faut  appliquer  à  C.  Puisqu'il  y  a 
équilibre,  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces 
agissant  sur  le  système,  tant  intérieures  qu'extérieures,  doit  être 
nulle.  Pour  un  déplacement  S;  du  centre  de  gravité  de  C  le  travail 
de  la  force  extérieure  est  —  X5;,  celui  des  forces  intérieures  est 

7j:     6;  ;  nous  avons  donc 

—  \û;+-^  ô;=o. 

Nous  tirons  de  cette  équation  pour  la  valeur  de  la  composante  X 
de  la  force  exercée  par  C  sur  C, 


IQ.  —  L'hypothèse  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle  que  l'on 
puisse  faire  pour  expliquer  les  attractions  cl  répulsions  entre 
conducteurs  électrisés  est  d'attribuer  ces  actions  à  l'élasticité  du 
fluide  répandu  entre  les  conducteurs  et  de  chercher  à  appliquera 
ce  fluide  les  principes  ordinaires  de  la  théorie  de  l'élasticité .  Malheu- 
reusement les  conséquences  de  cette  hypothèse  ne  sont  pas  con- 
formes aux  faits  expérimentaux.  Fin  effet,  dans  un  fluide  élastique 
les  forces  élastiques  résultant  de  déplacements  très  petits  sont  des 
fonctions  linéaires  de  ces  déplacements.  Par  conséquent  l'hypo- 
thèse dans  laquelle  nous  nous  sommes  placés  conduirait  à  admet- 
tre que  la  force  qui  s'exerce  entre  deux  conducteurs  électrisés  est 
une  fonction  linéaire  des  charges  électriques  des  conducteurs. 
11  en  résulterait  qu'en  doublant  les  charges  de  chaque  conducteur 
on  devrait  avoir  une  force  double  ;  or,  on  sait  que  si  les  charges 
de  deux  conducteurs  viennent  à  être  doublées  la  force  qui  s'exerce 
entre  eux  est  quadruplée. 

Bien  d'autres  hypothèses  ont  été  proposées  pour  expliquer  cette 
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action  des  conducteurs  électrîsés.  Sî  quelques-unes  ont  le  mérite 
de  conduire  à  des  conséquences  conformes  h  l'expérience  elles 
présentent  Tinconvénient  d'être  compliquées  et  aucune  raison  ne 
peut  être  invoquée  pour  faire  préférer  Tune  de  ces  théories  à 
l'autre .  Aussi,  ne  nous  étendrons-nous  pas  sur  ce  sujet  et  nous 
bornerons-nous  à  exposer  la  théorie  que  Maxwell  a  proposée. 

77.  Théorie  de  Maxwell.  —  Prenons  un  élément  de  volume  ih 
d'un  conducteur  électrisé  et  soit  p  la  densité  de  rélectricité  libre 
au  centre  de  gravité  de  cet  élément.  Par  électricité  libre  nous 
entendons  dans  la  théorie  des  deux  fluides,  Texcès  de  l'électricité 
positive  sur  Télectricité  négative  ;  et  dans  la  théorie  du  fluide 
unique  Texcès  de  l'électricité  contenue  dans  l'élément  sur  la 
quantité  que  ce  même  élément  contiendrait  à  l'état  neutre.  Les 
deux  théories  sont  d'ailleurs  absolument  équivalentes. 

La  masse  électrique  de  l'élément  est  donc  p^T,  et  si  ^J^  est  la 
valeur  du  potentiel  au  centre  de  gravité  la  force  qui  s'exerce  sur 
cette  masse  électrique  a  pour  composantes 

-?'^^^,    -?^-'-d^^    -?'^'^' 

L'expérience  nous  apprend  que  la  force  qui  agit  sur  l'élément 
matériel  lui-même  est  égale  ii  celle  qui  agit  sur  l'électricité  qui 
y  est  contenue  et  par  conséquent  que  cet  élément  ne  pourra  se 
maintenir  en  équilibre  que  si  on  lui  applique  une  force  destinée  à 
contrebalancer  l'attraction  électrostatique. 

Si  on  appelle  Xrf-:,  Y^/t,  Z(h  les  composantes  de  cette  force,  on 
devra  avoir  : 

Dans  ridée  de  Maxwell,  qui  dans  toutes  ses  théories  cherche  à 
éviter  l'h^-pothèse  des  actions  électriques  s'excrçant  à  distance, 
les  répulsions  et  les  attractions  des  conducteurs  sont  dues  à  des 
pressions  sur  la  matière  pondérable  se  transmettant  à  travers  la 
matière  diélectrique.  —  Cherchons  la  résultante  de  ces  pres- 
sions. 
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78.  —  La  pression  quî  s'exerce  sur  un  élément  de  surface  n'est 
pas  nécessairement  normale  h  cet  élément.  Désignons  par 

l^,^rfw,  Px//w,  P^-rfw, 

les  composantes  suivant  les  trois  axes  de  la  pression  qui  s'exerce 
sur  un  élément  perpendiculaire  a  l'axe  des  x  ;  par 

Pj,,rf(o,  l\//w,  Pys^W, 

les  composantes  de  la  pression  sur  un  élément  perpendiculaire 
à  Oy  ;  enfin  par 

P-^rfw,  P^yrfw,  Pss^W, 

les  composantes  sur  un  élément  perpendiculaire  a  Os.  Ces  neuf 
quantités  suffisent  pour  déterminer  la  pression  sur  un  élément  de 
surface  orienté  d'une  manière  quelconque.  D'ailleurs,  ces  neuf 
quiintités  se  réduisent  à  six.  En  effet  la  théorie  de  l'élasticité 
nous  apprend  qu'on  doit  avoir: 

(^\  P    — P  P     =P  P    =P 

79.  —  Considérons  maintenant  un  parallëlipipède  rectangle 
(fig.  9)  dont  les  arêtes,  que  nous  supposerons  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées,  ont  pour  longueurs 
dxj  dy,  dzy  et  écrivons  que  ce 
parallélipipède  est  en  équilibre 
sous  l'action  des  pressions  qui 
s'exercent  sur  ses  faces  et  sous 
l'action  de  la  force  extérieure  dont 
les    composantes  sont  X^t,  Y^t, 

ZrfT. 

Les  équations  qui  expriment 
que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  chacun  des 
trois  axes  de  coordonnées  est  nulle 
conduisent  précisément  aux  rela- 
tions (2).  Exprimons  donc  seulement  que  la  somme  des  compo- 
santes suivant  un  des  axes  des  forces  qui  agissent  sur  le  parallé- 
lipipède est  nulle. 

La    pression  qui   s'exerce  sur  la  face  ABCD    a   pour  compo- 
sante parallèle  à  Oa^,  Pjj  dy  dz*^  la  pression  quî  s'exerce  sur  la  face 


B 

ï* 

c 

/1c 

/ 

*-  — 

-  -  -  -  1 

/A 

/^ 

ê 

/ 

D 

V 

1 

ay 


^'•?-  9. 
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opposée  EFGII  a  pour  composante  suivant  la  même  direction 
(Vrx  H f—"  ^•'■)  ^ly  ^3- Nous  adopterons  la  notation  de  Maxwell 

qui  regarde  les  tensions  comme  positives  et  les  pressions  comme 
négatives  ;  la  résultante  de  ces  deux  forces  se  réduit  alors  h 
leur  somme  algébrique. 

dx  ^  dx 

Nous  trouverions  de  la  même  manière  pour  la  somme  algé- 
brique des  composantes  parallèles  ii  O.r  des  pressions  qui 
s'exercent  sur  les  autres  faces  du  parallélipipède. 

dtj  dz 

La  somme  de  ces  quantités  doit  être  égale  à  —  X^/t  ;  nous 
avons  donc 

dV,,  dV,,  dP,^,  d^ 

— ; d'Z  H r-^    d'Z-] ; d'Z  = A  aX  = p  fl T  -7-=-  . 

dx  dij  dz  *         dx 

En  écrivant  que  les  sommes  des  composantes  des  pressions 
suivant  les  axes  des  y  et  des  z  sont  égales  aux  composantes  de  la 
force  extérieure  suivant  les  mêmes  axes,  nous  obtiendrons  deux 
équations  analogues.  Kn  divisant  les  deux  membres  de  chacune 
de  ces  équations  par  t/t,  nous  aurons,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions i'ji)  : 


\  / 


(3) 


dx  dt/  dz  '     dx  ' 

dp.,^  ,  dï\,„  ,  r/p,„  d-i 


d.v  dij  dz  '    dij  ' 

dP.,.     .     dlK„    ,     dl\.  d-l 


dx  dy  dz  '    dz 

80.  —  Ce  système  de  trois  éciuations  contient  six  inconnues  ; 
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il  admet  donc  une  infinité  de  solutions.  Maxwell  prend  la  sui- 
vante : 


I 


^"~    8w  l\d'v)         \<li/)         \d'z)  J 

-m 


p....  = 


p„= 


rfj/\ 


(4) 


-ï(      , 

^[(^ 
ir.  l\dz 


di>\ 


\ 


P    =P 

*  yx  *  xy 


P       =P 

*  »y ^  ys 


P      =P 

•^    Xï    •■■     SX 


K  ^/A  d-l 

*  é 

^Tz  (Lv  dij 

Y^cV^  d^ 

4":^  dij  dz 

Y^d^d^ 

^71  dx  dz 


Montrons  que  ce  système  de  solutions  satisfait  bien  aux  équa- 
tions (3).  On  a 

rfP„     -   K   /  4   rf2j^        4     d'^'li  4     d}y\ 

47:  \dj:   dx^         dy   dxdtj         dz   dxdz  I 


dx 


dy  ^ti  \  dx  dji^         dii  dxdi/ 1  ' 

dP„  _  K    /d^ 
dz  ^Ti  \  dx 


4iî   \dx  dij^    '    dij  dxdy 


xdz  I 


dx  dz^         dz    dxd 

et  le  premier  membre  de  la  première   équation  devient,  après 
réduction, 


K     4 


^Tz    dx    Xdx^'^  df/'^  dz'J~  /ir.    dx      ^' 

Or  on  a  vu   (12)  que  dans  un  milieu  diélectrique  homogène, 

on  a 

KAi  =  — 4-0. 

Par  conséquent  le  premier  membre  de  Téquation  considérée 
peut  s'écrire 

_     ^ 
?    dx  ' 
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ce  qui  inonlre  que  celle  équation  est  satisfaite.  On  s'assurerait  de 
la  môme  manière  que  les  deux  dernières  des  équations  (3)  sont 
vérifiées  par  la  solution  adoptée  par  Maxwell. 

81.  —  Prenons  pour  axe  des  .r  la  direction  de  la  force  élec- 
tromolrice  en  un  point  et  pour  axes  des  y  et  des  z  deux  droites 
rectangulaires  perpendiculaires  à  celte  direction.  Si  nous  dési- 
gnons par  V  la  valeur  absolue  de  la  force  électroniotrice,  nous 
avons  dans  ce  nouveau  svstènie  d'axes 

(Il  ,^        (fl  d'b 

c/.r  '       (itf  '      (/z 

Kn  porlant  ces  valeurs  dans  les  relations  (4),  nous  obtenons 

p     *^^ 

''~  8- 

KF- 
1*    =  P    =  —  --— 

P     =P     ==P    =P     =P     =P     =o 

Il  résulte  de  ces  égalités  que  la  pression  sur  un  élément  de 
surface  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  force  éleciromotrice 
ou  parallèle  à  cette  direction  est  normale  à  cet  élément.  Sur  un 
élément  oblique  par  rapport  à  cette  direction,  la  pression  est 
oblique  ;  la  composante  suivant  la  direction  de  la  force  électro- 
motrice  étant  positive,  il  y  a  tension  suivant  cette  direction  ; 
pour  une  direction  normale  la  pression  est  négative,  il  y  a  donc 
d'après  la  notation  adoptée  par  Maxwell, /;/*ca*&*/o/i  au  sens  propre 
de  ce  mot  suivant  cette  direction.  En  outre  la  tension  qui 
s'exerce  sur  un  élément  perpendiculaire  à  la  force  éleciromotrice 
et  la  pression  qui  s'exerce  sur  un  élément  parallèle  à  cette  force 
sont  égales  en  valeur  absolue. 

82.  Discussion.  —  La  théorie  précédente,  considérée  en 
elle-même,  rend  bien  compte  des  lois  connues  des  attractions 
électrostatiques.  Si  on  l'adopte,  il  faudra  admettre  que  ces  attrac- 
tions sont  dues  à  des  pressions  et  à  des  tensions  qui  se  déve- 
loppent dans  un  fluide  élastique  particulier  qui  remplirait  les 
diélectriques. 


*     » 
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Mais  il  faudra  supposer  en  même  temps  que  les  lois  de  Télas- 
ticité  de  ce  fluide  diffèrent  absolument  des  lois  de  rëlasticité 
des  corps  matériels  que  nous  connaissons,  des  lois  de  rélaslicité 
admises  pour  Téther  luminifère,  qu'elles  diffèrent  enfin  des  lois 
que  nous  avons  été  conduits  à  admettre  pour  l'élasticité  du  fluide 
inducteur. 

Pour  ces  deux  fluides  hypothétiques  en  effet,  comme  pour  les 
fluides  pondérables  eux-mêmes,  les  forces  élastiques  sont  pro- 
portionnelles aux  déplacements  qui  les  produisent,  et  il  en  serait 
de  même  des  variations  de  pression  dues  à  l'action  de  ces  forces. 
La  pression,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  hypothèses  complé- 
mentaires que  l'on  fasse,  devrait  donc  s'exprimer  linéairement 
à  l'aide  du  potentiel  et  de  ses  dérivées.  Au  contraire  nous  venons 
d'être  conduits  à  des  valeurs  de  la  pression  qui  sont  du  a**  degré 
par  rapport  aux  dérivées  du  potentiel. 

Une  lois  que,  rompant  avec  des  habitudes  d'esprit  invétérées, 
nous  aurons  consenti  à  attribuer  ces  propriétés  paradoxales  au 
fluide  hypothétique  qui  remplit  les  diélectriques,  nous  n'aurons 
plus  d'objection  à  faire  à  la  théorie  précédente  considérée  en 
elle  même.  Mais  cependant,  si  elle  n'implique  pas  de  contradic- 
tion interne,  on  peut  se  demander  si  elle  est  compatible  avec 
les  autres  théories  de  Maxwell,  par  exemple  avec  la  théorie  du 
déplacement  électrique  que  nous  avons  exposée  plus  haut  sous 
le  nom  de  théorie  du  fluide  inducteur. 

Il  est  évident  que  la  conciliation  entre  ces  deux  théories  est 
impossible;  car  nous  avons  été  conduits  à  attribuer  au  fluide 
inducteur  une  pression  égale  à  J/;  au  contraire  dans  la  théorie 
nouvelle  la  pression  du  fluide  qui  remplit  les  diélectriques  a  une 
valeur  toute  différente. 

II  ne  faut  pas  attribuer  à  cette  contradiction  trop  d'impor- 
tance. J'ai  exposé  plus  haut  en  effet  les  raisons  qui  me  font  pen- 
ser que  Maxwell  ne  regardait  la  théorie  du  déplacement  élec- 
trique ou  du  fluide  inducteur  que  comme  provisoire,  et  que  ce 
fluide  inducteur  auquel  il  conservait  le  nom  d'électricité,  n'avait 
pas  a  ses  yeux  plus  de  réalité  objective  que  les  deux  fluides  de 
Coulomb. 

83.  —  Malheureusement  il  y  a  une  difficulté  plus  grave.  Pour 
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Maxwell,  et  c'est  un  point  auquel  il  tenait  évidemment  beaucoup, 
l'énergie  potentielle, 


W=     /   ^ '^^  +  s'- +  h^)  d-z 


est  localisée  dans  les  divers  éléments  de  volume  du  diélectrique, 
de  telle  façon  que  l'énergie  contenue  dans  Télément  d'z  a  pour 
valeur 


'^  (f- +  s' +  1^')  ^h 


ou,  en  supposant  K  =  i,  pour  simplifier,  et  appelant  F  la  force 
électromotrice  ; 

FWr 
8-    • 

Si  donc  F  subit  un  accroissement  très  petit  rfF,  cette  énergie 
devra  subir  un  accroissement  égal  à  : 

Nous  prendrons  comme  élément  de  volume  d'z  un  parallclipi- 
pode  rectangle  infiniment  petit  dont  une  arête  sera  parallèle  à  la 
force  électromotrice  F  et  dont  les  trois  arêtes  auront  pour  lon- 
gueurs a,  3  et  V,  de  telle  sorte  que 

a3v  =  (h. 


I  i 


Cherchons  une  autre  expression  de  cette  énergie. 

Il  est  naturel  de  supposer  que  cet  accroissement  dW  de  l'éner- 
gie localisée  dans  cet  élément  d'z  est  du  au  travail  des  pressions 
qui  agissent  sur  les  faces  de  ce  parallélipipède.  Les  arêtes  du 
parallélipipède  qui,  lorsque  les  pressions  sont  nulles,  ont  pour 
longueurs  a,  jî,  v,  prennent  sous  l'influence  de  ces  pressions  des 
longueurs 

Si  nous  supposons  que  ces  quantités  s,,  £^,  £3,  prennent  des 
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accroissements  r/Sj,  rfs^,  ih^y  les  tr.'^vaux  des  pressions  P^^,  P,^,^, 
P„,  sur  les  diverses  faces  du  parallélipipède  seront 

C  "Ci 

—  g£  T»  P^h=—  8^ ^"  ''h^ 

F^  F^ 

—  gT  *?  T^'-3  =  — gr  ^'  ^'^r 

La  somme  de  ces  travaux  est 

F2 


8- 


ch  (^/s^  _  Jt^  —  dt^) . 


Si  nous  attribuons  Ténergie  potentielle  aux  travaux  des  pres- 
sions, nous  devons  avoir  égalité  entre  ces  travaux  et  la  varia- 
tion rfW  de  Ténergie,  c'est-à-dire 

F'  a  F  d  F 

d'Z  (d^^  —  dt^  —  dt^)  =  -5 —  d'z, 


ou  y 

dz.  —  dz^  —  rfs,  = 


1       **-i       "-3  p 

En  intégrant  nous  obtenons 

e,  —  £j  —  Sj  =  2  log  F  +  const. 

Ce  résultat  est  inadmissible,  car  dans  Tétat  d'équilibre,  nous 
avons  F  =  o  et  Tégalité  précédente  ne  pourrait  alors  avoir  lieu 
que  si  e,  ou  e^  devenait  infini,  conséquence  évidemment  absurde. 

84.  —  La  théorie  du  §  77  est  donc  incompatible  avec  l'hypo- 
thèse fondamentale  de  la  localisation  de  l'énergie  dans  le  diélec- 
trique, si  l'on  regarde  cette  énergie  comme  potentielle.  Il  n'en 
serait  plus  de  même  si  l'on  regardait  cette  énergie  comme  cinê- 
tique^  c'est-h-dire  si  l'on  supposait  que  le  diélectrique  est  le 
siège  de  mouvements  tourbillonnaires  et  que  W  représente  la 
force  vive  due  a  ces  mouvements.  Mais  on  ne  peut  encore  adopter 
cette  interprétation  de  la  pensée  de  Maxwell  sans  se  heurter  à 
de  grandes  difficultés. 
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Lorscpic  le  savant  anglais  applique  les  équations  de  Lagrange 
à  la  théorie  des  phénomènes  électrodynamiques,  il  suppose 
expressément,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  que  Ténergie 
électrostatique 


W=    /    -^    (/'+g^  +  /r)rfT 


est  de   l'énergie  potentielle    et   que  Ténergie   électrodynamique 
est  au  contraire  cinétique. 

Aussi  réserve-t-il  l'explication  par  les  mouvements  tourbil- 
lonnaires  pour  les  attractions  magnétiques  et  électrodynamiques 
et  ne  cherche-t-il  pas  à  l'appliquer  aux  phénomènes  électrosta- 
tiques. 

J'arrête  ici  cette  longue  discussion  qui  me  semble  avoir 
prouvé  que  la  théorie  précédente,  parfaitement  acceptable  en 
elle-même,  ne  rentre  pas  dans  le  cadre  général  des  idées  de 
Maxwell. 

On  pourrait,  il  est  vrai  supposer  que  Ténergie  électrostatique 
\V  représente  de  la  force  vive,  comme  l'énergie  électrodyna- 
mique, mais  qu'elle  en  diffère  parce  qu'elle  est  la  force  vive  due 
a  des  mouvements  beaucoup  plus  subtils  encore  que  ceux  qui 
donnent  naissance  à  l'énergie  électrodynamique.  Je  ne  crois  pas 
(|u'il  y  ait  grand  avantage  à  développer  une  interprétation  aussi 
compliquée  ;  en  tout  cas  on  n'en  voit  pas  de  trace  dans  le  Traité 
de  Maxwell  sous  sa  forme  définitive. 


CHAPITRE    V 


ÉLECTROKINETIQUE 


85.  Conducteurs  iinéaires.  —  La  propagation  de  rélectricité, 
en  régime  permanent  dans  les  conducteurs  linéaires  est  réglée 
par  deux  lois  :  la  loi  de  Ohm  et  celle  de  Kirchhoff. 

D'après  la  première,  la  force  électroniotrice  qui  agit  entre  les 
extrémités  d'un  conducteur  est  proportionnelle  h  la  quantité 
d'électricité  qui  traverse  l'unité  de  section  de  ce  conducteur 
pendant  l'unité  de  temps.  Dans  le  cas  où  la  section  du  conduc- 
teur est  partout  la  même,  comme  dans  un  fil  cylindrique,  la 
force  électromotrice  est  proportionnelle  h  la  quantité  d'élec- 
tricité qui  passe  a  travers  cette  section  pendant  l'unité  de  temps. 
Cette  quantité  est  appelée  Vintcnsité  du  courant  qui  parcourt  le 
conducteur  ;  nous  la  désignerons  par  /.  Si  le  conducteur  est 
homogène  et  si  aucun  de  ses  points  n'est  le  siège  de  forces 
électromotrices,  la  force  électromotrice  entre  ses  extrémités  est 
égale  à  la  différence  ij  —  ^^  des  valeurs  du  potentiel  en  ces 
points  et  la  loi  de  Ohm  conduit  à  la  relation 

Mais  dans  le  cas  le  plus  général  il  existe  en  différents  points 
du  conducteur  des  forces  électromotrices  qui  sont  dues  soit  a 
un  défaut  d'homogénéité,  soit  à  des  phénomènes  calorifiques 
ou  chimiques,  soit  enfin  à  des  effets  d'induction.  En  désignant 
par  SE  la  somme  des  forces  électromotrices  de  cette  nature 
qui  existent  en  divers  points  du  conducteur  linéaire,  nous  avons 
alors 

(i)  R/  =  ^,  — ^,  +  2:e. 
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Dans  CCS  deux  formules  R  est  ce  qu'on  appelle  la  résistance 
du  conducteur.  Cette  résistance  est  liée  ii  la  longueur  /  et  à  la 
section  chy  du  conducteur  par  la  relation 

OÙ  C  est  un  facteur  ne  dépendant  que  de  la  nature  du  conduc- 
teur et  qu'on  nomme  coefficient  de  conductivité, 

\a\  loi  de  KirchhofT  n'est  autre  <[ue  l'application  du  principe  de 
continuité.  D'après  cette  loi,  si  plusieurs  conducteurs  linéaires 
aboutissent  en  un  même  point  de  l'espace,  la  somme  des  inten- 
sités des  courants  qui  les  traversent  est  nulle. 

86.  Nouvelle  expression  analytique  de  la  loi  de  Ohm.  —  Si 
nous  portons  dans  la  formule  (i  )  la  valeur  de  la  résistance  donnée 
par  la  relation  (2)  nous  obtenons 

Considérons  un  élément  infiniment  petit  de  longueur  rf.r  du 
conducteur.  Appelons  —  d'!^  la  différence  des  potentiels  entre 
deux  extrémités  quand  on  se  déplace  dans  le  sens  du  flux  d'élec- 
tricité, et  Xr/.r  la  variation  des  forces  électromolrices  de  toute 
autre  nature.  L'équation  précédente  devient  alors 

',.  .     =  —  d'^  -+-  Xd.v 
La  M 

ou 

/  d'I 


X. 


Cdio  dx 

Mais  puisque  /est  la  quantité  d'électricité  qui  traverse  pendant 
Tunité  de  temps  la  section  du  conducteur,  le  quotient  -^ — est  la 
vitesse    du  déplacement    de   l'électricité  ;    en   appelant    u  cette 


vitesse  nous  avons 


d'} 


'^^  c  ~        dx  ^^^' 

équation  équivalente  à  la  loi  de  Ohm  dans  le  cas  d'un  conducteur 
linéaire. 
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87.  Conducteurs  déforme  quelconque.  — L'unalogie  de  la  con- 
ductibilité électrique  et  de  la  conductibilité  calorifique  conduit  à 
étendre  la  loi  de  Ohm  aux  conducteurs  à  trois  dimensions.  J)'ail- 
leurs  cette  extension  se  trouve  justifiée  par  la  concordance  des 
conséquences  théoriques  et  des  faits  expérimentaux  observés 
dans  quelques  cas  particuliers. 

Admettons  donc  cette  généralisation  de  la  loi  de  Ohm.  Si 
nous  appelons  6  le  potentiel  en  un  point  quelconque  d'un 
élément  d'z  du  conducteur,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force 
électromotrice  d'origine  quelconque  qui  s'exerce  en  ce  point,  et 
enfin,  //,  f ,  w  les  composantes  de  la  vitesse  de  l'électricité  en  ce 
point,  nous  aurons  pour  chacune  des  directions  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées  une  relation  analogue  h  la  relation  (3).  Ces 
trois  relations  sont 

L  (i.v 

V  d\j 


Z. 


Remarquons  que  u^  c,  ^v  désignent  les  mômes  quantités  qu'en 
électricité  statique  :  les  composantes  de  la  vitesse  de  déplace- 
ment électrique.  Ce  sont  donc  encore  les  dérivées  par  rapport  au 
temps  des  composantes  f,  g^  h  du  déplacement  de  Maxwell. 

Quant  à  la  loi  de  Kirchlioff,  il  est  évident  qu'elle  peut  i^tre 
étendue  aux  conducteurs  à  trois  dimensions  puisqu'elle  n'est 
qu'une  conséquence  du  principe  de  la  continuité.  Les  intensités 
étant  proportionnelles  à  //,  f ,  fv,  cette  loi  conduit  à  la  relation 

dtt  dv         div 

=  o. 


djc         dy         dz 

Dans  la  théorie  de  Maxwell  où  rélectricité  est  supposée  incom- 
pressible, cette  relation,  qui  exprime  la  condition  d'incompres- 
sibilité du  fluide,  est  toujours  satisfaite,  que  le  régime  perma- 
nent ^oit  atteint  ou  ne  le  soit  pas. 


8o  ÉLECTROKISKTiqVE 

88.  Différences  entre  les  courants  de  conduction  et  les  cou- 
rants de  déplacement. —  Suivant  Maxwell,  le  fluide  inducteur 
([ui  remplit  un  milieu  diélectrique  tend  à  se  déplacer  sous  Tin- 
fluence  des  forces  électromotrices  comme  Télectricité  qui  remplit 
un  milieu  conducteur.  Mais  tandis  que  dans  le  premier  cas  ce 
déplacement  s'arrête  bientôt  grâce  h  la  réaction  élastique  du  fluide 
inducteur,  il  n'en  est  plus  ainsi  dans  le  second,  le  fluide  répandu 
à  rintéricur  des  milieux  conducteurs  ne  jouissant  pas  de  pro- 
priétés élastiques.  Il  en  résulte  que  les  courants  de  déplacement 
ne  peuvent  durer  que  pendant  le  temps  très  court  nécessaire  à 
rétablissement  de  Téquilibre.  Au  contraire  les  courants  de 
conduction  peuvent  se  maintenir  tant  qu'un  agent  extérieur 
maintient  une  force  électromotrice  entre  deux  points  d'un  con- 
ducteur. C'est  là  une  première  différence  entre  les  courants  de 
conduction  et  les  courants  de  déplacement. 

Une  seconde  difTérence  résulte  des  équations  qui  expriment 
les  lois  auxquelles  obéissent  ces  courants.  Les  équations  (4)  éta- 
blies pour  les  courants  de  conduction,  peuvent  s'écrire 

cU  ~  C  ' 

(5)  {3.=X-Ï. 

D'autre  part,  nous  avons  montré  (72)  que  s'il  existe  à  l'inté- 
rieur (l'un  diélectritjue  des  forces  électromotrices  (que  nous 
avons  supposées  dues  à  l'induction,  mais  que  nous  pourrions 
supposer  d'une  autre  nature  s'il  était  possible  d'en  concevoir), 
les  équations  des  courants  de  déplacement  doivent  s'écrire 

(là  _  Y        4  -  r 

dij~  K  ^'' 

dà  4- 

-—-=  L  —  -TT-  A. 

dz  K 
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Le  rapprochement  des  équations  (5)  et  (6)  fait  voir  immédiate- 
ment que  tandis  que  les  courants  de  déplacement  dépendent  de 
la  grandeur  du  déplacement,  les  courants  de  conduction  dépendent 
de  la  vitesse  de  ce  déplacement. 

89.  —  Pour  bien  comprendre  la  différence  qui  en  résulte  pour 
les  deux  courants  prenons  les  deux  exemples  suivants  comme 
termes  de  comparaison.  En  premier  lieu  supposons  qu'on  élève 
)un  corps  pesant  le  long  d'un  plan  incliné  où  le  frottement  est 
nul  ;  on  accomplit  un  travail  qui  se  retrouve  sous  la  forme 
d'énergie  potentielle  sensible.  Supposons  maintenant  que  le 
mouvement  s'effectue  sur  un  plan  horizontal  où  le  frottement  est 
considérable  ;  quand  la  puissance  cessera  d'agir  le  corps  restera 
en  repos  ;  le  travail  accompli  ne  se  retrouve  plus  sous  forme 
d'énergie  potentielle  sensible,  il  se  retrouve,  sous  forme  de  cha- 
leur. Dans  le  premier  cas  le  travail  dépend  du  déplacement  du 
corps,  dans  le  second  de  sa  vitesse.  Nous  trouvons  quelque  chose 
d'analogue  dans  les  deux  espèces  de  courants  :  la  production  de 
courants  de  déplacement  produit  une  variation  de  l'énergie 
potentielle  du  système  qui  dépend  du  carré  du  déplacement  ;  les 
courants  de  conduction  donnent  lieu  à  un  dégagement  de 
chaleur. 

Une  autre  comparaison  empruntée  h  l'hydrodynamique  permet 
également  de  se  rendre  compte, de  la  différence  qui  existe  entre 
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les  deux  espèces  de  courants.  Prenons  une  pompe  P  (fig.  lo) 
portant  deux  tubes  latéraux  AB  et  FE  communiquant  entre  eux 
par  deux  tubes  verticaux  BC  et  ED  et  par  un  tube  horizontal  CD. 
Supposons  cette  pompe  remplie  de  mercure,  ainsi  qu'une  partie 
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des  tubes,  et  soient  M  et  N  les  niveaux  du  mercure,  situés  a 
Torigine  dans  un  même  plan  horizontal,  dans  les  tubes  verticaux. 
Admettons  enûn,  que  le  tube  CD  et  les  parties  des  tubes  verti- 
caux, non  occupées  par  le  mercure,  sont  remplies  d*eau.  Sî  nous 
faisons  fonctionner  la  pompe,  un  courant  liquide  se  produit  dans 
Tappareil  et  dans  un  certain  sens,  le  sens  A  B  C  D  E  F  par 
exemple,  et  le  niveau  du  mercure  s'élève  en  M  et  s'abaisse  en  N, 
jusqu'à  ce  que  la  différence  de  niveau  donne  lieu  à  une  pression 
suffisante  pour  empêcher  le  jeu  de  la  pompe.  Le  travail  dépensé 
est  alors  employé  à  produire  une  différence  de  niveau  ;  il  se 
retrouve  sous  forme  d'augmentation  de  l'énergie  potentielle  du 
système  et  cette  énergie  dépend  de  la  position  des  niveaux  du 
mercure.  Nous  avons  là  une  image  fidèle  d'un  courant  de  dépla- 
cement. 

Modifions  légèrement  l'appareil  précédent.  Donnons  aux  tubes 
une  très  faible  section  et  supposons  que  ces  tubes  et  la  pompe 
soient  complètement  remplis  de  mercure,  (juand  on  fait  mou- 
voir la  pompe,  le  mercure  se  déplace,  et  par  suite  de  sa  viscosité 
il  oppose  une  résistance  au  mouvement  du  piston.  Lorsque  cette 
résistance  est  égale  à  la  puissance  tjui  agit  sur  la  pompe,  le  mer- 
cure se  meut  avec  une  vitesse  constante  et  ce  mouvement  a  lieu 
tant  que  dure  le  fonctionnement  de  la  pompe.  I-.e  travail  de  la 
puissance  se  retrouve  sous  forme  de  chaleur  développée  par  le 
frottement  des  molécules  liquides  et  la  quantité  de  chaleur 
dégagée  dépend  de  la  vitesse.  Nous  retrouvons  dans  cet  exemple 
l'image  complète  d'un  courant  de  conduction  :  régime  variable 
pendant  la  période  d'établissement,  régime  permanent  se  pro- 
duisant ensuite,  transformation  du  travail  en  chaleur. 

90.  Loi  de  Joule.  —  La  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  un 
conducteur  traversé  par  un  courant  est,  d'après  la  loi  de  Joule, 
proportionnelle  au  carré  de  l'intensité  de  ce  courant.  Dans  la 
théorie  de  Maxwell  le  travail  nécessaire  pour  vaincre  la  résis- 
tance opposée  par  un  élément  de  volume  (h  ii  la  propagation  de 
l'électricité  a  pour  expression 


[!^df-h~dg+''^cl/,)j-\. 
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df^  dg^   dh  étant  les  composantes  du  déplacement  qui   a    lieu 
pendant    un   intervalle    de    temps    dt.    Cette    expression    peut 


s'écrire  : 

/     df          d^           dh 
\     dt    '       dt            dt 

ou, 

„2      I      p2.^j,,2 

c 

Pour  le  conducteur  tout  entier,  ce  travail  est 


T  '■[<■'•' 


+  ^,2  _t-  ^v^)  d-. 


Il  est  proportionnel  au  carré  de  l'intensité  |;  la  quantité  de 
chaleur  qui  résulte  de  sa  transformation  l'est  donc  aussi,  comme 
le  veut  la  loi  de  Joule. 

Maxwell,  dans  son  ouvrage,  consacre  plusieurs  chapitres  inté- 
ressants a  Tétude  de  la  conduction.  Nous  ne  le  suivrons  pas 
dans  tous  les  développements  qu'il  donne  sur  ce  sujet  et  nous 
bornerons  à  ce  que  nous  venons  de  dire  l'exposé  de  l'électroki- 
nétique. 


CHAPITRE   M 


MAGNETISME 


91.  Fluides  magnétiques.  Lois  des  actions  magnétiques. 
—   Rappelons  les  points  principaux  de  rétude  du  magnétisme. 

Nous  savons  que  dans  les  phénomènes  magnétiques  tout  se 
passe  comme  s'il  existait  deux  fluides  magnétiques  jouissant, 
comme  les  iluides  électriques,  de  propriétés  opposées  dans 
leurs  actions  réciproc[ues  :  les  fluides  de  même  espèce  se  repous- 
sent, les  fluides  d'espèces  contraires  s'attirent. 

Les  lois  de  ces  attractions  et  répulsions  sont  identiques  à  celles 
des  actions  des  fluides  électriques  :  la  force  qui  s'exerce  entre 
deux  masses  magnétiques  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  et  proportionnellement  aux  masses  agissantes.  En  pre- 
nant pour  unité  de  masse  magnétique  celle  qui,  agissant  sur  une 
masse  égale  placée  à  Tunité  de  distance,  exerce  une  force  égale 
à  l'unité,  et  convenant  de  donner  des  signes  contraires  aux 
masses  magnéti([ues  de  nature  difTérente,  nous  avons  pour  la 
valeur  de  la  force  s'exerçant  entre  deux  masses  m  et  m'  placées 
à  une  distance  /*, 

.  ni  ni' 

T      "^       »    • 
r 

Dans  ces  conditions  une  force  répulsive  est  négative  ;  une 
force  attractive  est  positive.  La  formule  précédente  a  été  établie 
expérimenlalement  par  (Coulomb  et  son  exactitude  est  confirmée 
par  la  concordance  de  ses  consé([uences  avec  les  résultats  de 
l'expérience. 

92.  Masse  magnétique  d*un  aimant.  —  La  seconde  loi  fonda- 
mentale du  magnétisme  est  ([uc  dans  un  aimant  quelconque  la 
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somme  algébrique  des  masses  magnétiques,  définies  comme  on 
vient  de  le  voir,  est  nulle.  Cette  loi  découle  du  fait  expérimen- 
tal qu'un  aimant  placé  dans  un  champ  magnétique  uniforme, 
comme  celui  produit  par  la  Terre,  ne  prend  pas  de  mouvement 
de  translation.  En  eflfet^  si  la  masse  magnétique  totale  de  Tai- 
mant  n'était  pas  nulle,  l'aimant  serait  soumis  à  une  force  et  non 
à  un  couple  et  cet  aimant  se  déplacerait  sous  l'action  du  champ. 

93.  Constitution  des  aimants.  —  La  rupture  d'un  aimant  en  un 
grand  nombre  de  petits  morceaux  donne  naissance  a  autant  de 
petits  aimants  et  chacun  d'eux  présente  deux  pôles  de  même 
intensité  et  de  signes  contraires.  En  rassemblant  ensemble  ces 
petits  aimants  on  reproduit  l'aimant  primitif  avec  toutes  ses 
propriétés.  On  peut  donc  admettre  qu'un  aimant  est  constitué 
par  des  petites  particules  contenant  deux  masses  magnétiques 
égales  et  de  signes  contraires.  La  somme  algébrique  des  masses 
de  chaque  particule  est  nulle  et,  par  suite,  la  masse  totale  de 
l'aimant  tout  entier  est  aussi  nulle,  comme  l'exige  la  loi  précé- 
dente. Cette  hypothèse  sur  la  constitution  des  aimants  n'est  donc 
pas  en  contradiction  avec  l'expérience. 

94.  Potentiel  d'un  élément  d'aimant.  Composantes  de 
l'aimantation,  —  Prenons  une  des  particules  élémentaires,  de 
volume  rfi,  qui  composent  un  aimant 
et  cherchons  la  valeur  du  potentiel 
en  un  point  P  (fig.  ii).  Soient  m 
et  —  m  les  masses  magnétiques  pla- 
cées aux  points  infiniment  voisins  A 
et  B  de  cet  élément  ;  /•,,  /-^  les  ^  '  '^'  *'' 
distances    de    ces    points   au    point   P.   Le  potentiel   en    P   est 


dû 


m  m  /  I  I  \ f\^  —  r^ 

~  ~i   ~   '\  ~  "\  ''i  rj~^      /y, 


Abaissons  de  A  la  perpendiculaire  AC  sur  la  droite  BP  ; 
/•j  —  t\  est,  h  des  infiniment  petits  du  second  ordre  près,  égal 
a  BC.  Avec  la  même  approximation  nous  avons,  en  appelant  da 
la  distance  AB,  et  s  l'angle  de  OP  avec  la  direction  BA, 

/',  —  r.^r=zda  cosBf 
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et  aussi 

r  étant  la  distance  du  point  P  au  point  0. 
Par  suiîe,  la  valeur  du  potentiel  en  P  est 

,  ,  ,^         mda  cos  s 

(i)  rfÛ=  — 


■> 


Transformons  cette  expression  en  y  introduisant  les  compo- 
santes A  y  B,  C  de  l'aimantation  ou  magnélisation  I.  Ces  compo- 
santes sont  définies  par  les  relations  suivantes 

mdx=  Ad'Zy       mdy  =  BrfT,       mdz  =  Cc/t, 

oii  dxy  dy^  dz,  désignent  les  projections  de  la  droite  BA  suivant 
trois  axes  rectangulaires. 

Nous  avons  y  si  ç,  r,,  Ç  sont  les  coordonnées  du  point  P  et  x, 
y,  z  celles  du  point  O, 

d.r     $  —  X  du    T.  —  f/     ,     dz     Ç  —  z 

cos£=--^ h  -r-  — — —  +  -1 ' 

aa  r  da         r  da         r 

et  par  conséquent  pour  la  valeur  de  dQ, 

da  cos  t             f  ; — .r     -      ,     r,  —  w                Ç — z    ,\ 
dQ  =  m -5 =  m  (^— .ij—  d,v  H L_^  dy-i pr-^^j- 

Mais  le  carré  de  la  distance  du  point  O  au  point  P  est, 

'•"  = .; — «'•,  •  +  ^A  —  y/  +  (s  —  ^i  ; 

nous  en  tirons 


et 
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Nous  aurons  de  la  même  manière 


d 4^  rf  — 


/•*  r///  /••'*  rf^ 
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Nous  pouvons  donc  écrire  : 

rfQ  =  max  — -, !~  mat/  — [-maz  — j — ,  /       ' 

ax  ay  dz 

ou  en  tenant  compte  des  relations   qui    définissent  les  compo- 
santes de  la  magnétisation, 

\        ax  ay  dz  J 

95.  Potentiel  d'un  aimant.  —  Le  potentiel  d'un  aimant  s'ob- 
tiendra en  additionnant  les  potentiels  dus  à  chacun  de  ses  élé- 
ments; il  aura  pour  valeur 


ii.Jw-^t 


Un  aimant  étant  limité  par  une  surface  fermée,  nous  pouvons 
modifier  cette  expression.  En  désignant  par  /,  /w,  n  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  h  un  élément  dw  de  la  surface  de  l'aimant 
avec  les  axes  de  coordonnées  nous  avons  en  effet . 


d      A     , 


OU 


Si   nous  transformons   de  la  même  manière   les  deux  autres 


88 


MACSETISME 


ternies  de  l'îiitégrale  quî  donne  U  nous  obtiendrons  pour  cette 
quantité^ 


A^-M' 


ZA+/;iB  +  /iC 


rfw 


/• 


rfC 
dz 


r 


rfr. 


On  peut  donc  considérer  le  potentiel  en  un  point  comme  résul- 
tant d'une  couche  de  magnétisme  répandue  à  la  surface  de  l'ai- 
mant et  de  densité 

<T  =  /A  +  /wB  +  /iC, 

et  d'une  masse  magnétique  occupant  tout  le  volume  de  l'aimant 

et  de  densité 

rfA  dW         dC\ 


dx 


dy 


96.  —  Remarquons  que  la  relation  de  Poisson  donne  pour  un 
point  extérieur  à  Taimant  : 

Al)  =  o, 


2m-*l^  HïïMJY 


et  pour  un  point  intérieur  : 

,    l  dk         rfH  rfC\ 


97.  Potentiel  d'un  feuillet  magnétique,    —    Supposons    un 
aimant  limité    par    deux  surfaces   infiniment    voisines  chargées 

de  couches  magnétiques 
égales  et  de  signes  con- 
traires. Si  en  chaque  point 
de  la  surface  la  magnéti- 
sation est  normale  à  cette 
surface,  et  si  le  produit  le 
de  1  intensité  de  magné- 
tisation 1  par  l'épaisseur  e 
de  Taimant  est  constant, 
Taimant  prend  le  nom  de 
feuillet  'magnétique.  Le 
produit  constant  le  s'appelle  la  puissance  *  du  feuillet. 


Fig.  11. 
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Prenons  un  élément  A  d'aîre  rfw  sur  la  surface  du  feuîllet  ;  la 
charge  de  cet  élément  est  o-rfw,  o-  étant  la  densité  de  la  couche 
magnétique  S  au  point  A.  La  portion  AB  du  feuillet  qui  corres- 
pond à  cet  élément  de  surface  peut  être  considérée  comme  un 
aimant  infiniment  petit  possédant  des  charges  t^w  et  —  'idiii  aux 
points  A  et  B  distants  de  e.  La  formule  (i)  du  §  94  donne  pour 
le  potentiel  en  P  de  cet  élément, 

dÇi  =  fjdiù  - 


/•* 


Cette  expression  peut  être  transformée.  En  effet,  la  magnéti- 
sation étant  dirigée  suivant  BA,  on  a 

o-rfwe  =  Id'z  =  Idioe  =  *^rf(«), 

et  par  suite 

^dio  cos  e 
al2  =  — 


r' 


_-  .     dio  cos  e  ,         ,.,»  iifi  1 

Mais -^ est  1  angle  solide  a'^  sous  lequel  1  élément  de 

feuillet  est  vu  du  point  P  ;  on  peut  donc  écrire 

dÙ  =  ^d':>. 

Pour  un  feuillet  de  dimensions  finies,  on  aura 

c'est-a-dire  : 

Le  potentiel  d*un  feuillet  magnétique  en  un  point  extérieur 
est  égal  au  produit  de  sa  puissance  par  Tangle  solide  sous  lequel 
le  feuillet  est  vu  du  point  considéré  ;  ce  produit  est  pris  avec  le 
signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  la  face  vue  est  positive  ou 
négative. 

98.  Force  magnétique  en  un  point  extérieur.  —  Les  compo- 
santes de  la  force  qui  s'exerce  sur  Tuiiité  de  masse  magnétique 
positive  placée  en  un  point  extérieur  sont  les  dérivées  partielles 
du  potentiel  en  ce  point  prises  en  signe  contraire.  En  les  dési- 
gnant par  a,  ^,  y,  nous  avons 

_       ^'^^     Q_        ^^"        _       ^^  H^-f^^^ 
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93.  Force  magnétique  dans  l'intérieur  d'un  aimant.  —  Nous 

ne  pouvons  connaître  la  force  qui  sjexercc  sur  Tunité  de  masse 

magnéti([ue  placée  à  rintcrîeiir  de  Taimant  sans  y  creuser  une 

petite  cavité  permettant  d'y  placer  un  petit  aimant  d'épreuve  ; 

mais  Texistenoe  de  cette  cavité  modiiie  l'action  de  l'aimant  et 

cette  modification  dépend  de  la  forme  donnée  à  la  cavité.  Pour 

faire  le  calcul  de  la  force  en  un  point  de  la  cavité,  il  faut  donc  en 

connaître  la  forme. 

^^g^^^  fL^    Maxwell  ne  considère  (jue  deux  cas  particuliers  dans  lesquels 

^-i.Wc^^*  la  cavité   est  un  cylindre  très  petit   dont  les  génératrices  sont 

iÇ'i''^*^''/  ^^  parallèles  à  la  direction  de  la  magnétisation.  Dans  le  premier  cas 

Cpt4\^*  la  hauteur  du  cylindre  est  infiniment  grande  par  rapport  à  sa 

section  ;  dans  le  second  elle  est  infiniment  petite. 

Appelons  il  le  potentiel  de  Taimant  tout  entier  en  un  point 
intérieur  et  Q^  le  potentiel  de  la  masse  cylindri([uc  enlevée  pour 
former  la  cavité  en  ce  même  point.  La  différence  Q  —  Û,  est  la 
valeur  du  potentiel  de  Taimunt  en  P  quand  la  cavité  y  est  creusée. 
La  force  sur  Tunité  de  masse  magnétique  a  alors  pour  compo- 
santes 


c 


m         M.  diï         Jil,  du         dil 


d.v         d.v  '  dt/  di/  *  dz  dz 

100.  —  Cherchons  la  valeur  de  H^  quand  la  hauteur  du  cylindre 
est  grande  par  rapport  à  la  section.  12,  est  la  somme*  de  deux 
intégrales,  Tune  étendue  îi  la  surface,  Tautrc  au  volume.  Cette 
dernière  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre  et  peut  être 
négligée  vis-à-vis  de  la  première.  Mais  dans  celle-ci  les  éléments 
correspondant  aux  bases  du  cylindre  peuvent  aussi  être  négligés, 
ces  hases  étant  infiniment  petites  par  rapport  ii  la  hauteur;  il  n'y 
a  donc  à  tenir  compte  ([ue  de  la  surface  latérale.  Or,  en  tout 
point  de  cette  surlace  la  normale  est  perpendiculaire  h  la  direc- 
tion de  magnétisation;  par  suite,  la  projection  /A  +  //1B  +  /1C  de 
la  magnétisation  sur  cette  normale  est  nulle  et  les  éléments  de 
rinlégrale  correspondante  à  la  surface  latérale  sont  encore  nuls. 
11  en  résulte  donc  <pie  Ton  peut  alors  négliger  la  quantité  Q^.  On 
a  pour  les  composantes  de  la  force  magnéticjue 

du      ,j  _         du         _         du 
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expressions  identiques  a  celles  qui  donnent  les  composantes  en 
un  point  extérieur. 

101.  Induction  magnétique.  —  Passons  maintenant  au  cas  où 
la  hauteur  de  la  cavité  cylindrique  est  très  petite  par  rapport  à  la 
base.  Comme  précédemment,  nous  pouvons  dans  la  valeur  de  û^ 
négliger  l'intégrale  étendue  au  volume.  Dans  l'intégrale  double 
les  éléments  fournis  par  la  surface  latérale  sont  nuls  puisque  la 
normale  à  chaque  élément  de  surface  est  perpendiculaire  à  la 
direction  de  magnétisation  ;  il  sullit  donc  d'étendre  l'intégrale 
double  h  la  surface  des  bases  du  cvlindre. 

Pour  trouver  la  valeur  de  cette  intégrale  prenons  pour  axe 
des  X  une  parallèle  à  la  direction  de  magnétisation  ;  cet  axe  sera 
alors  perpendiculaire  h  chacune  des  bases  du  cylindre.  Pour 
chaque  élément  de  Tune  d'elles  nous  aurons  /=  1,7/2  =  0,  /i  =  o, 
et  pour  chaque  élément  de  l'autre  /=  —  i,/w  =  o,  /i  =  o.  Dans 
ce  système  d'axes  particulier  nous  avons  donc  pour  la  valeur 
de  Û,, 


J  '    J  " 


chacune  des  deux  intégrales  étant  étendue  à  la  surface  des  bases. 
Cette  valeur  est  la  même  que  si  l'on  supposait  que  chaque  base 
du  cylindre  est  recouverte  d'une  couche  de  magnétisme  ayant 
respectivement  pour  densités  -f-  A  cl  —  A.  L'étendue  de  ces 
couches  étant  très  grande  par  rapport  à  leur  distance,  qui  est 
égale  h  la  hauteur  du  cylindre,  l'action  qu'elles  exercent  sur 
l'unité  de  masse  magnétique  placée  entre  elles  a  pour  valeur  ^r^  A, 
Cette  force  est  dirigée  du  côté  de  la  couche  négative,  c'est-à-dire 
en  sens  inverse  de  la  magnétisation. 

La  cavité,  qui  a  un  effet  contraire  à  celui  du  cylindre  aimanté 
de  même  volume,  produira  donc  une  augmentation  de  la  force 
dans  la  direction  de  la  magnétisation  et  cette  augmentation  sera 
47:A.  Par  suite  la  composante  suivant  Ox  de  la  force  exercée  par 
l'aimant  sur  l'unité  de  masse  placée  à  l'intérieur  de  la  cavité  est 

«  = f-  ^r.\  --=  a  -(-  47:A. 

(iJC 
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Il  est  évident  que  si  au  lieu  de  prendre  le  système  particulier 
d'axes  dont  nous  avons  fait  usage,  nous  prenons  des  axes  quel- 
conques nous  obtiendrons  pour  les  composantes  de  la  force  des 
expressions  analogues  à  la  précédente. 

Ces  composantes  sont  donc 

\  c  =  Y  +  4'^C. 

Maxwell  les  appelle  les  composantes  de  l'induction  magnétique 
à  Vintéricitr  de  Vaimant, 

102.  —  Remarquons  que  la  quantité 

7.dx  -\-  pdi/  +  ydz 

est  une  diiTérentielle  totale,  puisqu'elle  est  égale  à  —  dQ^  tandis 

que  la  quantité 

adx  +  l/di/  +  cdz 

ne  Test  pas. 

Une  autre  différence  entre  la  force  magnétique  et  Tinduction 
magnétique  consiste  dans  la  valeur  de  la  somme  des  dérivées 
partielles  de  leurs  composantes  :  cette  somme  est  nulle  pour 
rinduction  magnétique  ;  elle  ne  Test  pas  pour  la  force  magné- 
tique. 

Montrons  en  effet  que 

,     ^  da  db  de 

On  a 
da        db         de        du        d'i        rfv         ,    /  d\         dB        dC\ 

ou 

da    ,    dh         de  .  ,    /f/A         <m         rfC\ 

&s.V"il+Mr-^l      Tv-^lJf^-d^^-^^-^^'^'KdT^-d^-^-dr)- 

Or, 


iUf'^^^ 


dX       dli        rfC 


dj:         dy         dz 
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et  la  relation  de  Poisson  donne,  pour  un  point  intérieur, 

Att  =  —  i'ï^p. 

La  somme  considérée  est  donc  nulle. 

103.  Magnétisme  induit.  —  Certains  corps  placés  dans  un 
champ  magnétique  s'aimantent  par  influence.  Poisson  admet  que 
les  composantes  de  la  magnétisation  induite  en  un  point  d'un  tel 
corps  sont  proportionnelles  aux  composantes  de  la  force  magné- 
tique en  ce  point.  Posons  donc 

A  =  xa,       B  =  xp,       C  ==  xy. 

D'après  les  formules  précédentes,  les  composantes  de  l'induc- 
tion seront,  au  même  point, 

.  i  =  P+47:B  =  (i  +  47:x)  p,  -*^ 

\  c  =y-\-  47:C  =  (i  +  4?^)  T- 

En  posant 

;i.=(i  -t-  47:x), 

ces  formules  deviennent  : 


c  =  ;.y. 


Maxwell  appelle  [jl  la  capacité  magnétique  inducti^»e.  Cette 
quantité  est  analogue  au  pouvoir  inducteur  spécifique  K  de  l'élec- 
trostatique ;  elle  est  plus  grande  que  l'unité  pour  les  corps  magné- 
tiques, égale  à  l'unité  dans  le  vide,  plus  petite  que  l'unité  pour 
les  corps  diamagnétiques. 

104.  —  La  simplicité  des  formules  précédentes  peut  faire  illu- 
sion sur  la  difficulté  de  la  détermination  de  Tinduction  en  un 
point  d'un  corps.  C'est  que  nous  n'avons  pas  tenu  compte  de  ce 
que  X  et  }jl  ne  sont  pas  des  constantes  ;  en  second  lieu  nous  avons 
supposé  n'avoir  en  présence  que  des  aimants  permanents  où  la 
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force  cocrcitîvc  est  infinie  et  des  aimants  produits  par  influence 
dans  lcs([aels  la  force  coercitive  est  nulle. 

Les  corps  naturels  ne  satisfont  pas  à  ces  conditions.  La  force 
coercitive  ne  peut  jamais  être  ni  rigoureusement  nulle,  ni  rigou- 
reusement infinie.  De  plus  le  coellicient  x  n'est  pas  une 
constante.  (Test  une  fonction  de  rintensiié  du  magnétisme 
^A'  +  B'  +  C^  il  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  fonction  magné^ 
lisante.  On  ii'a  le  droit  de  regarder  x  et  [x  comme  des  constantes 
que  si  la  magnétisation  est  très  faible. 

(^ost  ce  que  nous  supposerons  toujours  dans  ce  qui  va  suivre, 
et  cela  sera  d'autant  plus  légitime  que  pour  la  plupart  des  corps  jx 
difTère  très  peu  de  i . 


CHAPITRE    Vil 
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105.  Lois  fondamentales.  —  Plusieurs  modes  d'exposition 
peuvent  être  adoptés  pour  trouver  Taction  exercée  par  un  courant 
fermé  sur  un  pôle  magnétique  et  montrer  que  cette  action  peut 
être  assimilée  à  celle  d'un  feuillet  magnétique  de  même  contour. 
Nous  ne  suivrons  pas  celui  de  Maxwell  qui  prend  comme  point 
de  départ  Téquivalencc  d'un  courant  infiniment  petit  et  d'fin 
aimant  ;  nous  nous  appuierons,  pour  arriver  aux  formules  de 
Maxwell,  sur  trois  lois  démontrées  par  Texpérience  et  sur  une 
hypothèse. 

Les  trois  lois  expérimentales  sont  les  suivantes  : 

i"  Deux  courants  parallèles  de  même  intensité  et  de  sens 
inverses  exercent  sur  un  pôle  magnétique  des  actions  égales  et  de 
signes  contraires  ; 

2?  Un  courant  sinueux  exerce  une  action  égale  à  celle  d'un 
courant  rectiligne  qui  aurait  les  mêmes  extrémités  ; 

3°  La  force  exercée  par  un  courant  sur  un  pôle  magnétique  est 
proportionnelle  à  l'intensité  du  courant,  c'est-a-dire  à  la  quantité 
d'électricité  qui  traverse  une  section  du  conducteur  pendant 
Tunité  de  temps. 

Les  deux  premières  de  ces  lois  ont  été  démontrées  par  Ampère  ; 
la  troisième  a  été  vérifiée  par  de  nombreuses  expériences  :  les 
unes  effectuées  en  déchargeant  des  batteries  chargées  de  quan- 
tités d'électricité  connues,  comme  dans  les  expériences  de 
Colladon  et  de  Faraday  ;  les  autres  plus  précises,  faites  avec  le 
voltamètre. 

106.  Hypothèse.  —  L'hypothèse  que  nous  joindrons  aux  lois 
précédentes,  est  que  les  composantes  de  la  force  agissant  sur 
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un  pôle  magnétique  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction  qui  ne  dépend  que  de  la  position  du  pôle  par  rapport 
au  circuit. 

Cette  hypothèse  paraîtra  la  plus  naturelle  si  Ton  songe  qu'il 
doit  y  avoir  conservation  de  l'énergie  dans  le  système.  Mais  fai- 
sons observer  que  ce  n'est  pas  la  seule  qui  soit  compatible  avec 
le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  ;  l'hypothèse  adoptée 
pourrait  donc  se  trouver  en  défaut  sans  que  le  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie  cesse  d'être  vérifié. 

D'après  cette  hypothèse  nous  pouvons  poser  pour  les  valeurs 
a,  ,3,  Y  des  composantes  de  la  force  agissant  sur  l'unité  du  pôle 

La  fonction  il  est  appelée  le  potentiel  du  circuit  parcouru  par 
le  courant.  Pour  en  trouver  l'expression  nous  aurons  recours  à 
quelques  théorèmes  que  nous  allons  établir  tout  d'abord.  Nous 
négligerons  d'ailleurs,  pour  plus  de  commodité,  la  constante 
d'intégration  de  la  fonction  Û. 

107.  Thkohème  1.  —  Le  potentiel  dti  à  un  circuit  est  égal  à  la 
somme  des  potentiels  dus  aux  dii»ers  circuits  sui\>ant  lesquels  on 
peut  le  décomposer, 

Cette  propriété  découle  iinmédiatement  de  la  loi  fondamentale 

des    actions    exercées    par   deux    cou- 
rants parallèles  et  de  sens  inverses. 
En    effet,    soit   ABCl)   (fig.    i3)    un 
I)  [  (  //J^  \^  courant  fermé  ;  nous  pouvons  le  décom- 

poser en  deux  circuits  ABCAet  ACDA 
parcourus  dans  le  sens  des  flèches.  Le 
circuit  A(]  étant  parcouru  par  deux  cou- 
rants de  même  intensité  mais  de  sens 
inverse  n'exerce  aucune  action  sur  un 
pôle  magnétique  ;  par  consé<[uent  le  potentiel  du  circuit  total 
doit  être  égal  à  la  somme  des  potentiels  des  deux  circuits  par- 
tiels ABC  A  et  ACDA. 

La  généralisation  de  ce  théorème  h  un  nombre  quelconque  de 
circuits  partiels  est  évidente. 
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108.  Théoiiéjie  II.  —  Le  polenliet  d'un  lirciiit  fermé  plan  en 
un  point  exlérieur  situé  dans  son  plan  est  nul. 

a.  Supposons  d'abord  que  le  circuit  possède  un  axe  de  symé- 
trie OA  (fîg.  14)1  et  plaçons  un  pôle 
magnétique  en  un  point  quelconque  0 
de  cet  a\c.  Si  nous  fiiisons  tourner  le 
circuit  autour  de  son  nxe  de  symétrie, 
le  pôle  magnétique  conserve  toujours 
la  même  position  par  rapport  au  circuit 
et,  pnr  conséquent,  le  potentiel  en  0 
ne  varie  pas.  Muis  quand  le  circuit  a 
tourné  d'un  angle  de  180%  il  revient 
dans  son  plan  primitif  et  le  sens  du 
courant  représenté  dans  la  position 
initiale  par  les  flèches  de  la  figure  i4, 
est,  après  cette  rotation,  représenté  par 
les  flèches  de  la  figure  i5.  Le  courant  a  donc  changé  de  sens 
par  rapport  au  point  0,  et  d'après  la  loi  des  courants  de  sens 
inverses,  la  force  qui  s'exerce  sur  le  pôle  a  changé  de  sens.  De 
ce  changement  dans  le  sens  de  la  force  résulte  un  changement 
dans  le  signe  du  potentiel  0;  comme  d'autre  part  ce  potentiel 
doit  conserver  la  même  valeur  il  doit  être  nul. 

A.  Si  le  circuit  a  la  forme  d'un  rectangle  curviligne  BCDE 
(Gg.  16),  formé  par  les  arcs  de  cercle  BC  et  DR  et  par  les  por- 
tions BD  et  CK  des  rayons  BO  et  CO  le  potentiel  en  0  est  nul 
puisque  ce  point  appartient  à  Taxe  de  symétrie  OA  de  la  figure. 

c.  Quand  le  circuit  fermé  se  compose  d'une  série  d'arcs  de 
cercles  concentriques  AB,  CD,  ..  (fig.  ij),  réunis  par  des  portions 
rectilignes  CD,DE,..,  passant  par  le  centre  commun  O,  le  poten- 
tiel en  ce  point  est  évidemment  nul,  d'après  ce  qui  précède  cl 
d'après  le  théorème  I. 

d.  Passons  enfin  au  cas  général  d'un  circuit  plan  de  forme 
quelconque  (fig.  18).  Prenons  sur  le  circuit  des  points  très  voi- 
sins A,  B,  C,...  et  par  ces  points  faisons  passer  des  arcs  de 
cercle  ayant  pour  centre  un  point  quelconque  0  du  plan  du  cir- 
cuit. Kn  menant  par  0  un  nombre  égal  de  rayons  convenable- 
ment choisis,  nous  pourrons  former  un  circuit  fermé  abb'cc'... 
dont  les  divers  éléments  sont  très  rapprochés  des  éléments  du 

Pai:ictR£.  Elictridlé  et  Optique,  7 
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('îrcilit  donné.  D'après  le  principe  des  courants  sinueux,  Taction 
de  CCS  deux  circuits  sur  un  pôle  magnétique  est  la  même.  Or, 
nous  venons  de  voir  que  le  potentiel  en  O  dû  au  courant  sinueux 
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composé  d'arcs  de  cercles  concentriques  et  de  portions  rectilignes 
dirigées  vers  le  centre  est  nul.  Par  suite  il  en  est  de  même  pour 
un  circuit  de  forme  <[uelcon([ue. 

109.  Thkohkmk  III.  —  Quand  un  circuit  fermé  est  tracé  sur  la 
surface  latérale  cl  un  c(Uu\  de  telle  manière  que  chacune  des  géné^ 
ralrices  du  cône  rencontre  le  circuit  un  nom  h re  pair  de  fois ^  zéro 
pouvant  être  un  de  ces  nombres,  le  jwtentiel  au  sommet  du  cône, 
supposé  non  enveloppé  par  le  circuit,  est  nul. 


iiB>  o 


Fi^.  ly. 


Fn  ellet,  en  traçant  sur  la  surface  du  cône  (fi g.  ly)  des  généra- 
trices infiniment  voisines,  nous  pouvons  décomposer  le  circuit  en 
éléments  plans  tels  ([ue  ACDBA.  Le  point  0  étant  situé  dans  les 
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plans  de  chacun  de  ces  circuits  partiels  le  potentiel  en  ce  point 
dû  à  Tun  quelconque  d'entre  eux  est  nul;  la  somme  de  ces  poten- 
tiels, c'est-à-dire  le  potentiel  du  au  circuit  total,  est  donc 
nulle. 

110.  Théorîsme  W .  —  Quand  deux  circuits  fer/nés,  tracés  sur 
la  surface  latérale  d'un  cône  et  coupant  toutes  les  génératrices 
au  moins  une  fois  y  sont  parcourus  par  des  courants  de  même 
intensité  et  de  même  sens  par  rapport  à  un  observateur  placé  au 
sommet  du  cône  le  potentiel  en  ce  point  a  la  même  {valeur  pour 
chacun  des  circuits. 

Soient  ACK    et  BDF  (fig.  20)  les  deux  circuits  parcourus  par 


Fig.  20. 

des  courants  dont  le  sens  est  indiqué  par  les  (lèches  placées  exté- 
rieurement. Si  nous  supposons  ces  circuits  parcourus  en  même 
temps  par  des  courants  égaux  en  intensité  mais  dont  le  sens,  in- 
diqué par  les  flèches  intérieures,  est  contraire  à  celui  du  courant 
réel  qui  les  traverse,  le  potentiel  en  O  dii  à  Tensemble  de  ces 
quatre  courants  est  évidemment  nul.  Il  sera  encore  nul  si  nous 
ajoutons  à  ces  courants  des  courants  de  même  intensité  mais  de 
sens  diflerents  parcourant  deux  génératrices  quelconcjues  du  cône, 
AB  et  CD.  Mais  Tintensité  étant  la  même  pour  tous  les  courants, 
nous  pouvons  considérer  le  système  comme  formé  : 

I*  Du  circuit  fermé  ACDB  parcouru  dans  le  sens  indiqué  par 
Tordre  des  lettres;  2**  du  circuit  fermé  ABFDCKA;  ii"  du  circuit 
BDF  ;  4°  du  circuit  AKC.  Le  potentiel  en  O  du  à  chacun  des 
deux  premiers  circuits  est  nul,  car  chacun  d'eux  satisfait  aux 
conditions  du  théorème  précédent.  Le  potentiel  du  i\  Tensemble 
du  troisième  et  du  quatrième  «ircuit  est   donc  nul  et  par   consé- 


^  -» 
^   ^ 
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quciit  Ir  polenliel  résultant  du  circuit  BDF  parcouru  par  le  cou- 
rant rccl  est  égal  et  de  signe  contraire  au  potentiel  résultant  du 
circuit  KVX\  parcouru  par  le  courant  fictif  de  sens  contraire  au 
courant  réel  qui  traverse  ce  circuit.  Le  potentiel  du  courant  réel 
traversant  le  circuit  AC.E  est  égal  et  de  signe  contraire  au  poten- 
tiel du  courant  rictir(|ui  parcourt  ce  même  circuit  en  sens  inverse  ; 
il  est  donc  égal  au  potentiel  du  courant  réel  qui  traverse  BD1'\ 

Faisons  d'ailleurs  observer  que  les  deux  circuits  considérés, 
au  lieu  d'être  placés  sur  la  surface  d'un  même  cône,  comme  nous 
l'avons  supposé,  pourraient  appartenir  à  deux  cônes  distincts 
mais  superposa  blés. 

111.  Potentiel  d'un  courant  fermé.  —  Prenons  un  circuit 
fermé  quelconque  parcouru  par  un  courant,  et  cherchons  le 
potentiel  en  un  point  ()  extérieur  au  circuit. 

Du  point  O  comme  sommet  traçons  un  cône  s'appuyant  sur  le 
contour  du  circuit,  (^e  cône  découpei'a  sur  la  surface  de  la  sphère 
de  ravon  unité  une  surface  dont  la  valeur  '^  mesure  Tangle  solide 
sous  lecjuel  le  circuit  est  vu  du  point  O.  Nous  pouvons  décompo- 
ser ce  cône  en  une  infinité  de  cônes  infiniment  déliés  de  même 
angle  solide  et  supposer  le  circuit  donné  décomposé  en  une  infi- 
nité de  petits  circuits  fermés  tracés  sur  la  surface  de  ces  cônes. 
Ces  cônes  de  même  angle  solide,  étant  infiniment  petits,  peuvent 
être  choisis  supt^rposables  el  le  potentiel  (mi  O  est  le  même  pour 
chacun  des  circuits  tracés  sur  la  surlace  de  l'un  d'eux.  Le  poten- 
tiel du  circuit  total  est  la  somme  de  ces  potentiels;  il  est  donc 
proportionnel  au  nombre»  des  côn(;s  élémentaires  et,  par  suite,  à 
l'angle  solide  '^. 

Mais,  d'après  la  troisième  loi  fondanuMitale  que  nous  avons 
énoncée,  l'arlion  exercét;  pur  un  courant  fermé  sur  un  pôle 
d'aimant  est  [iroporlionnelle  à  l'intensité  de  ce  courant  ;  par  con- 
séquent, en  négligeant  la  constante  d'intégration  dans  l'expres- 
sion de  la  fonction  potentielle,  cette»  fonction  doit  également 
être  proporlionnrlle  à  l'intensité  du  courant.  Nous  pouvons  donc 
écrire 

il  =  'w/, 
rintensité  étant  mesurée  au  moyen  d'une  unité  telle  que  le  coef- 


CAS  D'UN  CIRCUIT  ISFINIMEST  PETIT  lOi 

ficient  de  proportionnalité  soit  égal  h   i ,  unité  que    Ton  appelle 
nnité  élec(ro-ma*^nétù/ue  d'intensité. 

L'action  d'un  circuit  sur  un  pôle  magnétique  changeant  de  signe 
quand  on  change  le  sens  du  courant  <jui  le  traverse,  le  signe  de 
îp/  doit  dépendre  du  sens  du  courant.  Appelant  face  positive  du 
circuit  celle  qui  se  trouve  à  gauche  d'un  observateur  placé  sur  le 
circuit  dans  le  sens  du  courant  et  tourné  vers  l'intérieur  du  cir- 
cuit, on  convient  de  donner  à  la  valeur  de  l'angle  solide  le 
signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  c'est  la  face  positive  ou  la  face 
opposée  qui  est  vue  du  point  considéré.  En  adoptant  cette  con- 
vention et  celle  qui  consiste  à  regarder  comme  positive  une  force 
attractive  et  comme  négative  une  force  répulsive,  les  compo- 
santes de  la  force  exercée  par  un  courant  fermé  sur  l'unité  de 
pôle  sont  données  par  les  relations  déjà  écrites  : 

dx^  dy^  dz 

112.  Cas  d'un  circuit  inûniment  petit.  —  Soient  AA'  (fig.  21) 
la  projection  d'un  circuit  infiniment  petit  et  AOA'  le  cône  élémen- 


Fig.  21. 

taire   d'angle    solide   do   passant  par  ce  circuit.    Le  potentiel  au 
point  O  a  pour  valeur 

dÇl  =  ido. 

Or,  rf^  étant  l'aire  de  la  section  BB'  découpée  par  le  cône  sur  la 
sphère  de  rayon  1,  Taire  de  la  section  AA^'  découpée  par  ce 
même  cône  sur  la  sphère  de  rayon  OA  ==  /•,  est  r'd'f.  D'ailleurs 
en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur,  on  peut 
considérer  cette  aire  AA"  comme  la  projection  de  l'aire  dio  du 
circuit  AA'  sur  un  plan  perpendiculaire  h  OA. 
Nous  avons  donc 

r^d'^  =  dtù  cos  e, 
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et  par  suito 

Celle  expression  est  analogue  à  la  formule 

<I>^/(o  cos  e 


['i]  dû  = 


/•=' 


(jue  nous  avons  trouvée  r97)  pour  le  potentiel  d'un  élément  de 
(eulllet  magnéti(jue  de  puissance  <I>.  Par  suite  un  élément  de 
courant  Icriné  a  lé  m^me  potentiel  qu'un  élément  de  feuillet  de 
même  surface  et  de  puissance  égale  à  Tintensité  du  courant. 

113.  Équivalence  d'un  courant  fermé  et  d'un  feuillet  magné- 
tique. —  Les  intégrales  des  formules  (i  )  et  (a)  étendues  à  une  même 
surface  donneront,  la  première  le  potentiel  d'un  courant  fermé 
de  forme»  ({uelcoiu{ue,  la  seconde,  le  potentiel  d'un  feuillet  de 
même  contour.  Si  on  suppose  <I>  =  /,  ces  intégrales  ont  la  même 
valeur,  ii  une  constante  près.  Par  conséquent  les  composantes 
a,Jii,Yde  la  force  exercée  par  un  courant  fermé  sur  Tunité  de 
masse  magnétique  sont  égales  à  celles  de  la  force  qu'exercerait 
une  feuillet  magnétique  de  même  contour  et  dont  la  puissance  <I> 
serait  égale  à  l'intensité  électromagnétique  i  du  courant.  Il  y  a 
donc  é(juivalence  dans  les  ellets  d'un  courant  fermé  et  d'un  feuillet 
magnéti<jue. 

H  y  a  cep<îndanl  lieu  de  faire  remarquer  que  les  fonctions  po- 
tentielles ne  jouissent  pas  de  propriétés  identiques  dans  les  deux 
cas.  Montrons  qu'en  ellet  le  potentiel  d'un  aimant  est  une  fonc- 
tion uniforme,  tandis  que  le  potentiel  d'un  courant  fermé  peut 
pr(Midre  en  cha(|ue  point  de  Tespace  une  infinité  de  valeurs. 

La  variation  du  potentiel  d'un  courant  ou  d'un  feuillet  quand 
on  pusse  d'un  point  à  un  autre  par  un  chemin  quelconque  est  égale 
et  de  signe  contraire  à  l'intégrale 

j  7.d,v  +  |ir/y  +  vr/r. 

prise  le  long  du  chemin  parcouru  puisque  a,  |3,  v  sont  les  dérivées 
partielles  du  potentiel  changées  de  signe. 
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Les  conditions  d'intéffrabilité 

dy         dx  '  r/r.         t/;f  '  dz        dy 

étant  remplies,  l'intégrale  prise  le  long  d'une  courbe  fermée  C 
quelconque  sera  nulle;  il  y  a  toutefois  h  cela  une  condition. 

Par  cette  courbe  C  faisons  passer  une  surface  quelconque  et 
soit  A  la  portion  de  cette  surface  qui  est  limitée  par  la  courbe 
fermée  C.  Pour  que  l'intégrale  soit  nulle,  il  faut  que  les  forces 
a,  ^,  y  et  leurs  dérivées  premières  soient  finies  en  tous  les  points 
de  l'aire  A. 

Mais  si  la  courbe  fermée  enlace  le  courant,  ce  courant  viendra 
certainement  couper  l'aire  A  au  moins  en  un  point,  et  au  point  de 
rencontre  les  forces  magnétiques  a,  p,v  seront  infinies.  L'inté- 
grale prise  le  long  d'une  courbe  fermée  enlaçant  le  courant  n'est 
donc  pas  nulle  et  la  fonction  Q  peut  prendre  en  un  même  point 
deux  valeurs  différentes. 

114.  Travail  des  forces  électromagnétiques  suivant  une 
courbe  fermée  enlaçant  le  circuit.  —  La  différence  entre  ces 
deux  valeurs,  qui  est  égale  h  l'intégrale. 


I  oidx  -+-  pdy  H-  ydz 

prise  le  long  de  la  courbe  décrite  C,  représente  le  travail  de  la 
force  électromagnétique  dans  le 
déplacement.  Pour  avoir  ce  tra- 
vail, considérons  le  feuillet  V  (fig.  22) 
équivalent  au  courant.  Le  potentiel 
de  ce  feuillet  étant  une  fonction 
uniforme  devra  reprendre  la  même 
valeur  quand  on  reviendra  au  point  i,--  ^   ^, 

P'  après   avoir  parcouru  la  courbe 
fermée   C.  Or   la   variation  subie  par  le   potentiel    est    éo-alc   ii 
l'intégrale. 

j  arf.r  H-  '^dy  +  ydz 
prise  le  long  de  la  courbe  C,  plus  la  variation  brusque  que  subit 
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le  potentiel  quand  on  traverse  le  feuillet  en  allant  de  P'  au  point 
infiniment  voisin  P.  Soit  II  cette  variation;  on  aura  donc  : 


H  -f  fioLdx  +  '^dy  +  v,/,)  =  o. 


Il  nous  reste  donc  h  calculer  cette  variation  brusque  II. 

Nous  avons  facilement  celte  variation  dans  le  cas  particulier 
où  le  feuillet  forme  une  surface  fermée.  En  un  point  extérieur  le 
potentiel  est  nul  puisque  Tangle  sous  lequel  le  feuillet  est  vu  de 
ce  point  est  nul.  En  un  point  intérieur  il  est  ±  4~*^>  suivant  que 
c'est  la  face  positive  du  feuillet  ou  sa  face  négative  qui  est  tour- 
née vers  rintérieur  de  la  surface  fermée.  La  variation  du  poten- 
tiel quand  on  passe  de  la  face  négative  à  un  point  de  la  face  posi- 
tive est  donc  4"^*- 

Dans  le  cas  où  le  feuillet  ne  forme  pas  une  surface  fermée  la 
variation  du  potentiel  est   encore  la  même.   Soit  en   effet    ABC 

(fig.  23)  un  feuillet  dont  nous  supposerons 
la  face  positive,  située  du  côté  convexe. 
Au  moven  d'un  second  feuillet  ADC  de 
même  contour  et  de  même  puissance  que 
le  premier  et  dont  la  face  positive  est  éga- 
lement tournée  du  coté  convexe,  nous 
pouvons  former  un  feuillet  fermé  ABCD. 
Quand  on  passe  du  point  P  en  un  point 
P'  infiniment  voisin  et  situé  de  l'autre 
coté  du  feuillet  Tangle  sous  lequel  on  voit 
ce  feuillet  fermé  augmente  de  ^7z.  Comme 
l'angle  sous  lequel  est  vu  le  feuillet  ADC  reste  le  même,  l'angle 
solide  correspondant  à  Taulre  feuillet  ABC  doit  augmenter  de  ^tz. 
Par  suite  la  variation  du  potentiel  est  encore  ^tA^. 

Si  dans  la  figure  11  nous  supposons  que  la  face  négative  du 
feuillet  é({uivalent  au  courant  est  du  côté  du  point  P,  le  potentiel 
augmentera  de  4^'  quand  on  passera  de  P  en  P'  et,  d'après  ce 
que  nous  avons  dil,  le  travail  de  la  force  électromagnétique 
si'ra  —  4"'  4"i<"J  ""  |)ôle  unité  décrira  la  courbe  fermée  PCP'P 
dans  l<»  sens  indiijué  par  Tordre  des  lettres  c'est-à-dire  en  péné- 
trant dans  le    feuillet  par  sa  face    positive.    Xous  pouvons  donc 
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écrire  quand  Tintégralo    est  prise  le   long  d'une  courbe  fermée. 


Çxdx  +  '^jdi/  +  -;(iz  =  ih  4-/ 


le  second  membre  étant  pris  avec  le  signe  +  quand  le  contour 
d'intégration  enlace  le  circuit  en  pénétrant  par  sa  lace  négative 
et  avec  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Faisons  observer  que  le  contour  d'intégration  peut  enlacer 
plusieurs  fois  le  circuit;  alors  le  travail  électromagnétique  est 
égal  à  autant  de  fols  ^  4^'  qu'il  y  a  d'enlacements. 

115.  Cas  de  plusieurs  courants.  —  S'il  y  a  plusieurs  courants 
la  force  exercée  sur  l'unité  de  pôle  placée  en  un  point  de  l'espace 
est  égale  à  la  résultante  des  forces  exercées  par  chacun  d'eux,  et 
le  travail  électromagnétique,  quand  le  pôle  décrit  une  courbe 
fermée,  est  égal  à  la  somme  des  travaux  des  composantes,  c'est- 
à-dire  à  -  ^  4  "'>  ^^  sommation  s'étendant  h  tous  les  courants 
enlacés  par  la  courbe.  On  a  donc 

(  I  )  foLfU'  -h  .3r/y  -h  ydz  =  47:  ï  ii=  / . 

Cette  relation  peut  d'ailleurs  être  interprétée  autrement.  Kn 
effet  si  nous  considérons  une  surface  S  passant  par  la  courbe  C, 
tous  les  courants  pour  lesquels  l'intensité  est  prise  dans  la  for- 
mule (1)  avec  le  même  signe,  le  signe  -f-  par  exemple,  traversent 
cette  surface  dans  le  même  sens  ;  les  courants  pour  lesquels 
l'intensité  est  prise  avec  le  signe  —  traversent  au  contraire  la 
surface  en  sens  inverse.  L'intensité  d'un  courant  étant  la  quantité 
d'électricité  qui  traverse  une  section  du  circuit  pendant  Tunité 
de  temps,  nous  pouvons  considérer  1'  ^  /  comme  égale  à  la 
quantité  d'électricité  qui  traverse  dans  un  certain  sens  la  sur- 
lace S  pendant  l'unité  de  temps.  l*ar  conséquent,  le  travail 
électromagnétique,  quand  on  se  déplace  sur  une  courbe  fermée  C 
enlaçant  plusieurs  circuits,  est  égal  au  produit  par  4"  de  la 
quantité  d'électricité  qui  traverse  pendant  l'unité  de  temps  une 
surface  S  limitée  à  la  courbe  C. 
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116.  Nouvelle  expression  du  travail  électromagnétique 
suivant  une  courbe  fermée.  —  Si  nous  désignons  par  //,  i»,  n\  les 
composantes  cl(;  la  vitesse  de  Télectricité  dans  un  des  circuits,  par 
(ht)  la  section  de  ce  circuit  par  la  surface  Set  enfin  par /,  m,  n  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  cet  élément  prise  dans  une 
direction  convenable,  nous  aurons  pour  la  quantité  d'électricité 
qui  traverse  la  surface  S  : 

ï  i  =  -  [ifi  -+-  nw  +  mv)  diù. 

Mais  nous  pouvons  remplacer  le  sigpe  i)  du  second  membre  par 

le  signe    /    et  étendre  Tintégration  à  toute  la  surface  S,  les  élé- 

ments  de  celte  surface  non  traversés  par  un  courant  donnant 
dans  l'intégrale  des  éléments  nuls.  Par  consécjuent,  la  formule  (i) 
peut  s'écrire 

('.>/  I  a.(iv  -\-  '^ffi/  -j-  ^^/h  =  ^T.   l  Utt-\-mi*'{-ni%')  r/o), 

la  prenùère  intégrale  étant  prise  le  long  de  la  courbe  C,  la 
seconde  étant  étendue  à  la  surface  S. 

in.  Transformation  de  l'intégrale  curviligne.  — Nous  pou- 
vons transformer  l'intégrale  curviligne  du  premier  membre.  Dans 
le  cas  où  la  courbe  C  est  plane  cette  transformation  est  très  facile. 
Kn  effet,  si  nous  prenons  le  plan  de  cette  courbe  pour  plan  des 
.ry,  rintégrale  considérée  se  réduit  à 


JcLfh'-\-'ifli/, 


où  a  et  |iJ  sont  des  fonctions  continues  et  uniformes  des  coordon- 
nées .;•  et  //.  Or,  on  sait  que  dans  ces  conditions  la  valeur  de 
l'intégrale  précédente,  quand  le  contour  d'intégration  est  décrit 
de  telle  sort*?  que  l'espace  illimité  se  trouve  à  gauche,  est  égale 


à  celle  de  rintéîjrale 


z—  )   dx  du 

du  J  -^ 


étendue  à  l'aire  plane  limitée  par  la  courbe  C. 
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ElTectuons  une  transformation  du  môme  grenre  dans  le  cas  où 
rintégrale  curviligne  est  prise  le 
long  d'un  contour  triangulaire 
ABC  dont  les  sommets  sont 
situés  sur  les  axes  de  coordon- 
nées (fig.  24).  Nous  pouvons 
obtenir  la  valeur  de  l'intégrale 
en  prenant  successivement  pour 
contours  d'intégration  OAB, 
OBC,  OCA  et  additionnant  les 
trois  résultats  obtenus,  puis- 
qu'en  opérant  ainsi  chacune  des 
droites  OA,  OB,  OC  est  prise 
deux  fois  en  sens  inverses  et  que 


Fig.  24. 


les  côtés  du  triangle  sont  parcourus  dans  le  sens  ABC.  Nous 
avons  donc 

ABC  •A)BC  *^()CA 

=  r(a</.r+.3</y) 

OU,  en  transformant  les  intégrales  curvilignes  du  second  membre 
pour  lesquelles  le  contour  d'intégration  est  dans  un  des  plans 
de  coordonnées, 


Jj^,  +  ^.dy+,d.)  =  (^  -  ^  )  '/.  d.  + 


dz  (L 


-y-  ]  (Ixihr 


Supposons  le  tétraèdre  OABC  infiniment  petit  et  désignons 
par  r/cu  l'aire  du  triangle  ABC  et  par  /,  m,  n  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  au  plan  de  ce  triangle.  Nous  avons  pour  les 
projections  du  triangle  sur  les  plans  de  coordonnées, 


OBC  =  W(o,         OCA  =  /;/^/w,         OAB=/îr/(o. 


I  o8  KLEC  TROMA  GSK  TISME 

Les  intégrales  du  second  membre  de  régalîté  précédente  devant 
être  étendues  à  l'une  de  ces  surfaces  infiniment  petites,  les  quan- 
tités placées  sous  le  signe  d'intégration  conservent  très  sensible- 
ment lu  même  valeur  et  peuvent  être  placées  eu  dehors  du  signe 
d'intégration  ;  nous  avons  donc  pour  la  valeur  de  l'intégrale 
curviligne  prise  le  long  d'un  contour  triangulaire  infiniment 
petit, 

c'abc 

Si  l'intégrale  curviligne  doit  être  prise  le  long  d'une  courbe 
(juelconque  C  limitant  une  surface  finie,  nous  pouvons  toujours 
décomposer  cette  surface  en  éléments  triangulaires  infiniment 
petits  et  obtenir  l'intégrale  curviligne  en  fuisant  la  somme  des 
intégrales  prises  le  long  des  contours  triangulaires  limitant  ces 
éléments  ;  par  consécpient,  puis<{ue  cha(iue  intégrale  triangulaire 
est  donnée  par  l'égalité  précédente,  nous  avons  pour  l'intégrale 
curviligne  prise  le  long  du  contour  (], 

If 


m 


l'intégrale  du  second  membre  étant  étendue  à  Taire  limitée  par 
la  courbe  C. 

118.  Relations  de  Maxwell.  — Remplaçons  dans  l'équation  (st) 
rintégrale  curviligne  par  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver, 
nous  obtenons 

/(h         d'i\  /  (i%         (h\  /  (l'i         ff%\']  , 

=  .4-  1  (///  +  nn'  +  rui')  dis). 
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Cette  égalité   devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  surface  d'inté- 
gration et  par  conséquent  quels  que  soient  /,  //i,  /i,  il  vient 


// 


I 

/  r/- 

rffi 

4:.' 

1 

\tlij 

dz 

I 

(  dn. 

dy 

4îc 

{dz 

dx 

I 

/<i 

d% 

47:  \  dx         dy 

Ces  formules,  établies  par  Maxwell,  lient  les  composantes  //,  r, 
w  de  rintensité  du  courant  aux  composantes  a,  jî,  v  de  la  force 
électromagnétique.  Faisons  observer  qu'elles  s'appliquent  aux 
courants  de  déplacement  aussi  bien  qu'aux  courants  de  conduc- 
tion, les  courants  de  déplacement  étant  supposés  obéir  aux  lois 
d'Ampère. 

119.  Action  d'un  pôle  sur  un  élément  de  courant.  —  Puisque 
dans  la  théorie  de  Maxwell  tout  courant  est  un  courant  fermé, 
l'assimilation  d'un  courant  fermé  à  un  feuillet  magnétique  per- 
met de  déterminer  Tactiou  exercée  par  un  système  quelconque 
de  courants  sur  un  système  d'aimants.  Par  l'application  du  prin- 
cipe de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  on  en  déduit  immé- 
diatement l'action  qu'exerce  un  système  d'aimants  sur  un  système 
de  courants.  Le  problème  de  la  détermination  des  actions  réci- 
proques qui  ont  lieu  entre  les  courants  et  les  aimants  se  trouve 
donc  complètement  résolu.  Mais  nous  pouvons  envisager  l'action 
exercée  par  un  pôle  d'aimant  sur  un  courant  fermé  comme  la 
résultante  des  actions  exercées  par  le  pôle  sur  les  différents  élé- 
ments du  circuit  parcouru  par  le  courant.  Nous  sommes  donc 
conduits  h  chercher  l'expression  de  ces  actions  élémentaires. 

120.  —  Considérons  le  système  formé  par  un  pôle  d'aimant 
égal  a  l'unité  et  un  circuit  parcouru  par  un  courant  d'intensité  i. 
Si  o  est  l'angle  solide  sous  lequel  le  circuit  est  vu  du  point  P  où 
se  trouve  placé  le  pôle,  les  composantes  de  la  force  qu'exerce  le 
courant  sur  ce  pôle  sont 

d'^  d'^  d'^ 

dx  '  (ly  '  dz 
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Les  composaiiles  de  lu  force  exercée  par  le  pùle  sur  le  courant 
étant  égales  et  de  signes  contraires  à  ces  quantités,  le  t^avai^  de 
cette  force  pour  un  déplacement  infiniment  petit  du  circuit  sera 

d'^^  c'est-à-dire  la   variation  de   Tangle  solide 
sous  lequel  le  circuit  est  vu  du  point  P. 

Cela  posé  prenons  un  circuit  AMB  dont  un 
élément  AB  (fig.  ^5)  peut  se  mouvoir  suivant  sa 
propre  direction.  Si  nous  donnons  à  AB  un 
déplacement  suivant  cette  direction  Tanglc 
solide  sous  lequel  le  circuit  est  vu  du  point  P 
ne  varie  pas.  l.c  travail  de  la  force  électroma- 
gnétique dans  ce  déplacement  est  donc  nul  et 
par  suite  celte  force  n'a  pas  de  composante  suivant  AB  :  Vcction 
élémentaire  est  normale  à  Vêlement, 


121.  —  Pour  avoir  l'expression  de  cette  force  et  déterminer 
complètement  sa  direction,  évaluons  de  deux  manières  diffé- 
rentes le  travail  qu'elle  accomplit  quand  l'élément  AB  du  circuit 
AMB  (fig.  2G)  passe  de  la  position  AB  ii 
la  position  AB'.  Il  faut  supposer  cju'il  y  a 
un  iil  métallique,  dirigé  suivant  BB'  et 
son  prolongement,  et  sur  le(juel  la  parties 
mobile  AB  du  circuit  glisse  en  s'appuyant 
constammeiit. 

(le  travail  est  égal  à  l'angle  solide  (b^ 
sous  le(jucl  le  triangle  ABB'  est  vu  du 
[)ole  P.  Les  dimensions  de  ce  triangle 
étant  infiniment  petites  par  rapport  aux 
longueurs  des  droites  PA,  PB,  PB',  nous 
pouvons  regaider  ces  droites  comme  égales 
entre  elles  ;  autrement  dit  nous  pouvons  confondre  la  surface  du 
triangle  avec  la  surface  découpée  dans  la  sphère  de  rayon  PA=  r 
par  Taiigle  trièdre  P.  La  surface  du  triangle  ABB'  est  donc  r^drf 
et  le  volume  du  tétraèdre*  PABB' est 


:\ 


Mais  on  peut  évaluer  le  volume  de   ce  tétraèdre   d'une  autre 
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manière  en  prenant  pour  base  le  triangle  PAB.  Si  nous  dési- 
gnons par  P  l'angle  BPA  sous  lequel  l'élément  de  courant  est 
vu  du  point  P  et  par  h  la  projection  de  BB'  sur  une  normale  au 
plan  PAB  nous  avons  pour  le  volume  du  tétraèdre 

'2        S 

et  en  égalant  les  deux  expressions  trouvées  pour  ce  volume, 

Tel  est  le  travail  de  la  force  /"qui  s'exerce  sur  l'élément  AB. 

Nous  en  aurons  une  autre  expression  en  écrivant  qu'il  est  égal 
au  produit  de  la  Torce  par  la  projection,  sur  la  direction  de  la 
force,-  du  chemin  parcouru  par  le  point  d'application.  Si  nous 
admettons  que  la  force  est  appliquée  au  milieu  C  de  l'élément,  le 
chemin  décrit  par  le  point  d'application  est  CC,  qui  est  la  moitié 
de  BB'.  En  appelant  //'  la  projection  de  BB'  sur  la  direction  de 
la  force  fy  le  travail  de  cette  force  est 

et,  puisqu'il  est  déjà  donné  par  la  relation  (i),  nous  avons 

P 

fh'==^—h. 

'  r 

.     .         P 
Cette    égalité    est    satisfaite   si    h  =  h'  et  si  /'  =  —  ;    mais 

h  =  h'  exprime  que  la  force  est  normale  au  plan  PAB.  Par 
conséquent  la  force  exercée  par  un  pôle  iV aimant  sur  un  élément 
de  courant  est  normale  au  plan  passant  par  le  pôle  et  par  C  élé- 
ment. Sa  valeur  pour  un  pôle  magnétique  de  masse  m  et  pour 
une  intensité  /  du  courant  traversant  l'élément  est 

^ miV 


r 


Comme  l'angle  P  dépend  de  r  et  varie  en  raison  inverse  de 
cette  quantité,  l'action  élémentaire  /'varie  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  du  pôle  à  l'élément. 
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122.  Travail  èlectrodynamique.  —  Nous  admettrons  que  deux 
circuits  parcourus  par  des  courants  d'intensité  /et  r  étant  en  pré- 
sence, le  travail  des  forces  agissant  sur  l'un  d'eux,  lorsqu'il  se 
déplace  par  rapport  à  l'autre,  est  donné  par  un  certain  potentiel 
T  proporlionnel  aux  intensités  /  et  /'  et  ne  dépendant,  quand  i 
et  /'  restent  constants,  que  de  la  forme  et  de  la  position  relative  des 
deux  circuits.  Celle  hypothèse  se  trouve  vérifiée  expérimentale- 
ment par  les  consé(iuences  ([ui  s'en  déduisent. 


123.  Solénoïdes,  — Partageons  une  courbe  AB  (fig.  vty)  en  une 
infinité  d'arcs  égaux  au  de  longueur  infiniment  petite   o  et  par 

les  milieux  de  ces  arcs  menons  les  plans  C  nor- 
maux à  la  courbe.  Dans  chacun  de  ces  plans  traçons 
des  courbes  fermées  égales,  d'aire  rfw,  et  conte- 
nant le  point  d'intersection  de  leur  plan  avec  la 
courbe  AB.  Si  nous  supposons  chacune  de  ces  cour- 
bes parcourues  dans  le  même  sens  par  des  courants 
de  même  intensité  /,  ce  système  de  courants  porte 
le  nom  de  solénoïdc. 

Chacun  des  courants  qui  composent  le  solénoïde 
esté([uivalent,  au  point  de  vue  de  l'action  exercée  sur  un  pôle  d'ai- 
mant, à  un  feuillet  magnéll([ue  de  même  contour  et  de  puissance  i. 
Si  nous  prenons  pour  épaisseur  de  ces  feuillets  la  longueur  o  des 
arcs  élémentaires,  les  ({uantltés  de  magnétisme  que  possède  cha- 

•  ■ 

cune   de   leurs  faces  seront  +  -^  r/o)  et ^  ^/w  ;   les  faces  en 

0  0 

contact  de  deux  i'euillets  consécutifs  possèdent  donc  des  masses 
magnéll([ues  égales  et  de  signes  contraires  et  leur  ensemble  n'a 


l'itr.  27. 
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aucune  action   sur  un    point  extérieur.   Par   conséquent  l'action 
du  solénoïde  se_  rgduit  à  celles   de    deux   masses   magnétiques 

dtù  et  —  rfr  diù  situés  aux  extrémités  de  AB.  Ce  sont  les 


pôles  du  solénoïde,  • 

Si  la  courbe  AB  est  limitée,  le  solénoïde  a  deux  pôles  égaux 
et  de  noms  contraires  ;  si  la  courbe  AB  a  une  de  ses  extrémités 
à  Tinfini  le  pôle  correspondant  du  solénoïde  est  rejeté  à  Tinfini 
et  Taction  du  solénoïde  se  réduit  à  celle  de  Tautre  pôle  ;  enfin 
si  la  courbe  AB  est  fermée  le  solénoïde  n'a  plus  de  pôles. 

124.  Solènoïdes  et  courants,  — L'expérience  montre  que  l'ac- 
tion d'un  solénoïde  fermé  sur  un  courant  est  nulle.  De  ce  fait 
expérimental  il  est  facile  de  déduire  que 
l'action  d'un  solénoïde  ouvert  ne  dépend 
que  de  la  position  de  ses  pôles. 

Soient  T  le  potentiel  relatif  à  l'action 
exercée  par  un  solénoïde  ACB  (fig.  28) 
sur  un  courant  se  déplaçant  dans  son 
voisinage  et  T'  le  potentiel  relatif  a 
l'action  d'un  second  solénoïde  BD  A  choisi 
de  manière  h  former  avec  le  premier  un  solénoïde  fermé;  nous 
aurons  pour  le  potentiel  de  l'ensemble  de  ces  deux  solènoïdes 

T  +  T'=o. 

Cette  égalité  est  satisfaite  tant  que  le  solénoïde  ACBDA  reste 
fermé,  quelles  que  soient  les  déformations  que  nous  fassions 
subir  aux  portions  qui  le  composent.  Si  en  particulier  nous  ne 
déformons  que  le  solénoïde  ACB  le  potentiel  de  BDA  conserve 
la  même  valeur  T'  et,  h  cause  de  l'égalité  précédente,  T  ne  varie 
pas.  Le  potentiel  d'un  solénoïde  ACB  conserve  donc  la  même 
valeur  quand  ses  pôles  A  et  B  restent  dans  les  mêmes  positions  ; 
en  d'autres  ternies  le  potentiel  ne  dépend  que  de  la  position  dçs 
pôles  du  solénoïde. 

125.  —  Le  raisonnement  précédent  subsiste  encore  lorsque 
l'un  des  pôles,  B  par  exemple,  du  solénoïde  ACB  est  rejeté  h 
l'infini,  car  il  suffit  pour  obtenir  un  solénoïde  fermé  d'y  adjoindre 
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un  second  solénoïde  dont  le  pôle  de  nom  contraire  à  B  est  égale- 
ment rejeté  à  Tinfini.  Mais  dans  ces  conditions  l'action  du  solé- 
noïde ACB  se  réduit  à  celle  du  pôle  A  ;  le  potentiel  d*un  pôle 
de  solénoïde  dépend  donc  uniquement  de  sa  position  par  rapport 
aux  courants  qui  agissent  sur  lui. 

126.  —  Faisons  observer  qu'au  début  de  Télectromagnétismc 
nous  avons  admis  que  le  potentiel  d'un  pôle  magnétique  soumis 
à  l'action  de  courants  fermés  ne  dépendait  que  de  la  position  du 
pôle  par  rapports  aux  courants  ;  et  c'est  sur  cette  seule  hypo- 
thèse qu'ont  reposé  tous  nos  raisonnements.  Puisqu'il  en  est  de 
même  pour  le  potentiel  d'un  pôle  de  solénoïde  soumis  à  l'action 
de  courants  fermés,  nous  démontrerions  de  la  même  manière  que 
dans  ce  nouveau  cas  le  potentiel  est  encore  de  la  môme  forme. 
Le  potentiel  électrodynamique  d'un  pôle  de  solénoïde  sera  donc 
proportionnel  à  l'angle  solide  o  sous  lequel  on  voit  de  ce  pôle 
les    faces  positives  des  courants   qui  agissent    sur   lui,    et   à  la 

masse     magnétique  dr    — ^ —  équivalente   au    pôle  du  solénoïde 

dans  les  actions  électromagnétiques.  Comme  d'autre  part  nous 
avons  admis  (121)  que  le  potentiel  d'un  courant  qui  se  déplace 
en  présence  d'un  autre  courant  d'intensité  «'  est  proportionnel 
à  i'  nous  aurons  pour  le  potentiel  d'un  pôle  de  solénoïde  soumis 
à  Faction  d'un  seul  courant 

1  =±a — s — P. 

0      ^ 

Des  expériences  précises  ont  montré  que  le  coefficient  a  est 
égal  à  l'unité  quand  les  intensités  sont  exprimées  en  unités 
électromagnétiques  ;  nous  avons  donc 

iV/w    ., 

c'est-à-dire  que  l'action  électrodynamique  qui  s'exerce  entre 
un  pôle  de  solénoïde  et  un  courant  est  égale  ii  l'action  électro- 
magnétique qui  a  lieu  entre  ce  courant  et  une  masse  magné- 
tique dr  — :5 —  dont  le  signe  est  déterminé  par  le  sens  du  courant 
dans  le  pôle  solénoïdal. 
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127. —  Lorsque  le  solénoïde  a  deux  pôles  A  et  B  (fig.  29)011  peut, 
sans  changer  son  action,  lui  ajouter  un  solénoïde  BC  vA 
«'étendant  à  Tinfinî  dans  une  direction  C  et  par- 
couru par  deux  courants  de  sens  inverses  d'inten- 
sité égale  a  celle  du  courant  qui  parcourt  AB. 
L'ensemble  de  ces  trois  solénoïdes  peut  être  con- 
sidéré comme  deux  solénoïdes  infinis  dont  l'un  a 
son  pôle  en  A,  l'autre  son  pôle  en  B  et  dans  lesquels 
circulent  des  courants  de  même  intensité  et  de  sens 
contraires.  Ces  deux  pôles  équivalent  à  deux  masses 
magnétiques  égales  et  de  signes  contraires  de  sorte 
que  le  solénoïde  fini  AB  est  assimilable  h  un  aimant  uniforme  de 
même  longueur. 


l'ïg.  29. 


128.  Potentiel  électrodynamique  d'un  courant  inûniment 
petit.  —  Un  courant  infiniment  petit  peut  être  considéré 
comme  un  élément  de  solénoïde  de  longueur  5.  Si  donc  sa  surface 
est  dio  et  son   intensité  /,  il  peut  être  assimilé   à    deux  masses 

magnétiques    -j-  —s —  et ^ —  placées  en  A  et  B  a  une  dis- 
tance 0  l'une  de  l'autre. 

Appelons  û  le  potentiel  de  l'action 
qu'exerce  le  système  des  courants  fixes  sur 
l'unité  de  magnétisme  positif  placée  au 
point  A  (fig.  3o).  Au  point  B,  infiniment 
voisin  de  A,  le  potentiel  sera  û  -f-  rfû.  Par 
conséquent  le  potentiel    des    deux   masses 

magnétiques  qui  remplacent  le  courant  infiniment  petit  a  pour 

expression 


Fig.  Jii. 


Û 


0 


/  ^         i^N    îd{ù  j^^  idifi 

(U  +  rfQ)  .^—-=  —  dil—^- 

^  0  à 


En    désignant  par  .r,  y,   z  les   coordonnées   du   point  A,    il 
vient 


ou  encore 


dÙ  =  --r—dx  +  -j—dîj+  -7-  dz, 
dx  dy  dz 


dÇl  =  —  (arf.r  +  [îrfy  +  yrfc) , 
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a.,  p,  V  étiint  les  composantes  de  In  force  qu'exerce  le  système 
(le  courants  fixes  sur  Tunilé  de  pôle  magnétique  situé  en  A. 

Si  nous  appelons  /,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  direc- 
iîun  AU  de  la  normale  au  plan  du  courant  infiniment  petit,  les 
quantités  d.f,  tli/,  dz  ont  pour  valeurs 

(/,(■  =  IZ,         <iy  =  mo,         rh  :^  nô, 

et  l'expression  de  dQ  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dû  =  —  (a/  +  P/H  +  yn)  5. 

On    a  alors   pour    le   potentiel  du   courant  infiniment  petit, 

-  du  ^  =  I  (a/+  ?/H  +Yn)  <^w. 


r^i/A-^ 


c'est-à-dire  ([ue  le  potentiel  d'un  eourant  élémentaire  est  égal  au 
produit  de  son  intensité  par  le  flux  de  force  qui  pénètre  par  sa 
face  positive. 

129.  Potentiel  électrodynamique  d'un  courant  fermé.  — 
Dans  le  cas  où  l'on  a  un  sjstème  de  courants  fixes  agissant  sur  un 
courant  fini  mobile  on  peut  décomposer  le  courant  mobile  en  une 
infinité  de  courants  élémentaires  de  même  intensité  et  circulant 
dans  le  même  sens.  L|('' potentiel  du  courant  ainsi  décomposé  est 
égal  à  la  somme  des  potentiels  des  courants  élémentaires;  il  est 
donc 

(') 

l'intégrale  étant  étendue  à  tonte  la  surface  d'une  aire  courbe  ou 
plane  (|iiclcun<[ue  limitée  par  le  courant  mobile. 

130.  Autre  expression  du  potentiel  d'un  courant.  —  L'inté- 
grale précOdcnte  étendue  ù  une  surface  peut  ôtrc  remplacée  par  une 
intégrale  curviligne  prise  le  long  du  circuit  traversé  par  le  cou- 
rant. C'est  la  transformation  inverse  a  celle  que  nous  avous 
employée  au  paragraphe  117.  En  se  reportant  à  ce  que  nous 
avons  dit  à  cet  endroit  il  est  facile  de  voir  que  l'intégrale 


-  ifi'^  -h  ?'«  +  y)  'l<^> 


:ij'{l'Ji+G,lg  +  Uih), 


CAS  DTN  COURANT  DANS  UN  MILIEU  MAGNÉTIQUE 

prise  le  long  du  circuit  mobile,  est  égale  à 


117 


//['< 


d\\        dG 

dy 


dG\  /dF        dll\ 

dz  /  \  dz         dx  j 


cfé^» 


dG        dF 


dtù 


étendue  à  une  surface  limitée  par  le  même  circuit.  Si  donc  on 
veut  que  l'intégrale  (2)  représente  le  potentiel,  donné  par  l'inté- 
grale (i),  d'un  courant  fermé,  il  faut  qu'on  ait 


(3) 


|^aC«M/A 


_  rfG         dF 

*         dx  dy 


Les  quantités  F,   G,    II   ainsi   introduites  sont  appelées    par   ^    */^ibt  iu^%^ 
Maxwell  les  composantes  du  moment  électromagnétique  (le  "^ot  I.i_  ^^ 

moment  est  pris  dans  le  sens  de  quantité  de  mous^ement).  \    j    i    g    g 


quantité 


131.  Cas  d'nn  courant  se  déplaçant  dans  un  milieu  magné- 
tique. —  Jusqu'ici  nous  avons  implicitement  supposé  que  s'il 
existe  des  aimants  en  présence  du  courant  mobile,  celui-ci  ne 
les  traverse  pas.  Examinons  le  cas  où  le  courant  mobile  se  déplace 
dans  un  milieu  magnétique. 

Il  peut  y  avoir  indécision  sur  le  choix  des  quantités  à  prendre 
pour  les  composantes  a,  p,  y  de  la  force  qui  s'exerce  sur  l'unité 
de  pôle.  Nous  avons  vu,  en  effet,  à  propos  des  aimants,  que  la 
force  qui  agit  sur  un  pôle  placé  à  l'intérieur  d'une  cavité  creusée 
dans  un  milieu  magnétique  dépendait  de  la  forme  de  la  cavité, 
et  parmi  les  valeurs  qu'elle  peut  prendre  nous  en  avons  consi- 
déré deux  :  l'une  (la  force  magnétique)  ayant  pour  composantes 


a 


dû 


P  =  - 


da 


da 
1h' 


H^-fi^Sl 
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Tautre  {V induction  magnétique)  de  composantes 
B=.lf-*-^r2  a  =  a-t-47rA,        A=^+47îB,        c  =  y+47îC, 

û  désignant  le  potentiel  de  Taimant  et  A,  B,  C  les  composantes 
de  la  magnétisation  au  point  considéré. 

Mais  la  forme  des  équations  (3)  permet  de  lever  facilement 
rindétermination  et  montre  qu'il  faut  y  introduire  les  compo- 
santes de  l'induction  magnétique.  En  effet,  en  prenant  les  déri- 
vées des  deux  membres  de  chacune  d'elles  respectivement  par 
rapport  à  x^  y,  z^  on  obtient 


di^k 


h 


^tMlSi^ 


do^  ^dp^  rfY  _ 


dx         dy         dz 


o. 


Or  nous  avons  vu  que  cette  condition  n'est  pas  satisfaite  par 
les  composantes  de  la  force  magnétique  dans  le  cas  d'un  point 
intérieur  aux  masses  magnétiques  tandis  qu'elle  Test  toujours 
pour  les  composantes  de  l'induction.  C'est  donc  ces  dernières 
qu'il  faut  introduire  dans  les  formules  ;  celles-ci  deviennent 


d\\         dG 

a  - 


dy 

dz 

dF 

dll 

dz 

dx 

dG 

dF 

(4)  [f'=iT- 


dx  dy 

m 

132.  —  Une  indétermination  du  même  genre  a  eu  lieu  pour 
les  formules  du  paragraphe  ii8  qui  donnent  les  composantes  //, 
Vy  tv,  de  la  vitesse  d'un  courant  en  fonction  de  a,  ^,  y,  mais  il  est 
facile  de  la  lever  eu  montrant  que  dans  ce  cas  on  ne  doit  pas 
prendre  les  composantes  de  Tinduction. 

En  effet,  plaçons-nous  dans  le  cas  particulier  où  le  circuit 
mobile  n'est  traversé  par  aucun  courant  ;  nous  aurons  alors 
w  =  f'  ==  >v  =o.  Si  donc  on  prenait  les  composantes  de  l'induc- 
tion il  viendrait 

de         db  da         de  db         da 

dy         dz  '        dz         dx  '        dx         dy  ' 
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conditions  qui  ne  sont  pas  satisfaites  en  général.  Nous  ne  pouvons 
donc  prendre  les  composantes  de  Tinduction  et  nous  devons  con- 
server les  composantes  a,  ^,  y  de  la  force  magnétique.  Nous  nous 
contenterons  de  ce  double  aperçu,  en  Tabsence  d'une  théorie 
plus  satisfaisante. 

133.  Déterminations  des  composantes  du  moment  électro- 
magnétique. —  Abandonnons  le  cas  où  le  courant  mobile  se 
meut  dans  un  milieu  magnétique  et  cherchons  les  composantes 
F,  G,  H  du  moment  magnétique. 

Les  trois  équations  différentielles  (3)  ne  suffisent  pas  pour 
déterminer  ces  quantités,  car  il  est  facile  de  voir  que  si  F,  G,  H 
est  une  solution  de  ces  équations,  le  groupe  de  valeurs 

F-l-^        G-l-A        H4.-^ 

où  y^  est  une  fonction  quelconque  des  coordonnées,  est  également 
une  solution  du  système.  En  effet,  le  second  membre  de  la  pre- 
mière des  équations  devient  quand  on  substitue  à  F,  G,  H  les 
valeurs  précédentes, 

ay  \  az  /        az   \  dy  j        dy  dydz  dz 

dydz  dy  dz 

et  le  dernier  membre  de  cette  suite  d'égalités  est  égal  à  a  puis- 
que, par  hypothèse,  F,  G,  H  forment  une  solution  du  système. 
On  verrait  par  un  calcul  semblable  que  les  deux  autres  équations 
sont  également  satisfaites. 

134.  —  Pour  déterminer  les  composantes  F,  G,  II  nous  devons 
donc  leur  imposer  la  condition  de  satisfaire  a  une  nouvelle 
équation.  Maxwell  prend  pour  cette  équation  de  condition, 

dY         dG         dH  éUt^^O 

En  tenant  compte  de  cette  relation  il  est  possible  de  trouver 


\ 
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entre  les  composantes  //,  v^  ^  de  la  vitesse  du  courant  et  les 

composantes  F,  G,  H  du  moment  magnétique  trois  relations  qui 

nous  permettront  d'obtenir  les  valeurs  de  ces  dernières  quan* 

^  tités.  Nous  avons,  d'après  les  formules  du  paragraphe  ii8  et  les 

formules  (3)  du  paragraphe  i3o: 

.^^CUft^ciAc^^         _  rfy        d^  _    d'G         d'F         rf-F  dm 

!".  dy         dz         dxdy  dy^  dz^  dxdz 

w 
w 

*  ou,  en  ajoutant  et  retranchant  au  second  membre  la  quantité 

rf'F 
;,  .  ^  et  groupant  les  termes  d'une  manière  convenable 

f.  ,  d'F         d'G  dm         d'F        d'F        d'F 


dx^         dxdy  dxdz         dx^  dy^  dz^ 

^^  ou  enfin 

•7  Si  on  suppose  que  l'équation  (5)  est  toujours  satisfaite,  c'est-à- 

h.'  dire  qu'elle  est  une  identité,   les  dérivées  partielles  de  J   sont 

L.  nulles  et  la  relation  (6)  se  réduit  à 

Cette  équation  étant  analogue  a  l'équation  de  Poisson,  F  peut 
être  considéré  comme  le  potentiel  d'une  matière  attirante  de 
densité  //.  D'après  ce  que  nous  savons  sur  la  forme  du  potentiel 

i.  '  qui  satisfait  à  une  telle  équation  nous  pouvons  poser  immédia- 

r.  tement 


r 


r. 


=/-.. 


rintégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  d'z  de  l'espace  tout 
entier  ;  w  est  la  valeur  de  la  première  composante  du  courant  au 
>■ .  centre  de  gravité  de  l'élément  d'z  et  r  est  la  distance  de  cet  élé- 

ment au  point  X,  y,  z. 

Nous  obtiendrons  par  des  calculs  analogues 


r  * 


r. 


:/-^rf.,       11=     h^d.. 


I. 
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Ces  valeurs  de  F,  G,  H  satisfont  nécessairement  aux  équa- 
tions différentielles  (3)  ;  montrons  que  Téquation  de  condition 
(5)  est  également  satisfaite  et  pour  cela  cherchons  les  dérivées 
partielles  de  F,  G,  H  qui  y  entrent. 

135.  —  Donnons  a  jin  point  de  coordonnées  x,  y,z  un  déplace- 
ment parallèle  a  Taxe  des  a:  et  de  grandeur  dx  ;  la  distance  de 
ce  point  aux  différents  éléments  de  la  matière  attirante  fictive  de 
densité  u  croît  de  dr  et  le  potentiel  F  au  point  considéré  aug- 

dF  . 

mente  de  --^ —  dx.    Mais  supposons  qu'au   lieu    de    déplacer    le 

point  attiré  a:,  y,  z,  comme  nous  venons  de  le  faire  en  laissant 
fixe  la  matière  attirante,  nous  donnions  aux  divers  points  de  la 
matière  attirante,  un  déplacement  égal  à  —  dxy  en  laissant  fixe 
le  point  Xy  y,  z;  cela  reviendra  absolument  au  même.  L'accrois- 
sement dr  de  la  distance  du  point  attiré  au  point  attirant  sera 
évidemment  le  même,  si  Ton  donne  au  point  attiré  un  déplace- 
ment quelconque,  ou  si  c'est  le  point  attiré  qui  subit  un  déplace- 
ment parallèle  égal  et  de  sens  contraire.  Cela  revient  à  supposer 
que  la  densité  //  au  centre  de  gravité  de  l'élément  devient  après 

le  déplacement,  u  -| — j —  dx.  Nous  avons  donc 


dx  = 


dx 


/»  dn    ,  /* 

U'i--j—dx  I 


la  première  intégrale  étant  étendue  h  tout  le  volume  occupé  par 
la  matière  attirante  après  le  déplacement.  Or  ces  deux  champs 
d'intégration  sont  les  mêmes  puisque  tous  deux  comprennent 
l'espace  tout  entier  ;  par  conséquent,  nous  avons  simplement 


dx 
d'où 


/du 
r 


rfF     .  /    dx        ^^^ 


dF  i     i    du    , 

dz. 


- 


dx  I      r  dx 
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Nous  obtiendrons  des  expressions  analojs^ues  pour  les  diflTc- 
renlielles  partielles  de  G  par  rapport  à  y  et  de  II  par  rapport 
à  z  ;  leur  addition  donne 

(Le  (II/  (Iz  J      r  \  (Le        dy  ^    dz  ) 

Tous  les  éléments  de  cette  dernière  intégrale  sont  nuls  puisque, 
pour  Maxwell,  Télectricité  est  incompressible  et  que  Téquation 
qui  exprime  cette  incompressibilité  est 


du         dçf         (h\* 

+  -7 h-T-=0. 


(Lv         dy  dz 

L'équation  de  condition  (5)  est  donc  satisfaite. 

136.  —  Revenons  au  cas  où  le  milieu  étant  magnétique,  les 
composantes  F,  G,  II  du  moment  électromagnétique  sont  liées 
à  celles  de  Tinduction  par  les  équations  (4).  Il  est  facile  de 
s'assurer  que  ces  équations  et  l'équation  de  condition  (5)  seront 
satisfaites  si  l'on  prend  pour  F,  G,  II  le  produit  des  valeurs  trou- 
vées par  le  coefficient  de  perméabilité  magnétique  [jl  du  milieu  ; 
nous  avons  donc 


F:= 


jx    /    ^(h,  G  =  [x    1    ^(h,         H=[x    1    ^(h, 


137 .  Valeurs  de  Ff  G,  H  pour  un  courant  linéaire.  —  Plaçons- 
nous  dans  le  cas  particulier  où  en  présence  du  courant  mobile  il 
n'y  a  qu'un  seul  courant  dont  le  circuit  est  formé  par  un  fil  de 
faible  section  dv.  L'intensité  de  ce  dernier  courant  étant  désignée 

par  if  la  vitesse  de  l'électricité   est  —r-  et  la  direction  de  cette 

vitesse  est  celle  de  la  tangente  au  circuit  menée  dans  le  sens  du 

,.  ,  d.v      (11/ 

courant.   Les  cosinus  directeurs  de  cette  tangente  sont  -T~i"~f"' 

°  (is       ds 

//- 
-j^  (en  appelant  ds  l'élément  d'arc  du  circuit),  de  sorte  que  l'on 


FORMVLE  DE  NEUMASy 


i'i3 


a  pour  les  composantes  //,  f',  iv  de  la  vitesse  de  rélectricité 


II 


i     dx 
Ih  HT' 


i     dy 


iV  = 


i      dz 
d(T    ds 


ou,  puisque  dfids  =  rfx, 

idj: 


(7) 


tt 


d-z   ' 


idy_ 
dz  ' 


ii' 


idz 


Par  conséquent  la  composante  F  du  moment   électromagné- 
tique en  un  point  de  l'espace  peut  s'écrire 


,,  lu,  i    idx 


et  nous  avons  pour  les  trois  composantes 


\        p_;    /   il-': 


G:=J 


H 


/dz 


13S,  Formule  de  Neumann.  —  Soit  C  (fig.  3i)  un  circuit  fixe 
parcouru  par  un  courant  d'intensité  /,  et  C  un  circuit  mobile 
parcouru  par  un  courant  d'intensité  i'.  Le  potentiel  électrodyna- 
mique T  du  courant  CJ  par  rapport  au 
courant  C  a  pour  valeur, 

ds 


T:=:i'  f{Fdx'-\-Gdfy-\-\\dz'). 

9/Cf 


Dans  cette  expression  F,  G,  II  sont 
relatives  au  circuit  C  puisque  ce  circuit 
est  seul  en  présence  du  circuit  mo- 
bile ;  si  donc  nous  supposons  que  ce  circuit  est  formé  d'un  fil 
de  faible  section,  F,  G,  II  sont  données  par  les  expressions  (8) 
trouvées  précédemment  et  dans  lesquelles  r  est  la  distance  du 
milieu  de  l'élément  ds  au  milieu  de  rélénient  ds'.  En  portant 
ces  valeurs  dans  l'expression  de  T  nous  obtenons 


J  j 


dzdz' 


J 


I  i\  ÉLFXTRODYyAMIQUE 

et,  en  appelant  e  l'angle  des  deux  cléments  ds  et  ds' y 


.  rp -./Il     dsds'  cos  e 

(9)  *  — 


- 


'// 


r 


>' 


^ 


Telle  est  la  forme  donnée  par  Neumann  au  potentiel  électro- 
dynamique d'un  courant  par  rapport  à  un  autre. 

La  symétrie  de  cette  formule  par  rapport  à  /  et  /',  à  ds  et  ds' 
montre  que  le  potentiel  élcclrodynamique  de  C  par  rapport  à  C 
est  égal  au  potentiel  électrodynamique  de  C  par  rapport  h  C. 

139.  Nouvelle  expression  du  potentiel  électrodynamique 
d'un  courant  —  La  formule 


\T^cJA*(^  T  =  iJ{Pdx  +  Gd7j  +  Udz) 


%jHéc 


peut  facilement  se  mettre  sous  une  autre  forme  qui  nous   sera 
utile  dans  ce  qui  va  suivre. 

Des  valeurs  (7)  établies  au  n°  137  on  tire  immédiatement 

idx  =  ud'Zy       idij  =  çd-z^       idz  =  ivd'z^ 
et  en  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  T,  il  vient 

(10)  T  =f{Fu  +  G^  +  Hir)  (/t, 


l'intégrale  étant  étendue  a  l'espace  occupé  par  la  matière  con- 
j.  ductrice  qui  constitue  le  circuit  mobile. 


140.  Potentiel  électrodynamique  d'un  courant  par  rapport 
à  lui-même.  —  On  peut  par  la  pensée  décomposer  un  circuit  tra- 
[*  versé  par  un  courant  en  une  infinité  de  circuits  de  section  infini- 

;•,  ment  petite.   Chacun   des  courants    ainsi   obtenus   possède    par 

i  rapport  aux  autres  un  potentiel  électrodynamique  ;  la  somme  de 

ces  potentiels  est  ce  ([u'on  appelle  le  potentiel  du  courant  par 
rapport  a  lui-môme.  Cherchons  l'expression  de  ce  potentiel. 

Soient  u,  r,  iv  les  composantes  de  la  vitesse  de  l'électricité 
en  un  point  du  circuit,  F,  G,  II  les  composantes  du  moment 
électromagnétique  en  ce  même  point,  etT  le  potentiel  du  courant 


I  ■ 
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par  rapport  à  lui-même.  Si  nous  donnons  à//,  f',  h»,  les  accroisse- 
ments du^  ch,  dvVy  ces  quantités  F,  G,  II,  et  T  prendront  respec- 
tivement les  accroissements  rfF,  rfG,  d\\  et  rfT.  Le  courant  qui 
circule  alors  dans  le  circuit  peut  être  considéré  comme  résultant 
de  la  superposition  du  courant  primitif  et  du  courant  provenant 
de  Taccroissement  donné  à  la  vitesse  de  Télectricité  ;  nous 
appellerons  ce  dernier,  courant  supplémentaire.  L'accroisse- 
ment rfT  du  potentiel  peut  donc  être  regardé  comme  égal  à  la 
somme  du  potentiel  du  courant  ancien  par  rapport  au  courant 
supplémentaire  et  du  potentiel  du  courant  supplémentaire  par 
rapport  à  lui-même.  Le  potentiel  du  courant  primitif  par  rapport 
au  courant  supplémentaire  est,  d'après  l'expression  (lo)  du 
potentiel  d'un  courant 


Ç[ndF  +  vdG  -f-  fvrfll)  d-z. 


Quant  au  potentiel  du  courant  supplémentaire  par  rapport  à 
lui-même,  ce  sera  une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre 
et  on  pourra  le  négliger  ;  on  a  donc 


dl  ={\iid¥  -f-  ^dG  -f-  svdW)  d-z. 


Mais  on  peut  considérer  c/T  comme  étant  égal  au  potentiel  du 
courant  supplémentaire  par  rapport  au  courant  primitif  aug- 
menté du  potentiel  du  courant  supplémentaire  par  rapport  à 
lui-même.  En  négligeant  ce  dernier,  il  vient 


dT=f(Fdu  +  Grf^  +  IL/h')  rfT, 


et  en  additionnant  les   deux  valeurs  de  dT  puis  divisant  par  2, 


dT  =  —    I    {Fdit-\-itdF-\-Gdç-Jri'dG'hildiv-h^'dH)d':, 


ou 


dT  =  —d    I    (Fu  +  Gç  +  llw)d'z. 
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L'intégration   donne  pour   la  valeur  du   potentiel  du  courant 
par  rapport  à  lui-même 


ijh'C'l^        (i.)  "^=-7  /  (F"  +  G.'+II 


JV 


)rfT. 


141.  —  Remarquons  que  le  raisonnement  qui  nous  a  conduit 
à  cette  expression  s'applique  tout  aussi  bien  au  cas  d'un  système 
de  plusieurs  courants  qu'à  celui  d'un  courant  unique.  Cette 
expression  représente  donc  d'une  manière  générale  le  potentiel 
électrodynamique  d'un  système  de  courants  par  rapport  à  lui- 
même.  Il  faut  alors  étendre  l'intégration  à  tout  le  volume  occupé 
par  les  conducteurs  matériels  du  système,  ou  bien  encore  à 
l'espace  tout  entier,  ce  qui  revient  au  même  puisque  le  système 
est  supposé  n'être  en  présence  d'aucun  autre  système  de  courants. 

142.  Expressions  diverses  du  potentiel  d'un  système  de 
courants  par  rapport  à  lui-même.  —  Nous  avons  établi  au  para- 
graphe 134  que  la  composante  F  du  moment  électromagnéticjue 
en  un  point  de  l'espace  est  donnée  par  la  formule 


///V/t' 


r  étant  la  distance  du  point  considéré  à  l'élément  de  volume  d'z' 
pour  lequel  la  composante  de  la  vitesse  est  u'.  Au  point  de  l'es- 
pace occupé  par  un  élément  de  volume  d'z  d'un  système  de  cou- 
rants les  composantes  du  moment  électromagnétique  relatif  au 
svstème  lui-même  seront  donc 


-/- 


En  portant   ces  valeurs  dans    l'expression    (i«)    du    potentiel 
clectrodynaniique  du   système  par  rapport  à  lui-même  il  vient 


T-= 
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Chacune  des  intégrales  doubles  du  second  membre  de  cette 
égalité  doit  être  étendue  à  toutes  les  combinaisons  possibles  de 
deux  éléments  dz  et  rf-r'.  Ces  éléments  appartenant  au  même 
système  de  courants,  un  même  élément  de  volume  joue  le  rôle 
de  d'z  et  de  d'z'  et  chaque  intégrale  contient  deux  fois  le  même 
élément  différentiel.  Si  Ton  ne  prend  qu'une  seule  fois  chaque 
élément  différentiel  il  faut,  dans  Tégalité  précédente,  porter  le 
double  du    résultat  obtenu  par  l'intégration  ainsi  conduite.  Le 

facteur  —  disparaît  donc  et  on  a  la  formule 

(.2)     T=  f  r""'+ 7; +""''./../.'■ 

143.  —  Dans  l'expression  (ii)  du  travail  électrodynamique, 
nous  pouvons  remplacer  11^  ^,  (v  par  leurs  valeurs  : 


ItrAdy  dzr 

**  ~"  4-  \  dz  dx  I  ' 

I    /r/^  d%\ 

A-K  \  dx  du  J  ' 


nous  obtenons 


811      f     L      \  dj/        dz  I  \dz       dx  I 


J'-jkJ^^^'^ 


"(Î-J)]-- 


Considérons  l'intégrale 


en  intégrant  par  parties,  il  vient 


fff'H'I"~'~-fJ'P"'- 
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m  étant  le  cosinus  de  Taxe  des  y  avec  la  normale  h  Télément 
diù  de  la  surface  qui  limite  le  volume  d'intégration.  Si,  comme 
nous  en  avons  le  droit,  nous  étendons  les  intégrales  triples 
à  l'espace  tout  entier,  les  composantes  a,  p,  y,  de  la  force  qui 
s'exerce  sur  un  point  de  la  surface  limitant  le  volume  sont  nulles, 
puisque  le  point  est  rejeté  à  l'infini.  Les  éléments  de  l'intégrale 
double  sont  donc  nuls  et  l'intégrale  elle-même  est  égale  a  zéro. 
Nous  avons  donc  simplement 


/"^^'---/rf- 


En  effectuant  une  transformation  analogue  pour  les  autres 
intégrales  de  l'expression  précédente  de  T  et  portant  les  valeurs 
obtenues  dans  cette  expression,  on  obtient 


Hi'--*  ^„T= iy[.(f -§)+,(§ -S) 


+^(S-£)]*- 


dy, 

144.  —  Cette  nouvelle  forme  du  potentiel  peut  être  simplifiée  en 
:*  tenant  compte  des  groupes  d'équations  (3)  et  (4)  qui  donnent  les 

valeurs  des  différences  des  dérivées  partielles  de  F,  G,  II,  dans  le 
cas  où  le  système  de  courants  est  dans  un  milieu  non  magné- 
tique et  dans  le  cas  où  il  est  au  contraire  dans  un  milieu  magné- 
tique. Nous  avons  dans  le  premier  cas 

et  dans  le  second 


f' 


i  X  f M«B  'àr  "^  =  ^  /(*''  +  P^  +  '('^  ^'- 


145.  Cas  d'un  système  de  conducteurs  linéaires.  —  Quand 
les  circuits  qui  composent  le  système  sont  linéaires,  le  potentiel 
électrodynamique  du  système  par  rapport  à  lui-même  peut  se 
mettre  sous  la  forme  qu'a  donnée  Neumann  au  potentiel  de  deux 
systèmes   de  courants  linéaires   l'un  par   rapport  à  l'autre.   En 
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effet,  d'après  les  formules  (7)  et  (8)  établies  au  n''  137  les  compo- 
santes de  la  vitesse  de  Télectricité  en  un  point  sont 

idx  idy  idz 

"=lk'         '=lh'         '^=l?7' 

et  les  composantes  du  moment  électromagnétique  au  même  point 
sont 

En  portant  ces  diverses  valeurs  dans  Texpression  (6)  elle  devient 

dx  dx'  +  ffy  (ly'  +  d^  d^' 


'^"'"'JI 


r 


ou,  en  appelant  e  Tangle  formé  par  deux  éléments  quelconques 
du  système  de  courants. 


rr        ^     .f     1       l     dsds' cosB 


146.  Cas  d'un  système  de  deux  courants  linéaires.  — 
Appelons  C^  et  C,  ces  deux  courants  et  affectons  les  quantités  qui 
entrent  dans  nos  formules  des  indices  i  et  2  suivant  qu'elles  se 
rapportent  au  courant  C^  ou  au  courant  C^.  Nous  avons  pour  les 
composantes  du  moment  électromagnétique  en  un  point 


ce  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  intensités  i^  et  i.^, 
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Le  potentiel  électrodynamîque  de  ce  système  de  courants  par 
rapport  h  lui-même  est  donné  par  la  formule  (i  i) 


T  =  -^  r(F//+Gf'  +  IIjv)rfT. 


Or,  en  un  point  du  premier  circuit  on  a 

nd'z  =  /,  dx^  y  çdz  =  /,  dt/^ ,  [«'rfr  =  i,  dz^ , 

et  en  un  point  du  second 

ndi^^i^dx^^  s^d'z  =  i^dy^y  wd'z  =  i^dz^. 

Par  conséquent  l'intégrale  (9)  donne 


+  Grfy,  +  Hrfr,)+^    /    (Frf^,+Grf/^,+IW^,) 


T  est  donc  une  fonction  linéaire  et  homogène  par  rapport 
à  1,  et  i^  et  par  rapport  à  F, G, H.  Mais  nous  venons  de  voir  que 
ces  dernières  quantités  sont  homogènes  et  du  premier  degré 
en  ij  et  i^  ;  par  conséquent  T  est  une  fonction  homogène  et  du 
second  degré  en  /,  et  i,,  et  nous  pouvons  écrire 

T  =  -^  (Lif  +  2M/>;+N/,*). 

Les  quantités  L,  M,  N  ne  dépendent  évidemment  que  de  la 
forme  et  de  la  position  relative  des  deux  courants  C^  et  G,.  Il  est 
d'ailleurs  facile  de  voir  leur  signification.  En  effet  M  étant  le 
coefficient  de  i^  i,  dans  la  valeur  de  T,  M  est  égal  à  l'intégrale 

dx.dx^  +  dy^dy^  +  dz^  dz^ 

r 

prise  le  long  d'un  des  circuits  ;  c'est  donc  le  potentiel  électro- 
dynamique de  l'un  des  courants  par  rapport  a  l'autre.  On  cons- 
taterait aussi  simplement  que  L  est  le  potentiel  du  courant  C^ 
supposé  seul  par  rapport  à  lui-même  et  que  N  est  le  potentiel- 
de  C,  supposé  seul  par  rapport  à  lui-même. 


CHAPITRE  IX 


INDUCTION 


147.  Forces  èlectromotricea  d'induction.  —  Dans  l*étudc  de 
rélectromagnétisme  et  de  rélectrodynamiqiie  nous  avons  impli- 
citement supposé  que  les  intensités  des  courants  restaient  cons- 
tantes. Or  on  sait  que,  lorsqu'il  y  a  déplacement  relatif  de  cou- 
rants ou  de  courants  et  d'aimants,  il  se  produit  des  phénomènes 
particuliers  connus  sous  le  nom  de  phénomènes  d'induction  et 
dont  la  découverte  est  due  à  Faraday.  Ces  phénomènes  se  mani- 
festent dans  les  circuits  par  la  production  de  courants  tempo- 
raires dont  les  intensités  s'ajoutent  à  l'intensité  du  courant  pri- 
mitif et  qui  peuvent  être  attribués  h  des  forces  électromotrices 
que  l'on  nomme  forces  électromotrices  d'induction. 

Des  expériences  faites  sur  l'induction,  il  résulte  que  si  les 
intensités  {\  et  i,  de  deux  courants  fixes  C,  et  C^  subissent  dans 
l'intervalle  de  temps  dt  des  accroissements  di^  et  di^y  les  forces 
électromotrices  d'induction  développées  dans  les  circuits  sont, 
pour  le  circuit  C„ 


et  pour  le  circuit  C,, 


A 

dt 

+  B 

dt' 

B 

di, 
dt 

•H-C 

'  dt 

148.  Cherchons  l'expression  de  la  force  électromotrice  résul- 
tant du  déplacement  de  circuits  traversés  par  des  courants 
d'intensités  constantes. 

Prenons  d'abord  le  cas  où  un  seul  des  circuits  se  déplace  de 
C  enC.  L'expérience  prouve  que  tout  se  passe  comme  si  le  cou- 
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rant  C  était  supprimé  et  qu*en  C  soit  créé  un  nouveau  courant 
lie  même  intensité.  Or,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
paragraphe  précédent,  à  une  variation  di  de  Tintensité  i  du  cou- 

rant  C  correspond   une   force  électromotrice  d'induction  A  --7— 

dans  le  circuit  C.  Par  conséquent,  la  suppression  du  courant  C, 
<{ui   équivaut   h  une   diminution  i  de  Tintensité  de  ce  courant, 

i)roduit  une  force  électromotrice j—  ;  et  la  création  du  cou- 

'  dl  ' 

m 

rant  C  une  force  électromotrice  (A  +  d\)  --7-  ,  dA  étant  la  varia- 
lion  du  coefficient  A  quand  le  courant  passe  de  C  en  C  Nous 
avons  donc  pour  la.  force  électromotrice  résultant  du  déplace- 
ment 

{K-^-dA)-^  —  A4-=i^' 
^  ^  dt  di  di 

Il  serait  facile  de  voir  que  si  deux  courants  C,  et  C,  sont  en 
présence  les  forces  électromotrices  résultant  de  leur  déplace- 
ment relatif  sont,  pour  le  circuit  Cj, 

.   dA        .    rfB 


et  pour  le  circuit  C^ 


Dans  le  cas  où  les  deux  courants  varient  d'intensité  en  même 
temps  qu'ils  se  déplacent,  les  forces  électromotrices  d*induction 
sont,  pour  chacun  des  deux  circuits,  égales  à  la  somme  des 
forces  électromotrices  qui  résultent  de  chaque  genre  de  variation 
pris  séparément;  on  a  donc  pour  le  circuit  Cp 

.    di,     ,    ^   di^     ,    .   dA         .    dB  ^  /  a  •    .   o  •  \ 

et  pour  l'autre  circuit  C^, 

di     ^        di  ^    di  ^    di         di  ^     ^  ^      ^^ 
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149.  Détermination  des  coefScienta  A,  B,  C.  —  Les  coeffi- 
cients qui  entrent  dans  l'expression  des  forces  électromotrices 
d'induction  peuvent  être  déterminés  par  l'application  du  prin- 
cipe de  la  conservation  de  l'énergie. 

Prenons  deux  circuits  dans  lesquels  les  courants  d'intensités  ij 
et  ij  sont  fournis  par  des  piles  de  forces  électromotrices  Ej  et  E^. 
La  quantité  d'énergie  chimique  détruite  dans  la  pile  se  trans- 
forme en  partie  en  chaleur  dans  la  pile  elle-même  tandis  que 
l'autre  partie  se  retrouve  sous  forme  d'énergie  voltaïque.  L'expé- 
rience apprend  que  la  quantité  d'énergie  voltaïque  produite 
dans  le  temps  dt  est 

R^i^di  +  E,i//. 

Cette  énergie  voltaïque  se  retrouve  sous  forme  de  chaleur  pro- 
duite dans  les  conducteurs  par  le  phénomène  de  Joule  et  sous 
forme  de  travail  mécanique  résultant  du  déplacement  des  conduc- 
teurs. Si  Rj  et  Rg  sont  les  résistances  des  deux  circuits  les  quan- 
tités de  chaleur  dégagées  sont  R,/J  dt  RJldf,  Quant  au  travail 
mécanique  fourni  par  le  système,  il  est  égal  h  la  variation  dT  du 
potentiel  électrodynamique  du  système  par  rapport  à  lui-même, 
ou  plus  exactement  h  la  partie  de  cette  variation  qui  est  due  au 
déplacement  des  circuits,  sans  tenir  compte  de  la  partie  de  cette 
variation  due  à  l'augmentation  des  intensités.  Ce  potentiel  a  pour 
expression  dans  le  cas  de  deux  circuits 

T  =  —  [Li7+2Mv;  +  N/|]. 
On  en  tire, 

rfT  =  -i-  [ildh  +  2£\/,rfM  +  ildN]. 

L'excès  de  l'énergie  voltaïque  fournie  au  système  pendant  le 
temps  dt  sur  l'énergie  recueillie  sous  forme  de  chaleur  et  de 
travail  mécanique  pendant  le  même  temps  est  donc 

(  I  )  EJ^dt  +  E.ijt  —  Rjldt  —  R.ildt  —  dT. 

D'après   le   principe  de   la  conservation   de    l'énergie,   cette 
expression  doit  être  nulle  dans  le  cas  où  le  système  décrit  un 


I  j  i  /yoLCT/oy 

<  ijrlc  fer/Ui'.  Si  le  cycle  n'est  pas  fermé,  elle  doit  être  une  diflc- 
miliflle  exacte.  Kn  exprimant  que  c'est  une  différentielle  exacte 
nous  obtiendrons  les  valeurs  de  A,  B,  C. 

150.  —  Pour  transformer  l'expression  (i),  écrivons  les  lois 
d*()lim  pour  chacun  des  circuits  en  observant  que,  puisqu'il  y  a 
déplacement  des  circuits  il  y  a  production  de  forces  éleclronio- 
tricos  d'induction  ;  nous  avons 

l'^n  multipliant  les  deux  membres  de  ces  relations  respective- 
ment par  ijrf/ et  i^dt^  nous  obtenons 

E^i^/  —  H,/îrf/=  — i,r/(A/,  +  B/,), 

ri 

V.J^di  —  RJidt  =  —  i.d  (B/,  +  Cl,). 

Si  nous  remplaçons  les  quatre  premiers  termes  de  l'expression  (i) 
par  la  somme  des  seconds  membres  des  relations  précédentes, 
nous  avons 

';►-     —  /^^^\/,+B/,)  —  fidBt\  -{-  Cij [iidL  -{-  2iJ/iyi  -}-  /jrfXj. 

Dans  le  cas  où  il  n'y  aurait  ni  déplacement  ni  déformation  des 
circuits  celle  expression  se  réduirait  à 

—  \f\d/\  —  Bt\dl. — Ut'Mi,  —  a  Ai. 

Il  12  11  à       t 

OU 

—  d(Mi  4-  2B1,/,  +  c/;)  ; 

rlle  serait  donc  la  différentielle  exacte  de  la  quantité 


\\  -  —  (A17+  2li/,/,  +  C/j) 
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Quand  il  y  a  déplacement  des  circuits  la  différentielle  de  cette 
quantité  est 

et  pour  que  l'expression  (2)  reste  la  différentielle  de  la  même 
quantité  (3)  il  faut  qu'il  y  ait  identité  entre  cette  différentielle  et 
le  développement  de  l'expression  (2)  qui  est 

—  Ai\di\  —  B/jrf/,  —  B/jrf/,  —  Ci^di^  —  ifrfA  —  2/,/^rfB  —  ildC 

lîrfL  —  LLdM iJrfN  . 

2  2 

L'identification  donne  les  relations 


a 

=  rfA+  '  dL, 
2 

dB  — 

-îdB+dM, 

'  rfC- 
2 

-.dC  +— rfN, 
2 

dB 

-  —  rfM        < 

qui  se  réduisent  à 

dX  =  —  dL        rfB-=— rfiM         dC-=  — rfN; 

d'où  l'on  tire  en  intégrant  et  en  supposant  nulle  la  constante  d'in- 
tégration 

A-.  — L,         B:^  — M,         C  =  — X. 

Ainsi  les  coefficients  qui  entrent  dans  l'expression  des  forces  élec- 
tromotrices d'induction  sont,  au  signe  près,  les  coeilicients  L,  M, 
N  de  l'expression  du  potentiel  électrodynamique  du  système  de 
courants.  Aussi  appelle-t-on  généralement  coefficients  d'induction 
ces  derniers  ;  L  et  N  sont  des  coefficients  de  self-induction  et  M 
le  coefficient  d'induction  mutuelle  des  deux  courants. 

151.  Théorie  de  Maxwell. —  La  théorie  de  l'induction  sous 
la  forme  que  nous  venons  de  lui  donner,  a  été  développée  pour 
la  première  fois  par  Ilelmholtz  dans  son  mémoire  sur  la  Conser- 
vation de  la  force  et  peu  de  temps  après  par  lord  Kelvin  ;  celle 
de  Maxwell  est  différente  et  plus  complète  à  bien  des  égards. 
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On  peut  en  effet,  par  rapplication  des  équations  de  Lagrange  à 
Tétude  du  mouvement  des  molécules  du  fluide  impondérable  que 
Maxwell  suppose  présider  à  la  manifestation  des  phénomènes 
électriques,  retrouver  les  lois  de  l'Induction  et  celle  de  l'Electro- 
dynamique. 

152.  Dans  les  chapitres  qui  précèdent,  nous  avons  été  ame- 
nés à  conclure  que  les  hypothèses  faites  par  le  savant  anglais 
n'étaient  que  provisoires,  et  que,  tout  en  nous  satisfaisant  mieux 
que  Thypothèse  des  deux  fluides,  elles  n'avaient  pas,  même  aux 
yeux  de  leur  auteur,  plus  de  réalité  objective.  Au  contraire  nous 
touchons  ici,  à  ce  que  je  crois,  à  la  vraie  pensée  de  Maxivell. 

Au  début  de  sa  théorie,  Maxwell  fait  les  deux  hypothèses  sui- 
vantes : 

1°  Les  coordonnées  des  molécules  du  fluide  impondérable 
dépendent  des  coordonnées  des  molécules  matérielles  des  corps 
soumis  aux  phénomènes  électriques  et  aussi  des  coordonnées  des 
molécules  matérielles  des  fluides  hypothétiques  (électricité  posi- 
tive et  électricité  négative)  de  la  théorie  ordinaire  de  l'Électri- 
cité ;  mais  nous  ignorons  complètement  la  loi  de  cette  dépen- 
dance ; 

2°  Le  potentiel  électrodynamique  d'un  système  de  courants 
n*est  autre  que  la  demi-force  vive  du  fluide  de  Maxwell  ;  c'est  donc 
de  l'énergie  kinétique. 

153.  Pour  introduire  dans  les  équations  de  Lagrange  les 
paramètres  qui  définissent  la  position  d'une  molécule  du  fluide  de 
Maxwell  il  faut,  par  suite  de  la  première  hypothèse,  connaître  les 
pîiramètres  qui  définissent  la  position  d'une  molécule  de  nos 
fluides  hypothétiques.  Or  la  position  d'une  molécule  d'électricité 
A  qui  parcourt  un  circuit  linéaire  C  est  parfaitement  déterminée 
si  on  connaît  d'une  part,  la  position  du  circuit  dans  l'espace,  et 
d'autre  part,  la  longueur  s  de  l'arc  OA  compté  à  partir  d'une 
origine  déterminée  O.  Par  conséquent  si  a*,,  jt\,  ^'3,...  sont  les 
paramètres  qui  définissent  la  position  des  molécules  matérielles 
qui  constituent  le  circuit,  la  position  d'une  molécule  du  fluide 
impondérable  de  Maxwell  dépend  des  paramètres  s,  .r^,  .r^^,  .rg. 

Mais,  au  lieu  de  s  on  peut  prendre  une  fonction  de  cet  arc  car 
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la  connaissance  de  cette  fonction  permettrait  de  déterminer  s  et 
par  suite  la  position  d'une  molécule  d'électricité  sur  le  circuit  C  ; 
Maxwell  prend  la  quantité 


y  =  /  '^^^ 

qui  est,  ainsi  que  nous  allons  le  démontrer,  une  fonction  de  s. 

En  effet  la  section  du  conducteur,  qui  peut  être  variable  d'un 
point  à  un  autre,  est  une  fonction  cp  [s]  de  Tare  .s  ;  la  vitesse  de 

l'électricité,  quotient  de  l'intensité  par  la  section  du  conducteur, 

.  .  i  .  ,  .        ds 

est  alors  — r-r  et  comme  cette  vitesse  a  aussi  pour  valeur  -r  nous 

cp  (.v)  ^  dt 

devons  avoir 


du  i 


dt         'f(,v) 


d'où  nous  tirons. 


et 


/'/.//  =  i(,s)-i(.s„l, 

s^  étant  la  position  de  la  molécule  d'électricité  à  l'origine  des 
temps.  Par  conséquent,  y  est  une  fonction  de  ,s  seulement  et  nous 
pouvons  prendre  pour  les  paramètres  dont  dépend  la  position 
d'une  molécule  du  fluide  impondérable  de  Maxwell  les  quan- 
mes  y  y  «^ij  ••*-^j»»»  ''h* 

154.  Application  au  cas  de  deux  circuits»  —  Si  nous  dési- 
gnons par  i\  et  i\  les  intensités  des  courants  qui  traversent  ces 
circuits  et  si  nous  posons 

!/i  =  f  K^^  y       et       y*.  =  Ç  ^^^^ 


^0  Jù 


la  position  d'une  molécule  du  fluide  impondérable  de  Maxwell 
dépendra  des  paramètres /^^  et  y^  et  des  w  paramètres  ^r^,  ...,  .r„  qui 
définissent  la  position  des  molécules  matérielles  des  conducteurs. 
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l*ar  conséquent  le  mouvement  du  système  formé  par  les  deux 
courants  sera  donné  par  un  système  de  /i  +  2  équations  de 
La  grange 

dt    dq\  dq,  ~  ^'' 

où  <ii  est  un  quelconque  des  paramètres  et  Q,-  le  coefficient  de  Sy^ 
dans  l'expression 

du  travail  correspondant  à  un  déplacement  virtuel  du  système. 

155.  L'énergie  kinétique  T  qui  entre  dans  ces  équations  est  la 
somme  de  la  demi-force  vive  T,  des  molécules  matérielles  du 
système  et  de  l'énergie  kinétique  des  molécules  du  fluide  impon- 
dérable de  Maxwell.  Cette  dernière  étant,  d'après  la  seconde 
hypothèse,  le  potentiel  électrodynamique  du  système  par  rapport 
il  lui-même,  nous  avons  dans  le  cas  considéré  où  deux  courants 
seulement  sont  en  présence, 

T  =  T,  +  ^  {Li\  +  2M*./.  +  NVÎ) . 

Le  premier  terme  T,  de  cette  somme  ne  dépend  que  des  déri- 
vées .1'/,  jTj'...,  Xn  des  paramètres  a',,  a\,.,  .r„,  des  molécules 
matérielles. 

La  position  des  molécules  du  fluide  impondérable  dépendant 
des  paramètres  y,,  y,,  .i",,  .r^...  .r„  l'ensemble  des  trois  derniers 
termes  de  la  somme  précédente  pourrait  dépendre  de  ces  n  -\-  ^ 
paramètres  ePde  leurs  dérivées.  MaisL,  M,  N,  ne  dépendant  que  de 
la  forme  et  de  la  position  relative  des  circuits,  sont  des  fonctions 
de  .r,,  X,...  a*,,  seulement;  de  plus  1,  et  /,  sont,  d'après  les  inté- 
grales qui  définissent  y,  et  ^,,  les  dérivées  y/  et  y/  de  ces  quantités 
par  rapport  au  temps.  Par  conséquent  l'énergie  kinétique  des 
molécules  du  fluide  impondérable  dépend  uniquement  de.rp.r^. .. 
x„  et  de  y/  et  y^. 

156.  Occupons-nous  maintenant  du  second  membre  des 
équations.  Si  nous  supposons  le  courant  qui  parcourt  le  circuit 
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Ci  entretenu  par  une  pile  de  force  électromotrice  Rp  la  quantité 
d'énergie  voltaïque  qu'elle  fournit  pendant  le  temps  dt  est  E,/jrf/ 
ou  E^o^,.  Or  dans  les  idées  de  Maxwell  la  force  électromotrice 
est  une  force  qui  agit  sur  les  molécules  du  fluide  impofldérahle  ; 
par  suite  E,o^j  est  un  travail  résultant  du  déplacement  des  molé- 
cules de  ce  fluide. 

Mais  la  force  éleclromotricc  de  la  pile  n'est  pas  la  seule  force 
qui  agit  sur  les  molécules  du  fluide  impondérable  ;  il  faut  encore 
tenir  compte  de  la  résistance  qu'oppose  le  milieu  au  mouvement 
de  ces  molécules  et  dont  le  travail  se  retrouve  sous  forme  de 
chaleur  dans  le  conducteur.  La  quantité  de  chaleur  ainsi  produite 
étant,  d'après  la  loi  de  Joule,  W^i\dt^  le  travail  accompli  par  le 
fluide  impondérable  est  —  R^ife/^,  ou  —  Rj/,oy^. 

Nous  avons  donc  pour  le  travail  du  fluide  impondérable  dans  le 
circuit  C, 

Os  — RiO^yp 

et  pour  l'ensemble  des  deux  circuits 

(E,  —  R,£,)  0^,  +  (E,  — R,/J  0//,. 

Quant  au  travail  des  molécules  matérielles,  il  ne  dépend  que 
des  paramètres  .r,,  jt^, r,',;  nous  le  représentons  par 

de  sorte  que  nous  aurons  pour  le  travail  accompli  dans  un  dépla- 
cement virtuel  tant  par  les  molécules  du  fluide  impondérable  que 
par  les  molécules  matérielles 

(E,— Rj/,)o//,  +  (E,—R,/,)îy,-t-X,oXj  4- X,o^-, -+-... +X,.o.r,„ 

et  il  nous  faudra,  dans  chacune  des  équations  de  Lagrange, 
prendre  pour  second  membre  le  coefficient  de  l'expression  pré- 
cédente qui  se  rapporte  au  paramètre  considéré. 

157.  Valeurs  des  forces  èlectromotrices  d'induction.  — 
L'équation  de  Lagrange  relative  au  paramètre  l/^  est 

rf    /  rfT,  I     4L/7  +  2Mv;  +  N/t1  >^        rfT 


i/io  lyuiCTioy 


Mais  T  ne  dépend  pas  de  y,  puisque  aucun  de  ses  termes  n'en 

dépend;  par  consé(iuent -7 —  =  0.  On  a  aussi —^-7^=  o  car  T. 

étant  l'énergie  kinétique  des  molécules  matérielles  il  ne  dépend 
pas  de  y/,  l/équation  précédente  se  réduit  donc  à 

^(L/.+M/,]=E.-R.v 
ou 

La  force  électromotrice  d'induction  est  donc  la  dérivée  par 
rapport  au  temps,  changée  de  signe,  de  L/, +  M£^.  C'est  l'expres- 
sion h  laquelle  nous  étions  parvenus  par  la  méthode  de  lord  Kelvin. 

En  écrivant  Téquation  de  Lagrange  relative  au  second  para- 
mètre ^î,  nous  trouverons  pour  la  force  électromotrice  déve- 
loppée dans  le  second  circuit 

158.  Travail  des  forces  électrodynamiques.  —  Si  nous  pre- 
nons une  des  équations  de  Lagrange  relatives  aux  paramètres 
.ij,  .i\..,,  ./'„,  nous  obtiendrons  le  travail  des  forces  électrodynami- 
ques pour  un  déplacement  correspondant  à  l'accroissement  Sx,  du 
paramètre  considéré. 

En  effet,  en  observant  que  Lif4-2  M/,/^  +  Xij  ne  dépend  pas 
de  la  dérivée  .r'^,  que  T^  ne  dépend  pas  de  :r,  et  que  /,  et  /,  ne  dé- 
pendent ni  de  .r',  ni  de  ;r„  nous  avons 

dJ^  I    /..  rfL      ,      .  .     dU     .    .,    rfN\       V 


dt 

Si  nous  supposons  en  outre  qu'à  l'instant  considéré  le  système 
soit  au  repos,  T,  sera  nul,  et  nous  aurons  pour  le  travail  résul- 
tant d'un  déplacement  virtuel, 

X  .0.1-,  = ii\rAj  +  li.LoSl  +  /^oX) . 

Mais  ce  travail  est  celui  des  forces  extérieures  qui  agissent  sur 
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les  molécules  matérielles  du  système  ;  celui  des  forces  électrody- 
namiques est  de  signe  contraire.  Il  est  donc  égal  à  la  variation 
de  la  fonction 

-(L/î+2Mv;+N/|), 

qui  est,  comme  cela  devait  être,  le  potentiel  électrodynamique 
du  système  par  rapport  l\  lui-même. 

159.  Cherchons  maintenant  le  travail  des  forces  électrodyna- 
miques exercées  par  le  courant  C„  supposé  fixe,  sur  le  circuit  C,. 

Le  circuit  C,  ne  se  déformant  pas,  8N  est  nul  et  le  travail  des 
forces  électrodynamiques  se  réduit  a 

—  (/75L+  li^i^Wj. 

Mais  le  premier  terme  de  cette  somme  se  rapporte  à  l'action 
<[ue  le  courant  Cj  exerce  sur  lui-même.  Par  conséquent  le  travail 
des  forces  électrodynamiques  dues  a  Faction  du  courant  C^  sur  le 
circuit  Cj  a  pour  expression  iji^SM.  D'ailleurs  M/,/,,  potentiel 
électrodynamique  du  courant  Cj  par  rapport  au  courant  Cj  a  pour 
valeur  (129) 


M/ 


ij^z=i^  I  (^loL  +  mjî  +  ny)  dto 


quand  C^  se  déplace  dans  un  milieu  non  magnétique,  ou  plus 
généralement 


M/,ij  =  I,  /  [la-{-mb-\- ne)  du) 


quand  C,  se  déplace  dans  un  milieu  magnétique  en  un  point 
duquel  les  composantes  de  Tinduction  magnétique  sont  a,  i,  c; 
nous  aurons  donc  pour  le  travail  des  forces  électrodynamiques 
qui  s'exercent  entre  C,  et  C^ 


i^o  \{la  +  mh  -f-  ne)  dto  . 


I/]^ 
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160.  Expression  des  forces  électrodynamiques,  —  Si  nous 
désignons  par  Xrfx,  Y^/t,  Vjdi  les  composantes  de  la  force  électro- 
dvnamû[ue  due  à  Taction  du  courant  C,  sur  un  élément  x,  y,  z 
du  circuit  (I,,  le  travail  de  ces  forces  quand  Félément  se  déplace 
de  0^*,  ov,  oz  sera 

par  suite  le  travail  des  forces  électrodynamiques  qui  agissent  sur 
C,  sera,  quand  le  circuit  tout  entier  se  déplace  ou  se  déforme, 


A/T(Xo^+Y2y  +  Zor), 


rinlégralion  étant  prise  le  long  du  circuit  C,.  En  égalant  cette 
expression  du  travail  à  celle  que  nous  avons  trouvée  précédem- 
ment nous  obtenons  la  relation 


mb 


•)  rfw, 


(i)         C(k  {Xix-hrofj-i-Zoz)  =  i,0  j\la  + 

dont  nous  allons  évaluer  le  second  membre, 

Soient  C,  {/!{(,  Sa)  la  position  du  circuit  C,  et  C\  sa  position 

finale.  Nous  pouvons  par  ces  deux  posi- 
tions faire  passer  une  surface  A  et  prendre 
pour  champ  d'intégration  de 


nv 


j  [la  +  mb  -f-  ne)  rfw, 


l''ig.   il. 


Taire  limitée  sur  cette  surface  par  la 
courbe  C,.  La  variation  de  cette  intégrale 
(|uand  le  circuit  passe  de  C,  en  C,  est  alors 
la  valeur  de  c.ette  même  intégrale  étendue  a  l'aire  comprise  entre 
les  deux  courbes.  Pour  trouver  cette  valeur  considérons  un  élément 
mn  du  courant  C,  dont  la  position  après  le  déplacement  est  mV. 
La  figure  mn  m'n^  peut  être  considérée  comme  un  parallélogramme 
dont  le  côté  mn  a  pour  projections  dx^  dt/y  dz  et  le  côté  mn\ 
égal  au  déplacement,  o.r,  o/^,  oz;  nous  avons  donc  pour  les  aires 
des  projections  de  ce  parallélogramme  sur  les  plans  de  coordon- 
nées 

Idiû   =  oydz  —  ùzdy, 

md(ù  =  ùzdx^^  Zxdz^ 
ndiû  =  ùxdy  —  ^ydxj 
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et,  par  conséquent, 

5  /  [la  -}-  nib-^nc)  dtù  =  i  a  {oyclz  —  ^^Jy)  +  ^  [ozdx  —  oxdz) 

c  {Zxdy  —  oi/djc,  ) 


En  portant  cette  valeur  dans  Tcgalité  (i)  îl  vient, 

1  rfx  (Xoj:  +  Yoy  -j-  ZSs)  =  i,  /  [cdy  —  bdz)  ojc  +  [adz  —  cdu:)  o// 

[bdv  —  adx)  oz  ; 

ce  qui  nous  donne  en  identifiant 

Xd'z=  i\  [cdij  —  bdz)y 
yd'z  =  i\  (adz  —  cv/x), 
ZrfT  =  /,  [bdjc —  ^dt/). 

Mais  on  sait  que 

itdz  =  i^dxy         i'd'z  =  i^dy,  ivd-z  =  i^dzy 

par  conséquent,  les  trois  équations  précédentes  peuvent  s'écrirr 

[     X  =  c^    —  Aiv 

M  \    ^  ^"^  ^^^  —  ^*" 

Z  =  bu  — aç, 

161.  Cas  d'un  nombre  quelconque  de  courants.  —  Forces 
èlectrodynamiques,  —  Les  formules  précédentes  s'appliquent  au 
cas  où  un  nombre  quelconque  de  courants  C,,  C,...,  C„,  agissent 
sur  l'élément  considéré  du  circuit  C,.  En  effet,  appelons a^,  b^^c^, 
a,,  i,...,  6*rt  les  composantes  de  Tinduction  magnétique  due  aux 
divers  courants  au  point  où  se  trouve  Télément  de  C,.  La  force 
électrodynamique  produite  par  Tensemble  des  courants  est  la 
résultante  des  forces  produites  par  chacun  d'eux;  sa  composante 
suivant  l'axe  des  x  est  donc 


y\  t  =  c^i^  —  *, 


w  +  c^ç  —  bAv  +  . . .  4-  c^sf  —  b^Wy 


'3'  *^3 

ou 

ou,  enfin,  en  désignant  par  a,  b^  c  les  composantes  suivant  les 
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trois  axes  de  la  résultante  des  inductions  magnétiques  dues  aux 

courants  Cj,  C^...  C,, 

X  =  rr  —  itr. 

On  peut  également  tenir  compte  de  la  force  électrodynamique 
due  au  courant  C^  lui-même.  Pour  cela  décomposons  ce  courant 
en  deux  portions,  Tune  ne  comprenant  (|ue  l'élément  considéré, 
Tautre,  le  reste  du  circuit.  On  peut  négliger  l'action  de  la  pre- 
mière portion  sur  elle-même  et  on  est  alors  ramené  \\  la 
recherche  de  la  force  électrodynamique  due  à  Tensenihle  de  n 
courants  c,,^,  W3.-*4'ii-  ^î  donc  on  appelle  a,  />,  c  les  composantes 
de  rinduction  magnétique  due  à  tous  ces  courants  on  a  encore 
pour  la  composante  suivant  Taxe  des  .r 

X  ^=  cv  —  hw. 
Les  formules  (:*)  sont  donc  générales. 

162.  Forces  èlectromotrices  d'induction.  —  Nous  avons 
trouvé  que,  lorsqu'il  n'y  a  qu'un  seul  courant  C,  placé  en  présence 
du  courant  C,,  la  force  électromotrice  totale  d'induction  déve- 
loppée dans  le  circuit  C^  est 

K=  — -^(L/.+M/;). 

Le  terme  --7-^  ne  dépendant  que  de  l'action  du  courant  C,  sur 

lui-même,  la  force  électromotrice  d'induction  due  seulement  au 

courant  L,  est  donnée  par     .     ,  dérivée  que  nous  allons  mettre 

sous  une  autre  forme. 

La  variation  oSU\  de  la  quantité  M/,,  quand  le  circuit  C^  se 
déplace  et  que  les  intensités  des  courants  varient,  peut  être  con- 
sidérée comme  la  somme  de  la  variation  résultant  du  déplace- 
ment, les  intensités  restant  constantes,  et  de  la  variation  due  au 
changement  des  intensités  dans  les  circuits  supposés  fixes.  Or 
nous  avons  démontré  (157)  que  la  variation  de  M/j/^  due  au  dépla- 
cement relatif  des  deux  circuits  dans  lesquels  les  intensités  con- 
servent les  mêmes  valeurs,  est 

oM/j/2=  i^  I  a  i^ydz  —  ^'dij)  -[- b[rjzd,v —  ^jxdz)  +  c  (^oxdy  —  Zydx)  ; 
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par  conséquent,   nous  aurons  pour   la   variation  correspondante 
de  Mij,  rintégrale  du  second  membre. 

Pour  avoir  la  variation  de   Mi\  résultant  du   changement  des 
intensités  prenons  INlji^j  sous  la  forme 

Mi>-,  =  /,    fFdx-\-Gdy-i-Hdz. 

Puisque  les  circuits  ne  se  déforment  ni  se  déplacent,  le  contour 
d'intégration  reste  le  même  et  la  variation  de  Mi,  se  réduit  à 

foFdj;  +  ùGdfj  +  SHrf^. 

Nous  aurons  donc  pour  la  variation  totale  de  Mi^j 

/  a  [ot/dz  —  ùz-di/)  -\-  h   (ozdx  —  Zxdz^  -f-   c  (oxdt/   —  Zydz) 

-foFdx  +  5Grfy  +  oHdz 


et  par  suite,  pour  la  force  électromotrice  d'induction 

-7-i  =  —    la  [y'dz —  z'dy) + h  [z'dx — x'dz)-\-  c  (x'dy — y' 


dx) 


dF    ,         dG  ,         dH   , 
^dx+^dy  +  -jjrdz 


ou  encore 


— rfr=  /  v^y - ^' - irr -^  V"' - '"^  - -dF) '^'^ 

/.    .  rfH\   . 


+  [l>x'  —  ay'  —  -^ j  dz. 


163.  Si  nous  désignons  par  P,  Q,  R  les  composantes  sui- 
vant les  trois  axes  de  la  force  électromotricc  d'induction  par 
unité  de  longueur,  la  force  électromotrice  dans  le  circuit  C,  est 
donnée  par  l'intégrale 


fj 


Pdx  +  Qrfy  +  ndz. 
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En  identifiant  avec  Texpression  précédente  de  la  force  électro- 
motrice  nous  obtiendrons  trois  relations  dont  la  première  est 

Nous  en  tirons  par  différentiation 

mais  il  est  évident  que  nous  pouvons  ajouter  au  second  membre 

de  celte  dernière   relation  la  dérivée  partielle —d'une  fonc- 

a.v 

tion  uniforme  —  i,  car,  en  intégrant,  Tintégrale  relative  à  ce 
terme  sera  nulle  et  la  relation  (i)  sera  encore  satisfaite.  Nous 
avons  donc  pour  les  composantes  de  la  force  électromotrice  d'in- 
duction par  unité  de  longueur 

'   u        /   '           '       ^'"         ^'^ 
,    R  =  bx'  —  ay' j- ^ 


dt  dx 

dG         di, 


dt  dz  ' 

164.  Montrons  maintenant  que  ces  équations  sont  encore 
applicables  au  cas  où  un  nombre  quelconque  de  courants  C^, 
Cj,...  C„  sont  en  présence  du  courant  C,. 

La  force  électromotrice  d'induction  développée  dans  C^  par  Ten- 
semble  des  n  —  i  autres  courants  est  égale  à  la  somme  des  forces 
électnmiolrices  développées  par  chacun  d'eux;  on  a  donc  pour 
la  composante  P, 

dl^  d'I 

^  dt  dx 

^'^         ^'^  dt  dx 


dV  d'I 

dt  dx 


ou 
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rfSF  dli 


est  une  fonction  uniforme  des  coordonnées.  Par  consé- 


'  —  ^2.      "2.       dt      dx  ' 

Or  >  c  et  >  b  sont  les  composantes  suivant  deux  des  axes  de 
rinduction  magnétique  au  point  considéré  sur  C,  ;  N  F  est  la 
composante  du  moment  électromagnétique  au  même  point;  quant 

quent  la  première  des  équations  du  groupe  (2)  s'applique  au  cas 
d'un  nombre  quelconque  de  courants  pourvu  que  Ton  prenne 
pour  i,  c%  et  F  les  valeurs  de  ces  quantités  dues  à  Tensemble 
des  courants  agissants.  On  verrait  de  la  même  manière  que  les 
deux  autres  équations  sont  également  applicables. 

165.  On  peut  aussi  tenir  compte  de  l'action  du  courant  (^, 
sur  lui-même.  En  effet  nous  pouvons  considérer  Je  circuit  C, 
comme  formé  de  deux  portions,  Tune  se  réduisant  à  l'élément  de 
circuit  pour  lequel  on  cherche  les  composantes  de  la  force  élec- 
tromotrice, l'autre  comprenant  le  reste  du  circuit.  Cette  dernière 
portion  peut  être  confondue  avec  le  circuit  C,  lui-même,  de  sorte 
que  si  l'on  néglige  l'induction  de  l'élément  sur  lui-même  Tinduc- 
tion  provient  des /i  circuits  Cp  C^,...  C^.  Les  composantes  de  la 
(orce  électromotrice  seront  donc  données  par  les  formules  (2)  où 
r/,  i,  6',  F,  G,  H  seront  les  valeurs  dues  à  tous  les  courants. 

166.  Signification  de  ^.  —  La  fonction  ^  est  une  fonction 
quelconque  des  coordonnées  assujettie  h  la  seule  condition  d'être 
uniforme.  Maxwell  admet  que  c'est  le  potentiel  électrostatique 
résultant  des  masses  électriques  qui  peuvent  exister  dans  le  champ. 

Cette  hypothèse  aurait  besoin  d'être  vérifiée  expérimentale- 
ment par  la  concordance  entre  les  valeurs  mesurées  des  forces 
électromotrices  d'induction  dans  un  circuit  ouvert  et  les  valeurs 
fournies  par  les  équations  (2)  où  i  serait  donnée  par  l'expérience 
et  les  quantités  «,  t,  r,  F,  G,  II  par  les  formules 

c  ==  y  +  4itC, 
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Toutefois  il  est  toujours  permis  de  prendre  pour  i  le  potentiel 
électrostatique  car  les  quantités  F,  G,  Il  n'ont  pu  être  détermi- 
nées qu'en  les  supposant  liées  par  Téquation  différentielle 


dF    .     dG         dli 

■=  o 


dx  dy  dz 

et  nous  sommes  libres  d'abandonner  cette  hypothèse.  Si  nous 
n'avions  pas  introduit  cette  hypothèse,  nous  aurions  trouvé  pour 
F,  G,  n  des  valeurs  de  la  forme 

F  =  l   -d-z+  ^'^ 


"  -h 


dx 


/  étant  une  fonction  arbitraire  des  coordonnées,  et  pour  les  com- 
posantes P,  Q,  R  de  la  force  électromotrice  par  unité  de  lon- 
gueur 

du    d-z  d^'L  4 


P  =  cy'  —  h 


Q  =  az' 


-s 
-I 

-f 


dt      r           dxdt 

dx' 

di^    d-z          d}'L 

4 

dt      r          dydt 

dy' 

dw   d-:         d'7. 

dw 

'dt  dz  ' 


11  est  donc  toujours  possible,  en  choisissant  convenablement  la 
fonction  arbitraire  7.  de  faire  en  sorte  que  la  fonction  ^  qui  entre 
dans  ces  équations  et  les  équations  (2)  représente  le  potentiel 
électrostatique. 


CHAPITRE  X 


ÉQUATIONS   DU  CHAMP  MAGNÉTIQUE 


161.  Équations  du  champ  magnétique,  —  Récapitulons  les 
équations  qui  lient  entre  elles  les  composantes  en  un  point  de 
rinduction  magnétique,  de  la  force  et  du  moment  électromagné- 
tiques, de  la  force  électromotrice  d'induction  et  de  la  vitesse  de 
Télectricité. 

Dans  le  §  103  nous  avons  vu,  que  si  a,  p,  y  sont  les  compo- 
santes de  la  force  magnétique  en  un  point  d'un  milieu  magnétique 
dont  le  coefficient  de  perméabilité  est  [x,  les  composantes  de 
rinduction  magnétique  au  même  point  sont  données  par  les 
équations. 

/  a  =  jxa. 

Si  au  point  considéré  passe  un  flux  d'électricité,  les  com- 
posantes w,  r,  w  de  la  vitesse  de  ce  flux  peuvent  être  déduites 
des  composantes  de  la  force  magnétique  au  moyen  des  relations 
établies  au  §  118  : 

_  rfy d^ 

dy         dz 


\  doL  rfy 

I 


(")  .   4"^  -  dz  dx  ' 

dx         dy 

Quant  aux  composantes  F,  G,   U   du  moment  électromagné- 
tique elles  sont  liées  (§  131)  à  celles  de  Tinduction  magnétique 
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par  les  équations  diflerentielles 

rfll         dG 


i  dy  dz  ' 

(lllj  />- 


dz  dx  ' 

rfG  ^/F 


Maïs  puisque  «,  A,  c  sont  les  produits  de  a,  ^,  y  par  un  facteur 
constant  jjl  et  que  a>  p,  y  dépendent  de  //,  f»,  ir  les  composantes 
F,  G,  H  du  moment  électromagnétique  sont  elles-mômes  des 
fonctions  de  //,  r,  H'.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  aux  S  137 
et  166  ces  fonctions  ont  pour  expressions  : 


—  d-z  +  -j- , 
/•  dx 


(IV) 


Enfin  la  force  électromotrice  résultant  de  Tinduction  électro- 
magnétique et  des  masses  électriques  ii  l'état  statique  a  pour 
composantes,  ainsi  que  nous  l'avons  montré  au  S  163, 

1'  ==  cy'    —  Ifz'  —  ^ 


dt  dx  ' 

,,rv  ,    ^  ,  ,        dG  d6 

\    l\=^l,i^-ay^-J^L-.±, 

^  dt  dz 

168.  Équations  des  courants  de  conduction.  —  Dans  les  for- 
mules (HfJ,  //,  (',  w  désignent  les  composantes  de  la  vitesse  de 
Télectricité  sans  distinction  du  mode  de  mouvement  :  conduction 
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OU  déplacement.  Dans  le  cas  où  Ton  a  un  courant  de  conduction 
ces  composantes  doivent  en  outre  satisfaire  aux  équations  qui 
expriment  la  loi  de  Ohm.  Au  §  87  nous  avons  vu  que  si  C  désigne 
la  conductibilité  électrique  du  milieu  et  X  la  variation  par  unité  de 
longueur  de  la  projection  suivant  Taxe  des  x  des  forces  électro- 
motrices résultant  de  toute  autre  cause  qu'une  diflérence  de 
potentiel  statique,  nous  avons  pour  la  première  de  ces  équations, 

Lorsqu'on  suppose  que  ces  forces  électromotrices  sont  dues 
uniquement  h  Tinduction  exercée  par  les  masses  magnétiques  et 
les  courants  qui  varient  ou  qui  se  déplacent  dans  le  champ,  le 
second  membre  de  cette  dernière  équation  est  égal  a  P.  Par 
conséquent,  nous  avons  alors  pour  les  trois  composantes  de  la 
vitesse  de  l'électricité  dans  un  courant  de  conduction 

/      H    =   CP, 

(VI)  .  =  CQ, 

(  (r=  CR. 

169.  Équations  des  courants  de  déplacement.  —  Les  équa- 
tions précédentes  ne  sont  pas  applicables  aux  courants  de  dépla- 
cement, ces  courants  étant  supposés  ne  pas  suivre  la  loi  d'Ohm. 
Quant  aux  équations  (III],  elles  doivent  être  satisfaites  puisque, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit  (118),  Maxwell  admet  que  les 
courants  de  déplacement  obéissent  aux  lois  électromagnétiques 
et  électrodynamiques  d'Ampère.  Mais  outre  ces  dernières  équa- 
tions, il  en  existe  trois  autres  qui  lient  les  composantes  de  la 
vitesse  de  l'électricité,  dans  un  courant  de  ce  genre,  aux  com- 
posantes de  la  force  électromotrice. 

Nous  avons  vu,  en  eflet  (72),  que  les  composantes  du  déplace- 
ment électrique  sont  données  par  trois  équations  dont  la  pre- 
mière est 


X  avant   dans  cette  formule  la   même  signification  que   dans  le 
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paragraphe  précédent.  Si  donc,  nous  admettons  que  les  forces 
électromotrices  soient  dues  uniquement  à  une  différence  de 
potentiel  statique  et  à  Tinduction  des  aimants  et  des  courants 
placés  dans  le  champ,  le  facteur  entre  parenthèses  dans  l'expres- 
sion de /'est  égal  à  —  P  ;  par  suite,  nous  avons  alors, 

47: 

(VII)  {S  =  jr^> 

En  dérivant  ces  équations  par  rapport  au  temps,  il  vient  pour 
les  composantes  //,  s>^  w  de  la  vitesse  du  déplacement  électrique 

K    r/P 

47Î    dt 


/ 


K    rfR 

\  47Z    dt 

170.  Équations  des  courants  dans  un  milieu  imparfaitement 
isolant.  —  Le  groupe  d'équations  (VI)  s'applique  aux  milieux 
conducteurs  comme  les  métaux  ;  le  groupe  d'équations  (VIII) 
s'applique,  au  contraire,  aux  milieux  parfaitement  isolants.  Lors- 
que le  corps  est  imparfaitement  isolant,  Maxwell  admet  que  le 
courant  électrique  s^rai^  duquel  dépendent  les  phénomènes  élec- 
tromagnétiques, a  pour  composantes  la  somme  des  composantes 
du  courant  de  conduction  et  du  courant  de  déplacement  ;  nous 
avons  donc  dans  ce  cas 

rP  _i_  K  rfP 
"  =  CP  +  -7-  -77  , 
i  4*^    dt 
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Remarquons  que  Thypothcse  de  Maxwell  soulève  une  clilTiculté. 
Kn  effet,  le  milieu  possédant  des  propriétés  intermédiaires  entre 
celles  des  conducteurs  et  celles  des  isolants,  la  force  électromo- 
trice qui  produit  le   courant  doit  vaincre  deux  espèces  de  résis- 

^  ,  1 

tance    :    Tune  analogue    à    la  résistance  —  des    métaux,    l'autre 

du  genre  de  celle  qu'oppose  un  isolant.  Il  semble  donc  que,  con- 
trairement aux  vues  de  Maxwell,  l'intensité  du  courant  et,  par 
suite,  les  quantités  w,  (>,  n»  dussent  alors  être  plus  petites  que 
dans  un  milieu  conducteur  ou  un  milieu  parfaitement  isolant. 

171.  M.  Potier  a  substitué  à  l'hypothèse  de  Maxwell  une 
hypothèse  plus  rationnelle.  11  admet  que  la  force  électromotricc 
en  un  point  est  la  somme  de  celle  qui  donne  lieu  au  courant  de 
conduction  et  de  celle  qui  produit  le  déplacement.  Nous  avons 
alors,  en  tirant  des  équations  (VI)  et  (VII)  les  valeurs  des  com- 
posantes de  la  force  électromotrice  et  additionnant  : 

C   ^  K  '• 


c        4"= 


(X)  Q=T-  + 


C     '     K 


8^ 


R^-      .    4^/e. 


C     '     K 

172.  Les  formules  (IX)  et  les  formules  (X)  se  réduisent  à  celles 
des  courants  de  conduction,  les  premières  pour  K  =  o,  les  secondes 
pour  K  =  QO  .  Un  conducteur  doit  être  considéré,  d'après  Maxwell, 
comme  un  diélectrique  de  pouvoir  inducteur  nul,  et,  d'après 
M.   Potier,    comme  un  diélectrique  de   pouvoir  inducteur  infini. 

La  conséquence  de  l'hypothèse  de  M.  Potier  s'interprète  facile- 
ment dans  la  théorie  des  cellules. 

Dans  cette  théorie,  en  effet,  on  se  représente  un  diélectrique 
parfait  comme  formé  par  des  cellules  parfaitement  conductrices 
séparées  les  unes  des  autres  par  des  intervalles  parfaitement 
isolants. 

Qu'arrivera-t-il  alors  pour  un  corps  tenant  le  milieu  entre 
les  diélectriques  et  les  conducteurs,  c'est-à-dire  pour  un  diélec- 
trique imparfait? 
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Les  formules  de  ^Maxwell  et  celle  de  M.  Potier  donnent  ii 
cette  question  deux  réponses  diflerentes. 

Adoptons-nous  les  lormules  de  Maxwell  ?  C'est  supposer  que 
les  intervalles  qui  séparent  les  cellules  ne  sont  plus  parfaitement 
isolants  mais  (|ue  leur  conductibilité  spécifique  C  n'est  plus 
nulle. 

173.  Adoptons-nous  au  contraire  les  formules  de  M.  Potier; 
cela  revient  à  supposer  que  les  cellules  conductrices  ne  sont  plus 
parfaitement  conductrices  et  que  leur  conductihililé  C  n'est  plus 
inlinie. 

Il  est  peu  probable  (pie  la  réalité  soit  aussi  simple  que  le  sup- 
posent Maxwell  et  ^I.  Potier.  Peut-être  devrait-on  adopter  une 
combinaison  des  deux  hypothèses  :  des  cellules  imparfaitement 
conductrices,  séparées  par  des  intervalles  imparfaitement  iso- 
lants. 

Tout  cela  a  d'ailleurs  peu  d'importance  ;  toutes  ces  hypothèses 
ne  peuvent  être  regardées  (pie  comme  une  première  approxima- 
tion, appropriée  à  Télat  actuel  de  la  science;  et  dans  cet  état 
actuel,  on  n'a  intérêt  à  considérer  (pie  des  conducteurs  ordi- 
naires ou  des  diélectri(|ues  regardés  comme  parfaits. 


CHAPITRE  XI 


THEORIE  ÉLECTROMAGNÉTIQUE  DE  LA  LUMIÈRE 


174.  Conséquences  des  théories  de  Maxwell.  —  Des 
diverses  théories  cjuc  nous  avons  exposées  dans  les  Chapitres 
précédents,  il  résulte  nettement  que  la  préoccupation  constante 
de  Maxwell  est  de  trouver  une  explication  des  phénomènes  élec- 
triques et  électromagnétiques,  généralement  attribués  à  des 
actions  s'exercant  ii  distance,  par  le  mouvement  d'un  fluide 
hypothétique  remplissant  Tespace.  Nous  avons  pu  constater  que 
Maxwell  n'avait  (|u'imparfaitement  atteint  son  but;  en  particulier 
nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  vi  que,  s'il  est  possible  de  rendre 
compte  des  attractions  et  des  répulsions  électrostatiques  au 
moyen  des  pressions  et  des  tensions  d'un  fluide  remplissant  les 
diélectriques,  les  propriétés  qu'il  faut  alors  attribuer  à  ce  fluide 
sont  incompatibles  avec  celles  que  Maxwell  lui  suppose  dans  . 
d'autres  parties  de  son  ouvrage.  Ainsi,  malgré  les  efforts  de 
Maxwell,  nous  ne  possédons  pas  encore  une  explication  méca- 
nique complète  de  ces  phénomènes  ;  néanmoins  les  travaux  de 
ce  physicien  ont  une  importance  capitale  :  ils  démontrent  la  pos-  ' 
sibilité  d'une  telle  explication. 

175.  Mais  laissons  de  côté  les  quelques  contradictions  que 
nous  avons  relevées  dans  l'œuvre  de  Maxwell  et  attachons-nous 
plus  spécialement  à  la  théorie  qu'il  a  proposée  pour  expliquer 
TElectromagnétisme  et  l'Induction  et  ([ue  nous  avons  exposée 
dans  le  Chapitre  ix.  Une  des  conséquences  les  plus  importantes 
de  cette  théorie,  et  cette  conséquence  mérite  h  elle  seule  toute 
notre  admiration,  est  l'identité  des  propriétés  essentielles  de 
Téther  qui,  d'après  Fresnel,  transmet  les  radiations  lumineuses 
et  du  fluide  que  Maxwell  suppose  présider  aux  actions  électro- 
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mîigiirll(jiies.  Ainsi  (jiie  le  fait  observer  ce  dernier,  cette  iden- 
tité (le  propriétés  est  une  confirmation  de  Texistence  d\in  fluide 
servant  de  véhicule  à  Ténergie. 

<(  Remplir  Tespacc  d'un  nouveau  milieu  toutes  les  fois  que 
l'on  doit  expliquer  un  nouveau  phénomène  ne  serait  point  un 
procédé  bien  philosophique  ;  au  contraire,  si,  étant  arrivés  indé- 
pendamment, par  Tétude  de  deux  branches  différentes  de  la 
science,  à  Thypothèse  d'un  milieu,  les  propriétés  qu'il  faut 
attribuer  à  ce  milieu  pour  rendre  compte  des  phénomènes  élec- 
tromagnéti([ues  se  trouvent  être  de  la  même  nature  que  celles 
([ue  nous  devons  attribuer  à  Téther  luminifère  pour  expliquer 
les  phénomènes  de  la  lumière,  nos  raisons  de  croire  à  Texis- 
tence  physique  d'un  pareil  milieu  se  trouveront  sérieusement 
confirmées.  »  Maxwell.  Traité  (T Eleclricilé^  t.  II,  §  781. 

176.  I/éther  et  le  fluide  de  Maxwell  jouissant  des  mêmes 
propriétés,  la  lumière  doit  être  considérée  comme  un  phénomène 
électromagnétique  et  le  mouvement  vibratoire  qui  produit,  sur 
notre  rétine,  l'impression  d'une  intensité  lumineuse  doit  résulter 
de  perturbations  périodiques  du  champ  magnétique.  S'il  en  est 
ainsi,  des  équations  générales  de  ce  champ  doit  pouvoir  se  déduire 
l'explication  des  phénomènes  lumineux.  C'est  à  cette  explication 
qu'on  a  donné  le  nom  de  Théorie  électromagnélùjue  de  la  lumière. 

Cette  théorie  conduit  nécessairement  à  des  relations  entre  les 
valeurs  des  constantes  optiques  et  des  constantes  électriques 
d'un  même  corps.  Si  ces  relations  se  trouvent  satisfaites  numéri- 
quement par  les  donnéesde  l'expérience,  elles  constitueront  autant 
de  vérifications,  indirectes  mais  néanmoins  très  probantes,  de  la 
théorie.  L'une  des  meilleures  vérifications  de  ce  genre  est  l'ac- 
cord satisfaisant  (jue  l'on  constate  entre  les  valeurs  trouvées  par 
Foucault,  Fizeau  et  M.  Cornu  pour  la  vitesse  de  propagation  de 
la  lumière  et  celle  qu'on  déduit  de  la  théorie  électromagnétique. 
Cherchons  donc  la  formule  qui  exprime  cette  vitesse  en  fonction 
des  constantes  électriques  mesurables  du  milieu  où  s'cfTectue  la 
propagation. 

177.  Équations  de  la  propagation  d'une  perturbation 
magnétique  dans  un  diélectrique.  —  Tous  les  corps  transpa- 
rents étant  des  isolants  plus  ou  moins  parfaits,   si  toutefois  on 
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excepte  les  solutions  électroly  tiques,  bornons  d'abord  notre  étude 
il  la  considération  des  diélectriques.  De  plus  admettons  que  les 
molécules  matérielles  du  milieu  qui  propage  les  perturbations 
magnétiques  sont  en  repos. 

Par  suite  de  cette  dernière  hypothèse  les  composantes  .r',  y',  r/, 
de  la  vitesse  d'un  point  matériel  sont  nulles  et  les  équations  (V) 
du  §  167  se  réduisent  aux  suivantes  : 

P  —  — ^_i^ 
dt  dx' 

^  —         dt  dy  ' 

d\\         rfi 
dt  dz 

Le  potentiel  électrostatique  <!j  étant  dû  à  ucs  masses  électriques 
ne  variant  ni  en  grandeur  ni  en  position,  cette  quantité  et  ses 
dérivées  partielles  par  rapport  à  x,  y,  z,  sont  indépendantes  du 
temps  ;  par  conséquent  en  dérivant  les  équations  précédentes  par 
rapport  à  /,  nous  obtenons 

dt  ~       IF' 

(')  i  dt  ~~~dF' 

rfR  _     dm 

dt  ~        dt^  ' 

La  perturbation  magnétique  étant  supposée  s'effectuer  dans  un 
milieu  diélectrique,  les  composantes  //,  c,  k»  de  la  vitesse  de 
l'électricité  sont  liées  aux  composantes  de  la  force  électromo- 
trice par  les  équations  (VIII)  d'où  nous  pouvons  tirer  les  déri- 
vées de  P,  Q,  R  par  rapport  à  /.  En  portant  les  valeurs  de  ces 
dérivées  dans  les  équations  précédentes  nous  avons 

d^V 

(-)  i4-=-K^, 


1 58  THÉORIE  ÊLEC'inOMAGyiCTiqrE  DE  LA  LUMIÈliE 

Pour  avoir  les  équations  (liirércntielles  qui  donnent  F,  G,  II  en 
l'onction  du  temps,  il  nous  Tant  exprimer  //,  r,  w  en  fonction  de 
V ,  G,  II  et  des  dérivées  de  ces  quantités.  Pour  cela  adressons- 
nous  aux  groupes  d'é(juations  (I),  (II)  ot  (III). 

Les  équations  (I)  el  [111)  nous  donnent 

//Il         (K\ 
(II/  dz 

dV  d\\ 

di\        dV 


'  '  d.v  dji 


Au  moyen  de  ces  écpiations  calculons  les  dérivées  de  a,  |i,  y,  par 
rapport  à  .r,  y,  z  et  j)orlons  les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  les 
é(|uations  (II)  ;  nous  obtenons 

*   '  dx  • 

'  dz 

.1  désignant  la  somme  des  dérivées  partielles  : 

dV        dC    ,    dli 
w.r         di/         dz 

1/élimination  de  it.  i\  w  entre  ces  dernières  c(iuations  et  les 
équations  (2)  nous  conduit  aux  é(|uations  difFérentielles  cher- 
chées. 

*      di-  d.v 

(A)  KlJL    —TT-  =^   ACi   — 


V 


I      '     (il- 


Kx  -A  -=AII  — 


Sous  cette  forme,    ces  é<[uations  sont  semblubles  à   celles  du 
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mouvement  d'une  molécule  d'un  milieu  élastique  (*)  et  par  con- 
séquent à  celles  du  mouvement  d'une  molécule  d'éther  ;  c'est  une 
première  confirmation  de  rhypotlièse  sur  la  nature  électroma- 
jrnétlque  des  vibrations  lumineuses. 

178.  Ces  équations  étant  linéaires  et  à  cocnîclents  constants, 
les  dérivées  par  rapport  à  une  variable  quelconque  des  fonc- 
lions  F,  G,  H  qui  y  satisfont,  sont  aussi  des  solutions  de  ces  équa- 
tions ;  en  outre,  il  en  est  encore  de  môme  de  toute  combinaison 
linéaire  de  ces  dérivées.  Par  conséquent  les  composantes^!,  ^,  r 
de  rinduction  magnétique,  liées  au.\  composantes  du  moment 
électromagnétique  par  les  relations  (III),  satisfont  aux  équa- 
tions (A).  D'ailleurs  dans  ce  cas  ces  dernières  se  simplifient  caria 

((uantité  J  est  alors 

da  db  de 

a,v  dy  dz 

et  nous  savons  que  cette  somme  de  dérivées  partielles  est 
nulle  (102).  Nous  avons  donc 

K      ^^'*  V/ 

d' 


Ka      ■  ,   :^=  Ar. 
a 


'      dl' 


Quant  aux  composantes  a,  ^,  y  de  la  force  magnétique  elles 
doivent  également  satisfaire  aux  équations  (A)  puisqu'elles  ne 
différent  de  a,  h,  c  que  par  un  facteur  constant  ;  la  somme  J  des 
dérivées  partielles  subsiste  alors  dans  les  équations. 

Enfin  les  composantes  //,  r,  \y  de  la  vitesse  du  déplacement 
étant  des  fonctions  linéaires  et  bomogènes  des  dérivées  de  a,  [ï,  y 
sont  aussi  des  solutions  des  équations  (A),  [i'bypotbèse  de  Tin- 
compressibilité  de  l'électricité  étant  exprimée   par  la  condition 

du  di»         d\v 


d.r         dy  dz 

J  disparait  des  équations. 


0, 


[*)  A'oir  Théorie  mathématique  de  la  lumièief  p.  '#i. 


l'io  niï,<)HIE  ÊLKCTHOytAGyÊTiqVK  DE  LA  LUMIÈRE 

179.   b'îiillfîiir»  si  cominf;  h*  suppose  Maxwell  133^,   lès  com- 
piiHîinfeH    I*',    G,    Il    (In    moment    «'•lectromagnétiqne    satisfont   à 

,         dV         (ICj         d\\ 


(Ix  dy  dz 

leH  <'*(|nntions  (A)  et  celles  qui  donnent  les  composantes  delà  force 
mii^nfHir|ue  ne  contiennent  pas  J.  Mais  Tabandon  de  celte  hypo- 
llicse  ne  modifie  en  rien  les  résultats  auxquels  conduit  la  théorie 
éleclroi!ia(^néfi(|uede  la  lumière  car  J  disparait  lorsqu'on  suppose 
périodi(|ues  les  perturbations  du  champ  magnétique. 

Va\  edet  dérivons  les  équations  (A)  par  rapport  à  .r,  y,  -,  et 
additionnons  ;  nous  obtenons  après  simplification 

,.       d'i 

J  doit  donc  être  une  fonction  linéaire  du  temps,  ou  une  cons- 
tante, ou  zéro  ;  il  en  est  de  même  pour  les  dérivées  de  J  par 
rapport  \\  .r,  //,  v.  Or,  si  K,  G,  II  sont  des  fonctions  périodiques 
du  temps,  J  et  ses  dérivées  sont  également  des  fonctions  pério- 
di(|ues  ;  par  suite  ces  ({uantités  ne  peuvent  être  ni  des  fonctions 
du  premier  degré  en  /,  ni  des  constantes  ;  elles  sont  donc  nulles. 

180.  Cas  dea  ondea  planes.  —  Supposons  que  les  phénomènes 
éleclronuignéti(|ues  qui  ont  lieu  dans  le  diélectrique  ne  dépen- 
tlenl  (|uo  du  temps  et  de  la  coordonnée  z  du  point  considéré. 
Dans  ce  cas  ces  phénomènes  sont,  au  même  instant,  identiques 
pour  tous  les  points  d'un  plan  parallèle  au  plan  des  .r^  ;  on  dit 
alors  que  les  perturbations  magnétiques  forment  des  o/ïrfe^/^/^i/ie*. 

Les  composantes  F,  («,  Il  du  moment  électromagnétique  ne 
dépendant  pas  de  .r  ni  de  //,  les  dérivées  de  ces  quantités'  par 
rapport  ii.r  et  ii  #/  sont  nulles  et  les  équations  (A^  se  réduisent  à 


^F  _  d'V 
*^    dt*~  dz' 
rG        iPG 


^  1     '     l//* 


dz' 


I      K'JL    — j-T-=  o. 
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Cette  dernière  équation  montre  que  clans  le  cas  où  les  perturba- 
tions sont  périodiques  la  composante  H  est  nulle.  Par  conséquent 
le  moment  électromagnétique  est  situé  dans  le  plan  de  Tonde.  Il 
en  est  de  même  des  autres  quantités,  vitesse  de  réleclricité,  force 
électromagnétique,  etc.,  dont  les  composantes  satisfont  à  des 
équations  semblables  aux  équations  (B).  On  peut  donc  dire  que, 
comme  les  vibrations  de  Téther  dans  la  théorie  ordinaire  de  la 
lumière,  les  perturbations   électromagnétiques  périodiques  sont 

transi^ersales, 

181.  Vitesse  de  propagation  d'une  onde  périodique  plane. 

—  SI  nous  posons 

I 
V  = 


V/K;a' 
les  deux  premières  des  é(|uations  (B)  deviennent 

df    ~         <lz" 
d'G  _        rf^G 


dl'    ~         dz'  ' 

Sous  cette  forme,  ces  équations  sont  identiques  il  celles  <jui 
donnent  les  coniposuntes  du  dcplacement  d'une  molécule  d'un 
milieu  élastique  dans  le  cas  d'un  mouvement  par  ondes  planes 
transversales.  Nous  pouvons  donc  considérer  les  perturbations 
électromagnétiques  cjniinj  se  propageant  avec  une  vitesse  égale  à 


182.  Valeur  de  catte  vitesse  dans  le  vide.  —  Le  coefficient 
de  perméabilité  jjl  du  vide  étant  égal  à  i  dans  le  système  de 
mesures  électromagnétique,  la  vitesse  de  propagation  des  ondes 

planes  dans  ce  milieu  est  égale   à  —1=  ,  K  étant  exprimé  dans  le 

même  système.  Cherchons  la  valeur  de  cette  quantité. 

L'une  des  composantes  du  déplacement  électrique  est  donnée 
par  la  formule 


/\7:    dx  * 
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I 


« 


■  • 


II 


% 


».- 
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179.  D  ailleurs  si  comme  le  suppose  Maxwell  (133),  les  com- 
posantes F,  G,  II  du  moment  électromagnétique  satisfont  a 
ridentité 

rfl^       j/G         d\\  _ 

dx  dy  dz  ' 

les  équations  (A)  et  celles  qui  donnent  les  composantes  delà  force 
magnétique  ne  contiennent  pas  J.  Mais  l'abandon  de  cette  hypo- 
thèse ne  modifie  en  rien  les  résultats  auxquels  conduit  la  théorie 
électromagnétique  de  la  lumière  car  J  disparait  lorsqu'on  suppose 
périodiques  les  perturbations  du  champ  magnétique. 

En  effet  dérivons  les  équations  (A)  par  rapport  à  .r,  y,  r,  et 
additionnons  ;  nous  obtenons  après  simplification 

J  doit  donc  être  une  fonction  linéaire  du  temps,  ou  une  cons- 
tante, ou  zéro  ;  il  en  est  de  même  pour  les  dérivées  de  J  par 
rapport  a  .r,  y,  z.  Or,  si  F,  G,  II  sont  des  fonctions  périodiques 
du  temps,  J  et  ses  dérivées  sont  également  des  fonctions  pério- 
diques ;  par  suite  ces  quantités  ne  peuvent  être  ni  des  fonctions 
du  premier  degré  en  /,  ni  des  constantes  ;  elles  sont  donc  nulles. 


180.  Cas  des  ondes  planes.  —  Supposons  que  les  phénomènes 
électromagnétiques  qui  ont  lieu  dans  le  diélectrique  ne  dépen- 
dent que  du  temps   et    delà    coordonnée   z   du  point  considéré. 
V  Dans  ce  cas  ces  phénomènes  sont,  au  même  instant,  identiques 

f  pour  tous  les  points  d'un  plan  parallèle  au  plan  des  xy  ;  on  dit 

r  alors  que  les  perturbations  magnétiques  formentdes  ondes  planes. 

;-.  Les  composantes  F,   G,  H  du  moment  électromagnétique  ne 

\.  dépendant  pas  de  x  ni  de   y,    les  dérivées  de  ces  quantités"  par 

rapport  'dx  eiik  y  sont  nulles  et  les  équations  (A)  se  réduisent  à 


^      d'F         d'V 
h  ^^-di^^lî^ 

i  /RN  ]  ^      d^G        d^G 


dl^  dz' 
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Cette  dernière  équation  montre  que  dans  le  cas  où  les  perturba- 
tions sont  périodiques  la  composante  H  est  nulle.  Par  conséquent 
le  moment  électromagnétique  est  situé  dans  le  plan  de  Tonde.  Il 
en  est  de  même  des  autres  quantités,  vitesse  de  rélectricité,  force 
électromagnétique,  etc.,  dont  les  composantes  satisfont  à  des 
équations  semblables  aux  équations  (B).  On  peut  donc  dire  que, 
comme  les  vibrations  de  Téther  dans  la  théorie  ordinaire  de  la 
lumière,  les  perturbations   électromagnétiques  périodiques  sont 

transversales, 

181.  Vitesse  de  propagation  d'une  onde  périodique  plane. 
—  Si  nous  posons 

I 
V  = 


les  deux  premières  des  équations  (B)  deviennent 


d'F  ^         d'P 


d'G         ...  d'G 


Sous  cette  forme,  ces  équations  sont  identiques  h  celles  qui 
donnent  les  composantes  du  déplacement  d'une  molécule  d'un 
milieu  élastique  dans  le  cas  d'un  mouvement  par  ondes  planes 
transversales.  Nous  pouvons  donc  considérer  les  perturbations 
électromagnétiqu33  caminj  se  propageant  avec  une  vitesse  égale  à 


182.  Valeur  de  catte  vitesse  dans  le  vide.  —  Le  coefficient 
de  perméabilité  jjl  du  vide  étant  égal  à  i  dans  le  système  de 
mesures  électromagnétique,  la  vitesse  de  propagation  des  ondes 

planes  dans  ce  milieu  est  égale   à  —7=  ,K  étant  exprimé  dans  le 

même  système.  Cherchons  la  valeur  de  cette  quantité. 

L'une  des  composantes  du  déplacement  électrique  est  donnée 
par  la  formule 


4t:    dx  ' 
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Le  pouvoir  inducteur  spécifique  n'ayant  pas  de  dimensions 
dans  le  système  électrostati(jue,  les  dimensions  du  déplacement 
dans  ce  système  sont  celles  du  quotient  d'un  potentiel  par  une 
longueur  et,  par  suite,  celle  du  quotienl  d'une  quantité  d'électri- 
cité par  le  carré  d'une  longueur.  Il  s'ensuit  que  si  on  passe  d'un 
système  de  mesures  h  un  autre  dans  lequel  Tunité  de  longueur  a 
conservé  la  même  valeur  que  dans  le  premier,  les  nombres  qui 
mesurent  le  déplacement  dans  l'un  et  l'autre  système  sont  dans 
le  même  rapport  que  ceux  qui  expriment  une  même  quantité 
d'électricité.  Si  donc  nous  appelons  rie  rapport  de  l'unité  électro- 
magnétique de  quantité  d'électricité  à  l'unité  électrostatique,  le 
nombre  (|ui  exprime,  soit  une  quantité  dVlectricilé,  soit  un 
déplacement   dans  le   premier  système    est  égal  au    produit    de 

—  par  le  nombre  qui  mesure  la  même  grandeur  dans  le  système 

électrostatique.  D'autre  part  on  sait  que  le  rapport  des  unités  de 
force  électromotrice  dans  les  deux  systèmes  de  mesure  électrique 
est  inverse  de  celui  des  unités  de  quantité  ;  donc  le  nombre  qui 

exprime  -—r^—  dans  le  système  électromagnétique   est  le  produit 

de  r  par  la  mesure  de  cette  quantité  au  moyen  de  l'unité  élec- 
trostatique.   Il    en    résulte   que  la  valeur   du   quotient  de  f  par 

— T-^  et,  par  suite,  la  valeur  de   K   se    trouvent  multipliées  par 
a.v 

— 7-({uand  on  passe  du  système  électrostatique  au  système  élec- 
tromagnétique. Le  pouvoir  inducteur  spécifique  du  vide  étant 
1    dans    le    système    électrostatique,    sa    valeur    est      ^    dans  le 

système  électromagnétique. 

Si  nous  portons  cette  valeur  de  K  dans  l'expression  de  la 
vitesse,  nous  avons 


VK 


\/ï^ 


t»   • 


la  vitesse  de  propagation  d'une  perturbation  électromagnétique 
est  donc  égale  au  rapport  r  des  unités  de  (juantité  d'électricité 
dans  les  deux  systèmes  de  mesures  électriques. 
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183.  —  Cette  dernière  quantité  a  été  déterminée  par  de  nom- 
breux expérimentateurs  au  moyen  de  méthodes  que  Ton  peut 
classer  en  trois  groupes  suivant  que  ç  est  donné  par  le  rapport 
des  unités  de  quantité  d'électricité,  ou  par  celui  des  forces  élec- 
tromotrices, ou  enfin  par  la  comparaison  des  capacités.  Voici  les 
résultats  de  quelques-unes  de  ces  déterminations  pour  le  quotient 
par  lo  *°  de  la  valeur  de  f  exprimée  en  unités  C.  G.  S. 

ler  groupe.      Weber  et  Kolilrauscli 3,1074 

Maxwell,  1868 2,8410 

W.  Thomson  et  King,  1869 a, 8080 

Mac  Kichan,  1872 2,8960 

,  Shida   1880 2,q5do 

^me  groupe.    '  '^ 

'  Lxner,  1882 2,9200 

liOrd  Kelvin,  1889 3, 004 

Pellat,    1891 3,0092 

Hurmuzescu,  1896 3, 0001 

Ayrlon  et  Pcrry,   1879 ^'9^ 

Stoletow,  1881 '-^'99 

J.-J.  Thomson,  i883 2,9630 

1    1881 i     3,019 

Klemoncic   |   1884 J    3,oi8o 

f   1886 (    3.0142 

Himstedt.    ]   1887 ]   3,0049 

f    1888 f   3,0092 

E.-B.  Rosa,  1889 3,0004 

J.-J,  Thomson  et  Searle,  1890    ....        2,9955 
Abraham,  1892 ^)99l^ 

Pour  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide,  M.  Cornu  a  trouvé 
3,oo4X  10*®  centimètres  :  seconde  avec  une  erreur  probablement 
inférieure  h  Viooo'  0"  ^^^^  4"^  ^^  nombre  ne  diflere  que  d'une 
quantité  très  petite,  de  Tordre  des  erreurs  expérimentales,  des 
valeurs  de  ç  données  par  MM.  Klemencic,  Himstedt,  Rosa, 
d'après  des  méthodes  paraissant  présenter  la  plus  grande  préci- 
sion. La  théorie  de  Maxwell  reçoit  donc  une  confirmation  aussi 
satisfaisante  qu'il  est  permis  de  la  souhaiter. 

D'autre  part,  M.  Hertz,  en  mesurant  la  vitesse  de  propagation 
des  ondes    électromagnétiques,  a  trouvé  un  nombre    du    même 
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ordre  de  grandeur  que  lu  vitesse  de  lu  lumière.  C'est  encore  une 
vérificution  très  sutisfaisante  de  lu  théorie  électromagnétique  de 
la  lumière. 

184.  Relation  entre  Vindice  de  réfraction  et  le  pouvoir 
inducteur  d'une  substance  isolante.  —  La  perméabilité  magné- 
tique des  milieux  transparents  étant  très  sensiblement  égale  à 
celui  du  vide,  le  rapport  de  la  vitesse  de  propagation  Y,  des 
ondes  électromagnétiques  dans  le  vide  et  de  la  vitesse  V  de  ces 
ondes  dans  un   milieu  transparent  est 

V,  — 


K   étant  le   pouvoir  inducteur  spécifique    de    ce  dernier  milieu 
exprimé  dans  le  système  électrostatique. 

D'après  la  théorie  ordinaire  de  la  lumière  ce  rapport  est  égal 
à  rindice  de  réfraction  absolu/;.  11  en  résulte  que  Ton  doit  avoir 

K  =  n\ 

Mais,  puisque  n  varie  avec  la  longueur  d'onde,  cette  relation 
ne  peut  évidemment  être  satisfaite  (jue  si  les  quantités  K  et  /i  se 
rappoHent  à  des  phénomènes  de  même  période.  Nous  devons 
donc  prendre  Tindice  de  réfraction  qui  correspond  a  des  ondes 
de  très  longue  période,  ces  ondes  étant  Icj  seules  dont  le  mouve- 
ment puisse  se  comparer  aux  opérations  lentes  à  l'aide  desquelles 
on  détermine  le  pouvoir  inducteur  spécifique.  La  valeur  de  cet 
indice  peut  être  obtenue  approximativement  en  faisant  )»  =  oo 
dans  la  formule  de  Cauchv, 

nous  avons  ainsi  n  =  A. 

Des  expériences  faites  sur  le  spectre  calorifique,  il  résulte  que 
la  formule  de  Cauchy  ne  suffit  pas  pour  représenter  les  indices 
des  radiations  de  longue  période  ;  la  formule  qui  les  représente 
le  mieux  est  de  la  forme  : 

/.  =  A).'4-B+-iî-. 
On  trouverait  ainsi,  pour  A  =  oo  ,  /i  =  oc    ce  qui  est  inadmis- 
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sible  :mais  ce  qui  montre  combien  il  faut  peu  se  fier  à  des  extra- 
polations de  ce  genre.  C'est  sans  doute  là  la  principale  cause 
des  divergences  que  nous  signalons  plus  loin. 

185.  —  Au  moment  où  Maxwell  écrivait  son  Traité,  la  paraffine 
était  le  seul  diélectrique  dont  le  pouvoir  inducteur  ait  été  déter- 
miné avec  une  exactitude  suffisante.  Une  seule  vérification  de  la 
relation  K  =  ai*  était  donc  possible  ;  encore  était-elle  peu  satis- 
faisante. MM.  Gibson  et  Barclay  avaient  trouvé  pour  le  pouvoir 
inducteur  de  la  paraffine  solide  1,975,  dont  la  racine  carrée  est 
i,4o5.  Or  ce  nombre  diffère  sensiblement  de  la  valeur  1,422  de 
rindlce  de  réfraction,  pour  une  longueur  d'onde  infinie,  déduite 
des  expériences  du  D'  Gladstone  sur  la  paraffine  fondue.  Toute- 
fois, les  nombres  comparés  se  rapportant  à  deux  états  différents 
de  la  paraffine,  leur  divergence  ne  peut  infirmer  la  théorie  ;  aussi 
Maxwell  en  conclut-il  seulement  que  si  la  racine  carrée  de  K  n'est 
pas  l'expression  complète  de  l'indice  de  réfraction,  elle  en  forme 
le  terme  le  plus  important. 

186.  —  Depuis,  on  a  fait  de  nombreuses  déterminations  des 
pouvoirs  inducteurs  spécifiques  des  corps  transparents  ;  en 
voici  les  résultats,  au  point  de  vue  qui  nous  occupe. 

Pour  les  solides  la  racine  carrée  de  K  diffère  de  Tindice  de 
réfraction  d'une  quantité  quelquefois  considérable.  D'après 
M.  Hopkinson  les  indices  de  réfraction  des  différentes  espèces 
de  verre  sont  toujours  plus  petits  que  la  racine  carrée  de  leur 
pouvoir  inducteur  ;  pour  certains  verres  ils  ne  sont  que  la  moitié 
de  cette  racine. 

La  relation  K  =  «*  se  trouve  un  peu  mieux  vérifiée  dans  le 
cas  des  liquides.  Pour  certains  hydrocarbures  liquides,  les  expé- 
riences de  MM.  Hopkinson,  Négréano,  Palaz  montrent  que  la 
vérification  est  assez  satisfaisante.  Les  deux  tableaux  suivants 
résument,  le  premier  les  résultats  de  M.  Négréano,  le  second 
ceux  de  M.  Palaz  ;  dans  ces  tableaux  l'indice  de  réfraction  se  rap- 
porte h  la  raie  D  du  sodium. 


// 


I  _ 

K  V^K 

Benzine  pure '-^7^921  i,5i39     i,5o6a 

Toluène i^i^'io  i,4949     1.49^^ 
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K  V^ÏT  //„ 

Xylène (mélange de  plusieurs  ibomèrcs)       2,2679  i»'>o59  1.4897 

Métaxylène 2,3781  1,5421  ij4977 

Pseudocuniènc 2,43io  i.Jigi  1,4837 

Cymène 2,4706  1,5716  i,4837 

Essence  de  tc5rébenlhinc 2,2618  i,5o39  i, 47*^6 


II 

Benzine 2,3377  i?'^';  ï»4997 

Toluène  n"  i 2,3646  i,537  i,4949 

»        n«  2   2,3649  '«537  1,4848 

Pétrole  ordinaire  n"  1 2,1234  i,4^7  ^M^l 

»  »  n*^  2  .    . 2,0897  1,445  'j4477 

»         rectifié 2,1950  1,481  1,47^6 

La  vérification  est  beaucoup  moins  bonne  si  Ton  prend  des 
builes  végétales  ou  animales.  Pour  celles  sur  lesquelles  il  a 
opéré,  M.  Ilopkinson  a  toujours  trouvé  n  >  v  K.  M.  Palaz  arrive 
à  une  conclusion  inverse  pour  Thuile  de  navet  et  Thnile  de  ricin  : 

Huile  de  navet yK  ^  1,737       «0=  1.4706 

lïuile  de  ricin 2,147  i>4772, 

Kn  1888,  M.  Gouy  (*)  a  mesuré  le  pouvoir  inducteur  spéci- 
fique de  Teau  par  l'attraction  qu'éprouvent  deux  plateaux  élec- 
trisés  entre  lesquels  se  trouve  une  couche  de  ce  liquide  ;  il  a 
trouvé  K  =  80.  Il  en  résulterait,  d'après  la  relation  de  Maxwell, 
/i  ==  g  environ,  nombre  à  peu  près  sept  fois  plus  grand  que  l'in- 
dice de  réfraction  réel  ;  cette  relation  est  donc  dans  ce  cas,  tout 
à  fait  en  défaut.  11  est  vrai  qu'elle  n'a  été  établie  que  pour  les 
corps  isolants,  condition  qui  est  loin  d'être  satisfaite  par  l'eau, 
toujours  plus  ou  moins  conductrice  par  suite  des  sels  qu'elle 
contient.  Mais  au  moins  on  devrait  trouver  pour  K  des  valeurs 
de  plus  en  plus  petites  lorsqu'on  prend  de  l'eau  de  plus  en  plus 
pure  ;  or  c'est  précisément  l'inverse  qui  parait  avoir  lieu. 

Enfin,  si  nous  passons  aux  gaz,  nous  trouvons  un  accord  très 
satisfaisant  entre  les  valeurs  de  y^K  et  celles  de  n.  Le  tableau 
suivant  donne   les  valeurs  de  ces  quantités  pour  ([uelques  gaz  ; 


(•)  Comptes  rendus,  t.  CVI,  p.  548;  1888. 
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les  valeurs  du  pouvoir  inducteur  spécifique  résultent  des  expé- 
riences de  M.  Boltzmann. 

K  v^K"  n 

Air  1,000590  I, 000291  1,000294 

Acide  carbonique 1,000946  i,ooo473  1,0004^4 

Hydrojçcnc 1,000264  1,0001 32  i, 0001 38 

Oxyde  de  carbone 1,000690  i,ooo345  i.ooo335 

Protoxyde  d'azote 1,000984  1,000492  i,ooo5i6 

Bicarbure  d'hydrogène   ....        i,ooi3i2  i,ooo656  1,000720 

Protocarbure  d'hydrogène.    .    .        1,000944  1,000472  i, 00044^ 

187.  — En  résumé,  la  relation  K  =  fv  est  vérifiée  pour  les 
gaz  et  quelques  liquides  ;  elle  est  en  défaut  pour  la  plupart  des 
liquides,  des  solides,  et  surtout  pour  Teau.  Malgré  la  niullipli- 
cité  des  recherches,  nous  ne  sommes  donc  pas  mieux  renseignés 
que  Maxwell  sur  le  degré  d'exactitude  qu'on  doit  accorder  à  cette 
relation. 

Mais  si  Ton  excepte  Tcau,  qui  s'écarte  complètement  des  dié- 
lectriques par  sa  nature  électroly tique  dès  qu'elle  renferme  une 
trace  d'un  sel  en  dissolution,  les  divergences  constatées  entre  n 
et  la  racine  carrée  de  K  ne  sont  pas  de  nature  à  faire  abandon- 
ner cette  relation,  surtout  si  l'on  tient  compte  des  conditions 
défectueuses  dans  lesquelles  on  l'applique.  En  premier  lieu  les 
substances  étudiées  en  vue  de  sa  vérification  sont  souvent  loin 
d'être  des  isolants  parfaits  comme  le  suppose  sa  démonstration 
Comme  isolants,  la  plupart  des  solides  sont  beaucoup  moins  bons 
que  les  gaz  et  quelques  liquides  tels  que  le  pétrole  et  la  benzine 
bien  pure  ;  or  ce  sont  précisément  ces  derniers  corps  qui  véri- 
fient le  mieux  la  relation  de  Maxwell.  En  second  lieu,  le  pouvoir 
inducteur  et  l'indice  de  réfraction  varient  avec  la  température, 
et  généralement  les  mesures  des  deux  quantités  à  comparer  sont 
faites  à  des  températures  diflerentes.  Enfin,  on  sait  que,  quelle 
que  soit  la  méthode  employée  pour  la  mesure  de  K,  les  résultats 
dépendent  de  la  rapidité  des  variations  du  champ  dans  lequel  se 
trouve  placée  la  substance  ;  peut-être  donc,  la  relation  dont  il 
s'agit  se  trouverait-elle  mieux  satisfaite  si  les  variations  du  champ 
étaient  aussi  rapides  que  les  vibrations  lumineuses.  Pour  ces 
diverses  raisons  il  ne  faut  pas  s'étonner  si  la  vérification  de  cette 
relation  n'est  pas  aussi  satisfaisante  que  la  comparaison  du  rap- 
port f  et  de  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide. 
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188.  Direction  du  déplacement  électrique.  —  Considérons 
une  onde  plane  électromagnétique.  Prenons  pour  plan  des  xi/  un 
plan  parallèle  à  Tonde  et  choisissons  pour  axe  des  x  une  direc- 
tion parallèle  i\  celle  du  moment  électromagncli(iue  ;  nous  avons 
alors  G  ==  o,  II  =  o.  Quant  à  F,  son  expression  dépend  de  la 
nature  de  la  perturbation  ;  admettons  qu'on  ait 


27: 


F  .=  A  cos  -^—  iz  —  \i). 

D'après  les  équations  (III)  du  chapitre  précédent,  les  compo- 
santes de  rinduction  magnéticjue,  sont  alors 

dW         dG 

a  =  — —  =o, 

ai/  (tz 

.         dV  d\\  .     2-      .      2-  ,  ..  . 

b  =— ; ; —  =^ A  -:; —  sin  -r— (c —  >  Oï 

dz  d.v  A  A    ^  ^ 

dx  dy 

L'induction  magnétique  est  donc  parallèle  ii  l'axe  des  y,  c'est- 
ii-dire  perpendiculaire  à  la  direction  du  moment  électromagné- 
tique. Il  en  est  de  même  de  la  force  magnétique  qui  a  môme 
direction  que  l'induction  puis(jue  les  composantes  de  ces  deux 
quantités  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant  ;jl. 

Les  composantes  de  l'induction  étant  connues,  les  équations  (II) 
permettent  de  calculer  celles  de  la  vitesse  du  déplacement  ;  nous 
trouvons 

,                   r/v            r/â             .         /2-\  -               271    , 
47://=--^ J-  ==:  AUL  (-^-)      cos    -^—{3   ^/, 

dy  dz  ^  \  A  /  A    ^  ^ 

,  dn  d^' 

dz  dx 

di  dy. 

dx  dy 

équations  qui  nous  montrent  que  la  vitesse  du  déplacement  est, 
comme  le  moment  électromagnétique,  parallèle  ii  l'axe  des  x. 
(l'est  évidemment  aussi  la  direction  du  déplacement  lui-même, 
et  d'après  les  équations  (VII),  celle  de  la  force  électromotrice 
qui  le  produit. 
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Ainsi  on  un  point  trune  oncle  plane,  le  déplacement  électrique 
et  le  moment  électromagnétique  ont  môme  direction  ;  la  force 
électromotrice  et  Tinduction  leur  sont  perpendiculaires  ;  ces 
directions  sont  d'ailleurs  situées  dans  le  plan  de  Tonde. 

189.  —  Mais,  lorsque  les  perturbations  électromagnétiques 
sont  assez  rapides  pour  donner  naissance  aux  phénomènes  lumi- 
neux, quelle  est  la  direction  du  déplacement  électrique  par 
rapport  au  plan  de  polarisation  de  la  lumière  ?  L'hypothèse  de 
Maxwell  sur  l'expression  de  l'énergie  kinétique  du  milieu  qui 
transmet  les  ondes  et  l'étude  des  diverses  théories  proposées 
pour  l'explication  de  la  réflexion  vitreuse  nous  permettent  de 
répondre  facilement  ii  cette  question. 

Nous  savons  que  dans  les  théories  ordinaires  de  la  lumière,  les 
phénomènes  observés  dans  les  milieux  isotropes  s'interprètent 
tout  aussi  bien,  soit  en  admettant,  avec  Fresnel,  que  les  vibra- 
tions de  l'éther  sont  perpendiculaires  au  plan  de  polarisation, 
soit  en  admettant,  comme  le  font  Neumann  et  Mac-CuUagh,  que 
ces  vibrations  s'effectuent  dans  le  plan  de  polarisation.  Nous 
avons  montré,  en  outre,  à  propos  de  la  réflexion  vitreuse  (*),  que 
ces  deux  hypothèses  conduisent  il  des  résultats  opposés  pour  la 
densité  de  l'éther  ;  si  Ton  adopte  celle  de  Fresnel,  la  densité  doit 
être  considérée  comme  variable  ;  si  Ton  prend  celle  de  Neumann 
et  Mac-Cullagh,  cette  densité  est  constante. 

Mais  dans  Tune  et  l'autre  théorie  l'énergie  kinétique  a  pour 
valeur 


4-/?('"+v^+"^)'^- 


p  désignant  la  densité,  X\  r/,  'Q  les  composantes  de  la  vitesse  de 
la  molécule  d'éther.  Suivant  Maxwell,  Téncrgie  kinétique  n'est 
autre  que  le  potentiel  électrodynamique  du  système  de  courants 
qui  existent  dans  le  milieu;  l'expression  de  cette  énergie  est  donc, 
dans  le  cas  où  le  milieu  est  supposé  magnétique  (143), 

1      f* 


(')  Théorie  ntai/té/nati*/iic  de  la  Lumière,  p.  3ao  cl  siiiv. 


i:o  rinumn:  lU.m  imm.uisP/nQVE  uk  la  ia  miehk 

on,  v\\  exprimant  \v%  cortipoMniiUf»  An  l^induction  iiu  nioyeri  ilf*s 
roinpofinnti*»  ilr*  In  foiTi'  élifrtroituigiiétiqiii*, 

l'iMir  l'a  in*  cadre*  r  la  lliéoriiMlc*  Maxwi^llaviu!  la  tliéorif'ordifiairf* 
<l<î  la  liiitiirn*  qui,  jusqu'ici,  M*iî»t  trouvée  <racrordavc»criîxpériciice, 
tioufi  devoiiH  admettre  (|iie  daiiH  ee»  deux  tliéorieH  leH  expres- 
fttomi  de  Téiier^ie  kinétir|iie  Hoiit  identiqiieft.  Noiih  devon»  doue 
avi)ir 


?^- 


i^ 


5'   -a,       V  -  ?,        C  -  ï. 

Or.  a  étant  eonntant  pour  un  milieu  inotrope,  la  première  de 
ceH  égalitéH  nnuH  indique  (|ue  la  deuHité  p  de  Téther  doit  être 
eotifttante;  nouH  devouH  donc*  adrq)ter  riiypotlièfte  de  Neumann 
et  Ma(*-(!ullaf(|].  Mai»  alorft  la  (orée  électromagnétique,  (|ui, 
(TaiireH  Ich  troin  derniereH  égalitéH,  a  même  direction  <{ue  la 
vibration  de  la  molécule  d'étlier,  cHt  Hituée  daUH  le  plan  de  pola- 
ri  Hat  ion.  Par  conHé(|uent,  en  nouH  r(*portant  ii  ce  (pii  a  été  dé- 
montré dauH  le  paragraphe  précédent  nouH  arrivonn  à  cette 
concluHion  :  le  déplacement  électri(pie  ent  perpendiculaire  au 
plan  de  polarination,  ni  touteloin  Ton  adopte  les  liypotlièHeH  de 
Maxwell. 

190.  Propagation  dans  un  milieu  anisotrope.  —  Double 
rétraction.  —  JuH(|u*ici  nouH  avons  implicitement  supposé  cpie  le 
milieu  isolant  (|ui  propage  les  perturbations  électromagnétiques 
est  isotr(q)e;  cherchons  maintenant  ce  cpie  deviennent  les  écpni- 
tions  du  clnunp  lors(|ue  le  diélectri(|ue  est  anisotrope. 

Nous  avons  vu  (73)  que  Tanalogic*  <le  la  loi  des  échanges  d'élec- 
tricité entre  les  cellules  d'un  <liél(*clricpie  avec  la  loi  des  échan- 
ges de  chaleur  dans  la  théorie  de  T'ourier,  conduit^  si  Ton  choisit 
convenaMttment  les  axes  de  coordonnées,  aux  valeurs  suivantes 
pour  les  conqiosantes  du  déplacement  électri(|ue  dans  un  milieu 
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anisotrope. 


^  désigne  le  potentiel  électrostatique,  X,  Y  et  Z,  les  composantes 
de  la  force  électromotrice  due  à  toute  autre  cause  qu'une  diffé- 
rence de  potentiel.  En  supposant  cette  force  électromotrice  due 
uniquement  à  Tinduction  produite  par  les  courants  et  les  aimants 
du  champ,  ces  égalités  deviennent 

A  =  il^  R. 

47: 

191.  —  Mais  il  n'est  pas  nécessaire  pour  établir  ces  formules 
de  s'appuyer  sur  Thypothcse  de  la  constitution  cellulaire  des 
diélectriques. 

D'après  les  formules  (Vil)  du  Chapitre  précédent,  les  compo- 
santes du  déplacement  électrique  dans  un  milieu  isotrope  sont 
proportionnelles  à  celles  de  la  force  électromotrice;  par  suite, 
l'hypothèse  la  plus  simple  qui  se  présente,  est  d'admettre  que, 
pour  un  milieu  anisotrope,  /)  g^  h  sont  des  fonctions  linéaires  et 
homogènes  de  P,  (^,  R, 

f=KV    +BQ  +CR, 
é'=AT  +BQ+CR, 
A  =  A'T  +  B'Q  +  r/'R. 

D'ailleurs  les  neuf  coefficients  A,  B,  (],...  ne  sont  pas  absolu- 
ment arbitraires.  Montrons  en  effet  qu'ils  forment  un  déterminant 
symétrique. 

Si  nous  donnons  aux  composantes  du  déplacement  des  accrois- 
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s(Miicnts  (If^  (l*(^  (lit,  lo  travail  correspondanl  de  la  force  électro- 
motrice  est 

ou,  d'après  les  relations  précédentes, 

? 
\UUV  +  Br/()  +  CdW)  +  Q  (AWP  +  BWQ  +  CWR) 

+  R  [M'd?  +  B'^rfQ  +  C'WR), 
ou  encore 

(Al>  +  A'(^  +  K"R)  rfP  +  (BP  +  B'Q  +  B  R)  rfQ 

(CP  +  CQ  +  C'R)rfR. 


Pour  qu'il  y  ait  conservation  de  l'énergie  cette  expression  doit 
être  une  difrérentielle  exacte.  Cette  dernière  condition  s'exprime 
par  trois  égalités  dont  la  première  est 

r/(AP  +  A'Q  +  A''R)         .^(CP  +  CQ-hC'R) 


nous  en  tirons 

A'^^-C. 

Les  deux  autres  égalités  nous  donneraient 

B  =  A',  C/=B", 

ce  (jui  montre  bien  que  le  déterminant  des  coellicients  est  symé- 
trique 

Le  nombre  de  ces  coefficients  se  trouve  donc  réduit  à  6.  Par  le 
choix  des  axes  de  coordonnées  nous  disposons  des  valeurs  de  trois 
d'entre  eux;  nous  pouvons  donc  faire  ce  choix  de  telle  sorte  que 
les  coellicients  qui  ne  sont  pas  sur  la  diagonale  du  déterminant  se 
réduisent  ii  zéro;  les  valeurs  de  f,  g^  h  se  réduisent  alors  aux 
expressions  (i). 

192.  —  Nous  devrions  faire,  pour  les  équations  qui  donnent  les 
composantes  ^7,  i,  r  de  l'induction  magnétique  eu  fonction  des 
composantes  a,  fi,  y  de  la  force  électromagnétique,  la  môme  hypo- 
thèse que  celle  que  nous  venons  d'adopter  pour  exprimer  f\  gy  h 
en  fonction  de  P,  Q,   R.  Nous  serions  ainsi  amenés  i\  remplacer 
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les  équations  (I)  du  Chapitre  précédent  par  trois  équations  de 
même  forme  n'en  difl'érant  qu'en  ce  que  le  coedîcient  jjl  aurait 
dans  chacune  d'elles  une  valeur  différente  \k^  |jl\  |jl'.  Mais  la  per- 
méabilité magnétique  des  corps  transparents  étant  toujours  très 
voisine  de  Tunité,  ce  coefficient  n'a  guère  d'influence  sur  le 
résultat  des  calculs.  Pour  ne  pas  compliquer  inutilement  la 
question  nous  admettrons  que  u.  est  constant  et  égal  ii  i . 

193.  —  En  dérivant  les  équations  (i)  par  rapporta  /,  et  rem- 
plaçant dans  les  seconds  membres  des  équations  ainsi  trouvées, 

r/P     rfQ    ,^/R  ,  ,  ,  ,,  ^„„ 

--.  ,  -_-  et  —-par  les  valeurs  obtenues  au  S  177,  nous  avons  les 

dt      (il         di  * 

relations 


Içiu  :=  —  K 


.     d'V 


di 


à    ' 


d'G 


^TwH'   =^  K 


// 


dn\ 


di'  ' 


qui  peuvent  s'écrire 


d'F 


(Q 


dt' 

K 

4~". 

d'C, 

1 

dl' 

K' 

4-<s 

d'W 

1 

dl^ 

K" 

47:n'. 

Nous  avons  d'ailleurs  (167) 


» 


d"     dp 

dij         dz 


<l%         d 


d.v         dij 
Knfîn,  puisque  nous  avons  supposé  a  =  i,  les  équations  (III)  du 
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S  167  deviennent 


■   a  = 


(i-:> 


\ 
I 


o 


dy  dz 

dF  ^H 

dz  d.v 

dG  dV 

dx  dy 


Tels  sont  les  trois  groupes  d'équations  qui  permettent  de  déter- 
miner les  valeurs,  à  un  moment  quelconque,  des  éléments  d'une 
perturbation  magnétique  en  un  point  d'un  diélectrique  anisotrope, 
lorsqu'on  connaît  leurs  valeurs  initiales. 

194.  —  S'il  est  vrai  que  la  lumière  est  due  à  une  perturbation 
de  ce  genre,  ces  équations  doivent  nous  conduire  à  l'explication 
de  la  double  réfraction  (jue  présente  la  lumière  lorsqu'elle  tra- 
verse un  milieu  anisotrope.  L'étude  que  nous  avons  faite  de  ce 
phénomène  (*),  nous  permet  de  montrer  qu'il  en  est  bien  ainsi, 
sans  entrer  dans  de  longs  développements. 

Nous  savons  que  si  on  désigne  les  composantes  du  déplacement 
de  la  molécule  d'éther  par  ;.  r,,  ÎJ  dans  la  théorie  de  M.^  Sarrau, 
par  X,  Y,  Z  dans  la  théorie  de  Neumann,  par  //,  r,  tv  dans  celle 
de  Fresnel,  on  a  les  neuf  relations  '^^) 

=  —  au. 


de 

d\ 

d': 

;=: CIV, 


di' 

dZ     .  d\ 


II 


df/  dz 

d'\         dL 


V  = 


!«•  = 


dz  dx 

d\         d\ 


d.v         dij  ' 


(')  Théorie  mathcmatiiiuc  de  ta  Lumière,  p.  217  à  'Ji8. 
(*)  Lue,  cit.,  ji.  '2'\). 
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dij  dz  ^ 

Y  ^  _^  ^^ 


dz  d.v  * 

y    d'f,   d\ 


dx         dij  ' 

Ces  équations  deviennent  identiques  aux  groupes  (C),  (D)  et 
(lî)  du  paragraphe  précédent  si  nous  y  faisons 


K  '  K  '  K  '  ' 

Or  les  trois  théories  optiques  de  Fresnel,  de  Neumann,  et  de 
M.  Sarrau  expliquent  également  bien  tous  les  fails  observés 
puisque,  jusqu'ici,  aucune  expérience  n'a  pu  faire  préférer  Tune 
à  Tautre;  nous  pouvons  donc  être  assurés  que  les  groupes  d'équa- 
tions (C),  (D),  (E),  déduits  de  la  théorie  de  Maxwell,  permet- 
tront d'expliquer  tous  les  phénomcMies  connus  et  ne  seront  en 
contradiction  avec  aucun  d'eux. 

195.  —  En  particulier,  l'équation  des  vitesses  de  propagation 
des  deux  ondes  planes  provenant  d'une  même  onde  incidente 
doit  être  identique  dans  la  théorie  électromagnétique  et  dans  les 
théories  optiques.  Dans  ces  dernières  elle  est 

^  nr  n 


\-  T^l Ï-+  -VT^ =   O, 


l,  772,  n  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  de 
Tonde  ;  par  conséquent  elle  devient  avec  les  notations  de  la  théorie 
électromagnétique 

m  jr 


+  -i777r=i r  =  o- 


KV^  —  I     '     K'V-  —  I     '     KV  —  I 

Il  en  résulte  que  les  vitesses  de  propagation  suivant  les  axes 
de  coordonnées  sont  inversement  proportionnelles  aux  racines 
carrées  des  pouvoirs  inducteurs  suivant  ces  mêmes  axes  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  que  ces  racines  carrées  sont  proportion- 


fi  • 
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nelles  aux  valeurs  des  indices  de  réfraction  suivant  les  axes  d'élas- 
ticité d.i  milieu. 

/  196.  —  Cette  relation  se   trouve  assez  bien  vérifiée  pour   le 

soufre  cristallisé.  Les  pouvoirs*  inducteurs  suivant  les  trois  axes 
f  d'élasticité  d'un  cristal  de  cette  substance   sont  respectivement, 

d'après  M.  Boltzmann  (*)  :  4^77^,  —  ^^970, — 3, 811.  Les  racines 
carrées  de  ces  nombres  :  2,1 85,  —  i»9i>  —  ï^gS  difTcrent  peu 
des  indices  de  réfraction  correspondant  aux  mêmes  directions  : 
2,1,43,  —  1,96  —  1,89. 

Les  autres  substances  anisotropes  étudiées  donnent  des  résultats 
bien  moins  satisfaisants.  D'après  les  expériences  faites  par  M.  J. 
^ .^  (àirie  (-)  sur  le  quartz,  le  spath,  la  tourmaline,  béryl,  etc.,  la  racine 

i- .  carrée  de  K  est  toujours  beaucoup  plus  grande  que   l'indice  de 

^'.  réfraction;  toutefois,  conformément   à  la  théorie,    les    cristaux 

%]  positifs,  comme  le  quartz,  possèdent  un  pouvoir  inducteur  plus 

J^.  grand  suivant  la  direction  de  l'axe  optique  que  suivant  une  direc- 

^"  -  tion    perpendiculaire,    tandis    que    pour    les   cristaux    négatifs, 

^-^  .^  comme  le  spath  d'Islande,  c'est  suivant  cette  dernière  direction 

§/;.  que  le  pouvoir  inducteur  est  le  plus  grand. 

ii^  La  relation  K  =  n}  n'est  donc  que  très  imparfaitement  vérifiée. 

^^  .*  Mais,  comme  dans  le  cas  des  corps  isotropes,  nous  devons  faire 

^v  observer  que  les  conditions  que  suppose  l'établissement  de  cette 


% 


fej^  relation  ne  sont  pas  remplies  par  les  substances  étudiées.  Plu- 

H'  sieurs  d'entre  elles  sont  hygrométriques  et  acquièrent,    par   la 

p^.-  couche  d'eau  qui  les  recouvre,  une  conductibilité  qui  peut  expli- 

ji.*.  quer  jusqu'à  un  certain  point  les   divergences  observées.  Otte 

^.^  manière  de  voir  se  trouve  d'ailleurs  confirmée  par  les  résultats 

^;  obtenus  pour  le  soufre,  substance  remarquable  par  ses  propriétés 

isolantes  et   par   la   difticultc   avec   laquelle   la  vapeur  d'eau  se 

condense  sur  sa  surface. 


f' 


v^  197.  —  L'identification  des   équations  des  §  193  et  194  nous 

ïj  permet  de  déterminer  les  directions  relatives  des  diverses  quan- 

y:  tités  qui  définissent  le  courant  de  déplacement  en  un  point,  et 

'•'  ê 

I  (')    Wiener  SUznnffsben'chie,  t.  LXX,  part.  II,  p.  a4a,   1874. 

fl  "  {*,  Lumière  Electrique,  t.  XIX,  p.  127,  1888. 


* 

'% 

r 
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Fig.  33. 


leurs  directions  par  rapport  au  rayon  lumineux  et  par  rapport  au 
plan  de  polarisation. 

Nous  savons  que  les  directions  ON  et  OF  (^fig,  33)  des  vibra- 
tions de  Neumann  et  Fresnel  sont  rectangulaires  entre  elles  et 
situées  dans  le  plan  de  Tonde,  et  que 
les  directions  OS  et  ON  des  vibrations 
de  M.  Sarrau  et  de  Neumann,  égale- 
ment perpendiculaires  entre  elles,  sont 
dans  un  plan  normal  au  rayon  lumineux 
OR.  Or,  de  l'identité  des  équations  que 
nous  venons  de  rappeler,  il  résulte  que 
la  vitesse  du  déplacement  électrique  est 
parallèle  a  la  vibration  de  Fresnel,  la 
force  électromagnétique  parallèle  ii  celle 
de  Neumann,  enfin  le  moment  électromagnétique  et,  par 
suite,  la  force  électromotrice  parallèles  h  la  vibration  de 
M.  Sarrau.  Nous  en  concluons  que  le  déplacement  électrique 
s'effectue  dans  le  plan  de  l'onde  perpendiculairement  à  la  force 
électromagnétique,  et  que  cette  dernière  quantité,  située  dans  le 
plan  de  l'onde,  est  perpendiculaire  à  la  direction  du  rayon  lumi- 
neux et  à  la  force  électromotricc,  elle-même  normale  au  rayon. 
Dans  le  cas  d'un  corps  isotrope,  la  direction  de  ce  rayon  se  con- 
fond avec  celle  de  la  normale  On  au  plan  de  l'onde  et  par  con- 
séquent la  force  éleclror.iotrice  prend  la  direction  du  déplace- 
ment comme  nous  le  savions  déjii. 

Quant  aux  directions  par  rapport  au  plan  de  polarisation  il 
résulte  de  ce  que  nous  savons  sur  la  position  de  ce  plan  relative- 
ment aux  vibrations  de  l'éther  que  la  force  électromotricc  et  le 
déplacement  sont  presque  normaux  au  plan  de  polarisation  tandis 
que  la  force  électromagnétique  lui  est  sensiblement  parallèle.  Si 
Ton  passe  au  cas  d'un  milieu  isotrope  ces  quantités  deviennent 
rigoureusement  perpendiculaires  ou  parallèles  au  plan  de  polari- 
sation. 


198.  Propagation  dans  un  milieu  imparfaitement  isolant. 
—  Absorption  de  la  lumière.  —  Nous  avons  dans  ce  cas  le  choix 
entre  les  formules  (IX)  de  Maxwell  et  les  formules  (X)  de  M.  Potier 
(170   et  ni).   Ces   deux    groupes    de    formules    conduisant  aux 
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mêmes  résultats,  prenons  celles  de  Maxwell  et  cherchons  quel 
est  alors  le  mode  de  propagation  d'une  onde  plane  électroma- 
gnétique. 

Si  nous  prenons  le  plan  des  xy  parallèle  au  plan  de  Tonde  et 
Taxe  des  .r,  parallèle  à  la  direction  du  moment  électromagnétique, 
nous  avons  G  =  II  =  o,  et  les  équations  (i)  du  paragraphe  177 

se  réduisent  à  la  première 

dP  _        J'F 

dt   ~         dF' 
d'où  nous  tirons  : 


^'7  ^     —  dt' 


'^[^  en  négligeant  la  constante  d'intégration  qui  doit  être  nulle  lors- 

•  \,  que  les  perturbations  sont  périodiques.  En  portant  ces  valeurs 

dans  la  première  des  équations  (IX)  de  Maxwell 


irr  ,,  =  CP  +  *^    ^^ 


471  dt  * 

nous  obtenons  : 

Pr  ,    ,  p    dV  K     d'¥ 

^' 

iy  Mais  les  groupes  d'équations  (1),  (II),  (III)  du  paragraphe  167 

^i'  nous  donnent  : 


^:  ,  rfy         rf3  1   /       d'F 


-2    /  ' 


r-ï  '  ^y  É^c  [JL  \       dj/^  dz 

il 

f  ou,  puisque,  par  suite  du  choix  des  axes  de  coordonnées,  F  ne 

dépend  pas  de  y 

t-  471W  = T-T-  ; 

^*  a    dz 

t," 

j^    .  nous  avons  donc  en  éliminant  u  entre  Téquation  (i)  et  cette  der- 

*<  nière 


Cette  équation  est  satisfaite  par  une  fonction  périodique  du 
temps  de  la  forme 

P   ;_-   g»  {nt  —  mis) 
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pourvu  que  les  coefficients  n  et  m  satisfassent  à  la  relation 

m^  ==  [jlK/i-  —  4^î^^'''- 

Mais  n  ayant  pour  valeur  tjt»  T  désignant  la  période  de  la  fonc- 
tion, cette  quantité  est  réelle;  par  suite  ni^  est  une  quantité 
essentiellement  imaginaire.  11  en  est  de  même  de  m  et  nous  pou- 
vons poser 

m  =  q  — pi. 

En  portant  cette  valeur  de  m  dans  Tégalité  précédente  et  en 
écrivant  qu'il  y  a  égalité  entre  les  parties  réelles  et  les  parties 
imaginaires  nous  obtenons  les  deux  conditions 

,3V  S   v'  —  P'  =  l^K/«% 

La  fonction  périodique  satisfaisant  à  Téquation  (2)  peut  alors 


s  écrire 

F  =--  c  -  ''"  e'  ^"'  ""  ^'^ 

dont  la  partie  réelle,  la  seule  qui  nous  intéresse  au  point  de  vue 
des  conséquences  expérimentales,  est  : 

F  =  e~^''  cos  [ni  —  qz), 

199.  —  Si  Ton  fait  abstraction  des  variations  de  F  résultant 
du  facteur  cos  {jit  —  qz)^  cette  expression  nous  montre  que  la 
valeur  du  moment  électromagnétique  varie  comme  Texponen- 
tielle  e~^''.  Or,  d'après  la  seconde  des  équations  de  condition  (3), 
p  et  q  sont  de  même  signe;  par  suite,  si  la  direction  de  propaga- 
tion de  Tonde  plane  considérée  est  celle  des  z  positifs,  p  et  q  sont 
positifs  et  e"^''  décroît  quand  z  augmente.  La  valeur  du  moment 
électromagnétique  diminue  donc  à  mesure  que  Tonde  pénètre  plus 
profondément  dans  le  milieu  considéré. 

Il  en  est  de  même  pour  le  déplacement  électrique  et  la  force 
électromagnétique  puisque  les  valeurs  de  ces  quantités  se  dédui- 
sent de  celles  du  moment  électromagnétique  par  une  suite  d'équa- 
tions différentielles  linéaires  et  du  premier  ordre  qui  laissent  sub- 
sister dans  leurs  expressions  le  facteur  e""^'. 


i8o 
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Il  en  est  encore  ainsi  pour  la  vitesse  de  déplacement  d'une 
molécule  d'éther  luminifère  puisque  nous  avons  vu  (189)  que 
cette  vitesse  est  proportionnelle  à  la  force  électromagnétique. 

Par  conséquent,  lorsque  les  perturbations  magnétiques  seront 
assez  rapides  pour  donner  lieu  aux  phénomènes  lumineux,  Tin- 
tensité  de  la  lumière,  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse 
moyenne  d'une  molécule  d'élher,  devra  varier  comme  e~^''. 


200.  —  Dans  le  cas  où  la  substance  considérée  possède  un  pou- 
voir inducteur  spécifique  très  faible  et  une  perméabilité  magné- 
tique voisine  de  i,  la  valeur  dey?  déduite  des  équations  (3)  montre 
(jue  cette  quantité  est  sensiblement  proportionnelle  à  la  racine 
carrée  de  C.  Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  l'intensité  de 
la  lumière  transmise  par  un  tel  milieu  est  d'autant  plus  faible 
que  C  est  plus  grand;  en  d'autres  termes,  plus  un  corps  est  con- 
ducteur pour  l'électricité,  plus  il  est  opaque  pour  la  lumière. 

Il  y  a  un  grand  nombre  d'exceptions  à  cette  règle.  Toutefois, 
d'une  manière  générale,  les  corps  solides  transparents  sont  de  bons 
isolants  tandis  que  les  corps  solides  conducteurs  sont  très  opa- 
ques. Kn  outre,  il  résulte  des  recherches  de  M.  J.  Curie  (')  sur  les 
diélectriques  que  la  liste  de  ces  corps  rangés  par  ordre  de  con- 
ductibilité croissante  est  presque  identique  à  celle  de  ces  mêmes 
corps  rangés  par  ordre  de  diathermanéité  décroissante.  Voici 
ces  deux  listes  ;  celle  des  pouvoirs  diathermes  est  déduite  des 
travaux  de  Melloni. 


Conductibilité  électrique 
ci'ois<t{(nl  (lu  premier  au  dernier. 

Soufre. 

Sel  gemme. 

Fluorine. 

Spath  d'Islande. 

Quartz. 

Barjtine. 

Alun. 

A'erre. 

Tourmaline  foncée. 


Pouvoir  dialherm(ino 
décroissant  du  premier  au  dernier. 

Sel  gemme. 

Soufre. 

Fluorine. 

Spath  d'Islande. 

Quartz 

A'erre. 

Barvtine. 

Tournaline  foncée. 

Alun. 


('/  Lumii'ie  Electrique,  t.    XXIX,  p.  32U,   1888. 
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On  pourrait  encore  citer  Tébonite  qui  a  été  signalée  comme 
se  laissant  facilement  traverser  par  les  radiations  obscures. 

201.  —  Contrairement  à  la  loi  précédente  les  électrolytes  sont 
bons  conducteurs  de  l'électricité  et  généralement  transparents. 
Maxwell  explique  ce  fait  en  faisant  observer  que  la  conductibi- 
lité des  électrolytes  n'est  pas  de  même  nature  que  la  conductibi- 
lité des  métaux.  Dans  ceux-ci  les  molécules  matérielles  sont  en 
repos  ;  et  Télectricité  seule  est  en  mouvement  ;  dans  les  électro- 
lytes, au  contraire,  les  ions  se  meuvent  d'une  électrode  à  l'autre 
et  le  transport  de  l'électricité  s'effectue  par  les  ions  qui  devien- 
nent ainsi  les  cons>ectenrs  de  l'électricité. 

On  peut  trouver  une  autre  explication  qui  a  été  également 
donnée  par  Maxwell.  L'énergie  absorbée  par  le  passage  de 
l'onde  à  travers  la  substance  doit  se  retrouver  nécessairement  sous 
une  forme  quelconque.  Dans  les  métaux,  elle  se  transforme  en 
chaleur.  Dans  les  électrolytes,  elle  sert  à  effectuer  la  séparation 
des  ions.  Mais  le  sens  du  mouvement  des  ions  dépend  de  celui 
du  mouvement  électrique;  par  suite,  l'effet  produit  par  le  passage 
d'une  certaine  quantité  d'électricité  dans  un  sens  se  trouve 
détruit  par  le  passage  d'une  même  quantité  en  sens  inverse  et 
une  succession  de  courants  alternatifs  comme  ceux  qui  résultent 
des  perturbations  capables  de  produire  la  lumière  ne  peut  donner 
lieu  à  une  décomposition.  Il  n'y  a  donc  pas  d'énergie  absorbée 
et  l'intensité  lumineuse  à  la  sortie  d'un  électrolyte  doit  être  sen- 
siblement  égale  à  l'intensité  de  la  lumière  incidente. 

202.  —  Maxwell  a  fait  quehjues  expériences  pour  vérifier 
quantitativement  si  l'intensité  lumineuse  décroît  bien  comme 
l'exponentielle  e~^^''\  11  a  opéré  sur  le  platine,  l'or,  l'argent,  qui 
réduits  en  lames  très  minces,  laissent  passer  la  lumière.  11 
semble  résulter  que  la  transparence  de  ces  corps  est  beaucoup 
plus  grande  que  ne  le  voudrait  la  théorie.  Mais  ce  résultat  s'ex- 
plique facilement  ;  l'épaisseur  des  lames  n'est  pas  uniforme  et 
une  forte  proportion  de  la  lumière  transmise  traverse  une  épais- 
seur beaucoup  plus  faible  que  la  valeur  de  z  prise  dans  le  calcul 
de  l'exponentielle. 

203.  Réflexion  des  ondes.   —  Les  lois  de  la  réflexion  de  la 
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lumière  peuvent  se  déduire  des  équations  du  champ  magnétique. 
Dans  une  note  publiée  dans  la  traduction  française  du  traité  de 
Maxwell  (t.  II,  p.  5oj)  M.  Potier  a  montré  qu'on  retrouve  ainsi 
les  formules  données  par  Fresnel  pour  la  réflexion  vitreuse  et 
celles  de  Cauchy  et  Lamé  pour  la  réflexion  métallique.  Ces  for- 
mules ayant  été  vérifiées  par  l'expérience,  leur  déduction  de  la 
théorie  de  Maxwell  est  une  nouvelle  confirmation  de  cette  théorie. 
Cependant,  les  valeurs  numériques  des  constantes,  déterminées 
par  les  méthodes  optique  et  électrique  ne  concordent  pas;  le 
désaccord,  notable  pour  les  diélectriques  transparents,  est  encore 
plus  marqué  pour  les  métaux.  En  particulier  la  réflexion  de  la 
lumière  sur  le  fer  devrait  difierer,  d'après  la  théorie  de  Maxwell, 
de  la  réflexion  sur  les  autres  métaux  puisque  le  coefficient  de 
perméabilité  magnétique  du  fer  est  environ  .*5o  fois  plus  grand 
que  celui  de  la  plupart  des  métaux  ;  or  l'expérience  n'a  jusqu'ici, 
révélé  aucune  particularité  dans  les  lois  de  la  réflexion  sur  le  fer. 

Cette  divergence  peut  s'expliquer  si  l'on  suppose  que  l'induc- 
tion magnétique  est  un  phénomène  qui  n'est  pas  instantané.  Avec 
des  vibrations  extrêmement  rapides,  le  phénomène  n'aurait  pas 
le  temps  de  se  produire. 

On  pourrait  invoquer  un  argument  à  l'appui  de  celte  manière 
de  voir.  Les  expériences  de  M.  Fizeau  sur  la  vitesse  de  propaga- 
tion de  l'électricité  à  travers  un  fil  ont  prouvé  que  cette  vitesse 
est  plus  faible  dans  le  fer  que  dans  le  cuivre.  Cela  s'explique 
aisément  car  grâce  au  phénomène  de  l'aimantation  transversale 
qui  se  produit  dans  un  fil  de  fer  parcouru  par  un  courant,  la  self- 
induction  du  fer  est  plus  grande  que  celle  du  cuivre. 

Au  contraire,  les  expériences  de  Hertz  donnent  pour  la  vitesse 
dans  le  fer  la  même  valeur  que  pour  la  vitesse  dans  le  cuivre, 
comme  si,  dans  ces  alternances  extrêmement  rapides  réalisées 
par  l'illustre  physicien  de  Carlsruhe,  le  fer  n'avait  pas  le  temps 
de  se  magnétiser  par  induction.  «  Auch  Eisendriihte  machen 
keine  Ausnahme  von  der  allgemeinen  Regel,  die  Magnetisirbar- 
keit  des  Eisens  kommt  also  bei  so  schnellen  Bewegungen  nicht  in 
Betracht  »  (Hertz,  ]Vied.  Ann.^  t.  XXXIV,  p.  fi58). 

204.  Energie  de  la  radiation,  —  Dans  les  théories  ordinaires 
des  phénomènes  lumineux,  le    milieu  qui  transmet  la   lumière 
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renferme  de  l'énergie  sous  forme  d'énergie  potentielle  et  sous 
forme  d'énergie  kinétique  ;  l'énergie  potentielle  est  due  a  la 
déformation  du  milieu,  supposé  élastique  ;  l'énergie  kinétique 
résulte  de  son  mouvement  vibratoire.  L'énergie  totale  d'un  élé- 
ment de  volume  reste  constante  et  par  suite,  quand  l'énergie 
potentielle  varie,  l'énergie  kinétique  varie  en  sens  inverse  d'une 
quantité  égale. 

Dans  la  théorie  électromagnétique,  on  suppose  également  que 
l'énergie  du  milieu  est  en  partie  potentielle,  en  partie  kinétique. 
L'énergie  potentielle,  due  aux  actions  électrostatiques,  a  pour 
expression  (32) 


W 


=/-^(/"^  +  é'^+/OrfT, 


l'énergie  kinétique  est  le  potentiel  électrodynamique  du  système 
de  courants  développés  dans  le  milieu,  c'est-à-dire  (144) 


=/-«:r( 


cfci  -h  pi  H-yO  ^^' 

Cherchons  les  valeurs  de  ces  deux  quantités  dans  le  cas  d'une 
onde  plane  parallèle  au  plan  xy  et  dans  laquelle  le  moment  élec- 
tromagnétique est  dirigé  parallèlement  à  l'axe  des  .r. 

Nous  avons  alors,  d'après  le  paragraphe  181, 

G  =  Il  =  o,       Q==R  =  o,       g=zh=Oy 
a  =  y=o,        a=c=Of 

et  les  expressions  des  deux  formes  de  l'énergie  deviennent 

T   =  f-r^   P  d-.. 

J    07r|i. 

Mais  les  équations  (VII)  et  (III)  du  champ  électromagnétique 
nous  donnent 

/•_    K  K     dV 

T  =  —, —  1    —  —, ; —  » 

'  4^^  ^TZ      dt 

rfF 
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(le  sorte  que  nous  avons  pour  les  valeurs  de  Ténergie  potentielle 
et  de  l'énergie  kinétîque  rapportées  h  l'unité  de  volume 

La    fonction    F,   devant  satisfaire   à    l'équation    différentielle 

(180) 


est  de  la  forme 


ou 


^  di*    ~  dz*  ' 


F=r{z-\t), 


v==    • 


nous  avons  donc 


V^' 


dF 


dt 

dF 
dz 


=  -f'{z-\l), 


et  par  conséquent 


t  dt   J         \f.  L  dz    l 


Les  valeurs  (i)  et  (2)  des  deux  formes  de  l'énergie  sont  donc 
égales  entre  elles  ;  quand  l'une  d'elles  varie,  l'autre  varie  dans  le 
même  sens  de  la  même  quantité.  Nécessairement,  puisqu'il  y  a 
conservation  de  l'énergie  dans  le  système  tout  entier,  l'énergie 
perdue  dans  un  élément  de  volume  doit  se  retrouver  dans  un  autre 
élément.  Ces  conséquences  différent  de  celles  des  théories  ordi- 
naires de  la  lumière  que  nous  avons  rappelées  en  commençant. 

205.  Tensions  et  pressions  dans  le  milieu  qui  transmet  la 
lumière,  —  Nous  avons  vu  (81)  que  dans  un  milieu  diélectrique 
en  équilibre  contraint,  un  élément  de  surface  perpendiculaire 
aux  lignes  de  force,  subit  une  tension  normale  dont  la  valeur  par 
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K 
unité  de  surface  est  égale  au  produit  de -r— par  le  carré  de  la  force 

électromotrice,  tandis  que  sur  les  éléments  parallèles  aux  lignes 
s'exercent  des  pressions  qui,  rapportées  à  Tunité  de  surface,  ont 
la  môme  valeur  que  cette  tension.  Si  donc  nous  prenons  l'axe 
des  X  parallèle  aux  lignes  de  force  et  si  avec  Maxwell,  nous  con- 
venons de  représenter  les  pressions  par  des  quantités  négatives, 
nous  aurons  pour  les  valeurs  des  tensions  et  des  pressions,  par 
unité  de  surface,  qui  s'exercent  sur  des  éléments  perpendicu- 
laires aux  axes  de  coordonnées, 

K  K  K 

Mais,  avec  ce  système  d'axes,  l'énergie  électrostatique  rappor- 
tée il  l'unité  de  volume  a  pour  valeur 

^^  ~"  K    '^  ~  87:        ' 

par  conséquent  les  tensions  et  pressions  par  unité  de  surface  sur 
les  éléments  considérés  sont  égales  à  l'énergie  électrostatique 
par  unité  de  volume. 

206.  —  La  loi  des  attractions  et  des  répulsions  étant  la  même 
pour  les  masses  électriques  et  les  masses  magnétiques  nous 
devons  nous  attendre  à  trouver  des  tensions  et  des  pressions  ana- 
logues aux  précédentes  dans  le  champ  magnétique.  Maxwell 
traite  le  cas  général  où  il  existe  dans  le  champ  des  aimants  et  des 
courants.  La  méthode  qu'il  emploie  est  sujette  a  des  objections. 
Mais  il  est  inutile  d'envisager  le  cas  général  puisque,  d'après 
l'hypothèse  d'Ampère,  le  magnétisme  permanent  s'explique  par 
des  courants  particulaires.  Nous  pouvons  donc  supposer  qu'il  n'y 
a  que  des  courants  circulant  dans  un  milieu  dont  la  perméabilité 
est  égale  ii  i  ;  nous  y  gagnerons  en  rigueur  et  en  concision. 

Considérons  un  élément  de  volume  ^t,  et  soient  11,  r,  H'  les 
composantes  de  la  vitesse  de  l'électricité  au  point  qu'il  occupe. 
D'après  notre  hypothèse,  l'induction  magnétique  en  ce  point  se 
confond  avec  la  force  électromagnétique  et  les  formules  (2)  du 
paragraphe  160  qui  donnent  les  composantes  de  la  force  électro- 
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dynamique  rapportées  à  l'unité  de  volume  deviennent 

X  =  yr  —  ^li', 
Y  =an'  —  v//, 
Z  =  |j//  —  ar. 

Les  composantes  //,  {fy  w  de  la  vitesse  de  Télectricité  étant  liées 
à  celles  de  la  force  électromagnétique  par  les  équations  (II)  (167), 
la  première  des  équations  précédentes  peut  s'écrire 

(dn  dy\  /rf[î  rfa\ 

ou,  en  ajoutant  et  retranchant  au  second  membre  le  produit 

da. 


a 


dx 


doL         Q    doL  doL  rfa  ^    rfjî  rfy 

dx         ^    dij  *    dz  dx         '     dx         *     dx 

Mais,  puisque  la  force  électromagnétique  est  égale  à  Tinduc- 
tion  magnétique,  la  relation  qui  lie  les  composantes  de  cette  der- 
nière quantité  (102) 

da  db  de 


dx  dy  dz 

devient 

dy.  d[i  dy 


dx  dy  dz 


o 


nous    pouvons  donc  ajouter  le  produit  a  (-^ r  "j — '""TT/  "" 

second  membre  de  la  relation  qui  donne  4^X  sans  en  changer  la 
valeur  et  nous  avons 

,   „  rfa      ,    Q    rfa  dy.  d%  ,,   rfâ  rf^' 


dx  '     dy  '    é/c  dx  dx  *    ^.r 


a  -T h  a  —7 \-  a 


f/^  rf^  dz 

En  rangeant  convenablement  les  termes  du  second  membre  on 
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voit  que  l'on  peut  écrire 

et  de  même 

207.  — Supposons  maintenant  que  les  forces  électrodynamiques 
soient  dues  à  des  pressions  ou  tensions  résultant  de  l'élasticité  du 
milieu  et  désignons  les  composantes  des  tensions  par 

Pj^T^w»  Pjyrfw,  P^-rf'o,  pour  un  élément  normal  à  Taxe  des  .r, 
l\yu>,  Pyydo),  l\,rfto,  —  —  y, 

I\>rfu>,  P.ydiùy  P,-rfto,  —  —  -. 

Un  parallélipipèdc  élémentaire  de  volume  d'z  et  dont  les  faces 
sont  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  doit  être  en  équilibre 
sous  Faction  de  ces  neuf  forces  et  des  trois  composantes  X^t,  Y^t 
ZrfT  de  la  force  électrodynamique.  En  écrivant  que  ce  paralléli- 
pîpède  ne  peut  prendre  aucun  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  quelconque  des  axes  de  coordonnées,  nous  obtenons  les 
relations 

P    =  i^  P    =  P  P    =  P     • 

et,  en  écrivant  qu'il  ne  peut  y  avoir  translation  suivant  ces  mêmes 


axes,  nous  avons 


X  =  J^+    '^''•"     .     '^'- 


d.r  dy  dz     ' 


z  = 


d.v  dij  dz 

d{\.  dl\,.  d\\. 


dx  dy  dy 


L'identification  de  ces  valeurs  de  X,  Y,  Z  avec  celles  que  Ton 
déduit  des    équations  obtenues   dans   le   paragraphe    précédent 
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nous  donne  : 


8tt 


p     ,  |> ^r 


3J 


=      4-* 


Lorsqu'on  prend  les  axes  de  coordonnées  de  telle  sorte  que 
Taxe  des  x  soit  parallèle  à  la  force  magnétique,  on  a  [î  =  v  =  o 
et  par  conséquent  les  six  dernières  composantes  des  tensions  que 
nous  venons  de  calculer  sont  nulles.  Les  trois  premières  devien- 
nent 

p     ^  p J^  p ^ 

''  "    87:  '  ''  ~        8-  '  ''~        87r  ' 

Un  élément  perpendiculaire  aux  lignes  de  force  magnétique 
éprouve  donc  une  tension  normale  et  les  éléments  parallèles  à 
ces  lignes  de  force,  des  pressions  normales.  Les  valeurs  de  cette 
tension  et  de  ces  pressions  rapportées  à  Tunité  de  surface,  sont 
égales  entre  elles.  Elles  sont  aussi  égales  à  Ténergie  électrodj*- 
namique  par  unité  de  volume  puisque  cette  énergie,  par  suite  du 
choix  des  axes  de  coordonnées,  devient 

rp a" 


8- 


208.  —  Appliquons  ces  résultats  au  cas  d'un  milieu  transmet- 
tant des  ondes  planes,  en  prenant  le  plan  des  xij  parallèle  à 
Tonde  et  Taxe  des  .r  parallèle  au  moment  électromagnétique. 

La  force  électromotrice  ayant  même  direction  que  le  moment 
électromagnétique,  les  lignes  de  force  électrique  sont  parallèles 
à  Taxe  des  x  ;    un   élément  perpendiculaire  à  cet  axe  subit  donc 
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une  tension  normale  dont  lu  valeur  par  unité  de  surface  est  égale 
il  l'énergie  électrostatique  W  rapportée  à  l'unité  de  volume.  Mais 
les  lignes  de  force  magnétique  sont  perpendiculaires  aux  lignes 
da  force  électrique  puisque  la  force  électromagnétique  et  la 
force  clectromotrîce  sont  rectangulaires  entre  elles  ;  par  suite, 
l'élément  considéré  est  parallèle  aux  lignes  de  force  magnétique 
et  de  ce  fait,  il  éprouve  une  pression  normale  dont  la  valeur  par 
unité  de  surface  est  égale  h  l'énergie  électrodynamique  T  rap- 
portée il  l'unité  de  volume.  Ces  deux  quantités  W  et  T  étant 
toujours  égales  entre  elles  (204)  la  pression  et  la  tension  qui 
s'exercent  sur  l'élément  se  compensent. 

On  verrait  qu'il  en  est  de  môme  pour  un  élément  perpendi- 
culaire il  l'axe  des  //. 

Pour  un  élément  perpendiculaire  ii  Taxe  des  r,  c'est-ii-dire 
parallèle  au  plan  de  l'onde,  la  pression  électrostatique  s'ajoute 
il  la  pression  électromagnétique,  de  sorte  que  la  pression  totale 
par  unité  de  surface  est  égale  ii  l'énergie  totale  par  unité  de 
volume. 

209.  —  Maxwell  a  calculé  la  pression  (jui  s'exerce  sur  une  sur- 
face éclairée  par  le  soleil.  Vax  admettant  que  l'énergie  de  la 
lumière  qu'un  fort  rayon  de  soleil  envoie  sur  un  espace  d'un 
mètre  carré  est  de  124)'  kilogrammètres  par  seconde,  l'énergie 
moyenne  contenue  dans  un  mètre  cube  de  l'espace  traversé  par 
le  rayon  est  d'environ  4iv^^^X  ^o"^  kilogrammètre  ;  par  suite  la 
pression  moyenne  par  mètre  carré  est  4»  v^6x  io~'*  kilogramme 
ou  0,0004 1 36  gramme. 

r^a  moitié  de  cette  pression  étant  égale  \\  l'énergie  électrosta- 
tique et  il  l'énergie  électrodynamique,  il  est  facile  d'obtenir  les 
valeurs  de  la  force  éleclromotrice  par  unité  de  longueur  et  de  la 
force  électromagnétique.  Maxwell  a  trouvé  (jue  la  force  électro- 
motrice  est  d'environ  ()oo  volts  par  mètre  et  que  la  force  électro- 
magnétique est  de  0,19.5  en  mesure  électromagnétique,  soit  un 
peu  plus  du  dixième  de  la  composante  horizontale  du  champ 
magnétique  terrestre  en  Angleterre. 

210.  Interprétation  des  pressions  électrodynamiques.  — 
Nous   avons    fait  remarquer  (84)   que  l'existence    des    pressions 
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électrostiiliques  s'accordait  mal  avec  Thypothèse  rondamenlale  de 
la  localisation  de  rénergie  dans  le  milieu  diélectrique.  Les  pres- 
sions électrodynamiques  s'interprètent  plus  facilement  et  dans  un 
mémoire  publié  dans  le  Pliilos  ophic al  Magazine [^)^  Maxwell  en  a 
donné  une  explication  qui  présente  un  certain  intérêt. 

L'énergie  électrodynamique  / ^ ^—</t  étant  supposée  de 

l'énergie  kinétique  nous  pouvons  regarder  le  milieu  dans  lequel 
s'effectuent  les  phénomènes  électrodynamiques  comme  constitué 
par  des  molécules  animées  de  mouvements  de  rotation.  Si  x,  ,3', y' 
sont  les  cjmposantes  du  mouvement  de  rotation  d'une  des  molé- 
cules supposée  libre,  l'énergie  kinétique  résultant  de  ce  mouvo- 

ment  est  proportionnelle  h ■ — .  Il  est  donc  possible 

d'identifier  Texpression  de  l'énergie  électrodynamique  avec  celle 
de  l'énergie  du  milieu  tourbillonnant  en  prenant  les  composantes 
de  la  rotation  proportionnelles  ii  celles  de  la  force  électromagné- 
tique. La  direction  de  cette  force  devient  alors  celle  de  l'axe  de 
rotation  de  la  molécule. 

Si  nous  supposons  cette  molécule  sphérique,  elle  tendra  à 
s'aplatir  aux  pôles  et  ii  se  renfler  à  l'équateur.  Un  élément  de 
surface  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  se  trouvera  sollicité 
par  une  force  normale  dirigée  vers  le  centre  de  la  molécule;  au 
contraire,  un  élément  situé  sur  l'équateur  parallèlement  à  l'axe 
subira  une  force  normale  dirigée  vers  l'extérieur  de  la  molécule 
tournante.  Comme  l'axe  de  rotation  a  môme  direction  que  la 
force  magnétique,  un  élément  perpendiculaire  à  cette  force  est 
donc  soumis  à  une  tension,  tandis  qu'un  élément  parallèle  est 
soumis  il  une  pression.  La  différence  algébrique  entre  les  valeurs 
de  cette  pression  et  de  cette  tension  est  due  à  la  force  centrifuge  ; 
elle  est  proportionnelle  \\  a'^  -|-  p'^  + v'^,  c'est-à-dire  au  double  de 
l'énergie  kinétique.  Nous  retrouvons  donc  bien  les  résultats  du 
paragraphe  307. 

Dans  son  mémoire,  Maxwell  suppose  que  la  rotation  des  molé- 
cules magnétiques  se  transmet  de  Tune  à  l'autre  au  moyen  d'un 
mécanisme  de  connexion  formé  de  petites  molécules  spheriques 


(i)  Phil  Mag.,  minées  1861  et  i8()Ji. 
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dont  le  l'olc  peut  i>trc  assimilé  h  celui  trengrenages.  L'induction 
magnétique  est  alors  due  h  Tinertie  des  sphères  tournantes,  la 
force  électromotrice  est  reilort  exercé  sur  le  mécanisme  de  con- 
nexion, enfin  le  déplacement  de  Télectricité  est  le  déplacement 
résultant  des  déformations  de  ce  mécanisme. 


CHAPITRE    XIJ 


POLARISATION   ROTATOIRE    MAGNÉTIQUE 


211.  Lois  du  phénomène.  —  La  rotation  du  plan  de  polarisa- 
tion de  la  lumière  sous  Tinfluence  d'un  champ  magnétique  créé 
par  des  aimants  ou  des  courants  est  le  phénomène  le  plus  remar- 
quable de  ceux  qui  mettent  en  évidence  les  actions  réciproques 
de  la  lumière  et  de  Télectricité. 

Découverte  par  Faraday  en  i845,  la  polarisation  rotaloire  ma- 
gnétique a  été  ensuite  étudiée  par  Verdet  qui  a  établi  les  lois 
suivantes  : 

1°  La  rotation  du  plan  de  polarisation  d'une  lumière  simple  est 
proportionnelle  à  l'épaisseur  du  milieu  traversé  par  le  rayon  ; 
elle  varie  à  peu  près  en  raison  inverse  du  carré  de  la  longueur 
d'onde  de  la  lumière  employée  ; 

2°  Elle  est  proportionnelle  à  la  composante  de  l'intensité  du 
champ  magnétique  suivant  la  direction  du  rayon  ;  la  rotation  est 
donc  maximum  quand  la  direction  du  rayon  coïncide  avec  celle 
du  champ;  elle  varie  comme  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  ces 
deux  directions  lorsqu'elles  ne  coïncident  pas  ; 

3°  Sa  grandeur  et  son  sens  dépendent  de  la  nature  du  milieu. 
Les  corps  diamagnétiques  dévient  le  plan  de  polarisation  dans 
le  sens  du  courant  qui,  tournant  autour  du  rayon,  donnerait  au 
champ  sa  direction  actuelle;  les  corps  magnétiques,  comme  les 
dissolutions  de  perchlorure  de  fer  dans  l'alcool  ou  l'éther  don- 
nent une  rotation  inverse.  Toutefois  cette  dernière  loi  présente 
quelques  exceptions;  ainsi  le  chromate  neutre  de  potasse,  quoique 
diamagnétique,  produit  comme  le  perchlorure  de  fer  une  rota- 
tion de  sens  inverse  h  celui  du  courant. 

212.   —  Une  différence  importante  distingue  la    polarisation 
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rotatoire  magnétique  de  la  polarisation  rotatoire  que  présentent 
naturellement  certaines  substances  cristallisées  comme  le  quartz, 
et  plusieurs  liquides  comme  Tessence  de  térébenthine. 

Dans  ce  dernier  phénomène  la  rotation  du  plan  de  polarisation 
est  encore  proportionnelle  h  l'épaisseur  de  la  substance  traver- 
sée, mais  le  sens  de  cette  rotation  change  en  même  temps  que  la 
direction  de  propagation  du  rayon;  en  d'autres  termes  le  sens 
de  rotation  reste  toujours  le  même  pour  un  observateur  qui  se 
place  de  manière  a  recevoir  le  rayon  de  lumière.  Par  suite,  les 
plans  de  polarisation  de  deux  rayons  traversant,  suivant  des 
directions  opposées,  une  même  épaisseur  d'une  substance  active, 
subissent  des  déviations  égales  mais  de  sens  inverse.  Il  en 
résulte  que  si  un  rayon  polarisé  rectilignement,  après  avoir 
traversé  une  substance,  est  réfléchi  sur  lui-même  de  manière  à 
la  traverser  une  seconde  fois  en  sens  inverse,  le  plan  de  pola- 
risation de  la  lumière  émergente  se  confond  avec  celui  de  la 
lumière  incidente. 

Dans  la  polarisation  rotatoire  magnétique  le  sens  de  la  rotation 
est  indépendant  de  la  direction  du  rayon  ;  il  ne  dépend,  pour  une 
substance  déterminée,  que  de  la  direction  du  champ  magnétique. 
Un  rayon  lumineux  que  Ton  fait  passer  deux  fois  en  sens  in- 
verses à  travers  cette  substance  au  moven  d'une  réflexion  subit 
donc  une  rotation  double  de  celle  qui  résulterait  d'un  seul  pas- 
sage. 

Cette  propriété  a  été  mise  à  profit  pour  augmenter  considéra- 
blement la  rotation  observée  en  faisant  traverser  plusieurs  fois  la 
substance  par  le  même  rayon  S,  à  l'aide  de  deux  miroirs  plans  M 
et  M'  (fig.  34)  disposés  presque  normalement   îi  la  direction  du 


rayon.  Cet  artifice  et  Temploi  d'un  champ  magnétique  très  puis- 
sant ont  permis  k  M.  II.  Becquerel  et  à  M.  Bichat  de  découvrir 
presque  simultanément  le  pouvoir  rotatoire  des  gaz  qui  avait 
échappé  aux  observations  de  Faraday  et  de  Verdet. 

PoiNCARÉ.  Électricité  et  Optique.  iJ 
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213.  Essais  d'explication  de  la  polarisation  rotatoire  ma- 
gnétique. —  Avant  Maxwell  plusieurs  tentatives  avaient  été  faites 
dans  le  but  d'expliquer  la  rotation  du  plan  de  polarisation  sous 
l'influence  d'un  champ  magnétique. 

Dès  l'année  qui  suivit  la  découverte  de  Faraday,  Airy  (*)  proposa 
plusieurs  formules  exprimant  cette  rotation  en  fonction  de  la 
longueur  d'onde  dans  le  vide  de  la  lumière  employée  et  de  l'indice 
de  réfraction  de  la  substance  pour  cette  lumière.  Airy  avait  été 
conduit  à  ces  formules  par  les  travaux  antérieurs  de  Mac-Cullagh 
sur  la  polarisation  rotatoire  du  quartz.  Comme  nous  l'avons  vu 
dans  un  autre  ouvrage  (*)  la  rotation  du  plan  de  polarisation 
d'un  rayon  se  propageant  suivant  l'axe  du  cristal  s'explique 
par  l'addition  de  certaines  dérivées  du  troisième  ordre  des 
composantes  du  déplacement  d'une  molécule  d'éther  aux  seconds 
membres  des  équations  du  mouvement  de  cette  molécule  ;  ces 
équations  deviennent  alors,  si  l'on  prend  pour  axe  des  z  la 
direction  du  ravon  lumineux. 

d'I  _  d'I  d\ 

^~dF^17~  ^17" 

En  substituant  aux  dérivées  du  troisième  ordre,  par  rapport 
il    Zy    les    dérivées   du   même    ordre    prises   par   rapport  à  z  et 

à  /,  H — z-^^  et ,  .^    ,  Airv  obtint  la  formule 


1 


(I)  0  =  //«-^    /  — A 


di 


V  V        dt 

oii  m  est  un  coellicient  dépendant  de  l'intensité  du  champ  magné- 
tique, X  la  longueur  d'onde  dans  le  vide,  i  Tindice  de  réfraction. 
La  substitution  de  dérivées  du  troisième  ordre  prises  uniquement 

par  rapport  au  temps  H — j-^  et r-^,   le  conduisit  à  une  autre 

formule 

'^'^ •~"4(-'-4)- 

(')  Philosophical  Magazine,  juin  i84(». 

(*)  Théorie  mathématique  de  la  Lumière^  p.  182. 
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Enfin,  en  prenant  les  dérivées  du  premier  ordre  par  rapport 
au  temps -f- "7-  ^^ j'y  il  arriva  à  une  troisième  formule 

214.  —  Quoique  très  différentes,  ces  formules  rendaient  compte 
des  faits  observés  par  Faraday  qui  n'avait  fait  aucune  mesure 
quantitative.  Ce  physicien  avait  seulement  démontré  que  la  rota- 
tion dépend  de  la  nature  de  la  radiation  en  constatant  qu'avec 
la  lumière  blanche,  l'image  donnée  par  l'analyseur  présente 
des  colorations  rapidement  variables  avec  la  position  de  la  sec- 
tion principale  de  celui-ci  ;  toute  formule  contenant  la  longueur 
d'onde  était  donc  acceptable.  En  1847,  M.  Kd.  Becquerel  (*) 
compara  le  phénomène  de  Faraday  à  la  polarisation  rotatoire 
présentée  par  l'eau  sucrée  ;  il  trouva  que  ces  deux  phénomènes 
étaient  absolument  analogues;  par  suite  la  loi  de  Biot  semblait 
applicable  si  la  polarisation  rotatoire  magnétique,  c'est-à-dire 
que  la  rotation  devait  être  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
longeur  d'onde.  La  formule  (III)  qui  est  loin  de  remplir  cette 
condition  devait  donc  être  rejetée. 

Des  expériences  directes,  faites  avec  le  plus  grand  soin, 
furent  entreprises  par  Verdet,  en  i863,  pour  mesurer  la  rotation 
du  plan  de  polarisation  de  radiations  simples,  de  longueurs 
d'onde  connues,  sous  l'influence  d'un  champ  magnétique;  leurs 
résultats  furent  comparés  aux  valeurs  fournies  par  chacune  des 
formules  précédentes  dans  les([uelles  le  coefficient  m  était 
déterminé  au  moyen  des  données  d'une  expérience.  Comme  on 
devait  s'y  attendre  d'après  les  résultats  de  M.  Becquerel,  la  for- 
mule (III)  donne  des  nombres  s'écarlant  beaucoup  de  ceux  four- 
nis par  l'expérience  ;  la  formule  (II)  convient  mieux,  mais  la 
formule  (I)  est  celle  qui  est  préférable  ;  en  particulier,  pour 
le  sulfure  de  carbone,  les  nombres  donnés  par  cette  dernière 
formule  ne  diffèrent  des  résultats  de  l'expérience  que  d'une 
quantité  de  l'ordre  de  l'erreur  expérimentale.  Des  trois  formules 
proposées  par  Airy  la  première  est  donc  la  seule  à  conserver. 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XXI,  p.  ç^ri. 
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215.  —  Mais,  si  la  concordance  de  la  formule  (I)   avec  Texpé- 
rience  justifie  l'introduction   des    dérivées  -f-       \      et  —        '' 


dz'dt  dzHi 

dans  les  seconds  membres  des  équations  du  mouvement  d'une 
molécule  d'éther,  aucune  considération  théorique  ne  préside  au 
choix  de  ces  dérivées,  a  Texclusion  des  autres  ;  on  ne  possédait 
donc  pas  encore  de  théorie  de  la  polarisation  rotatoire  magné- 
tique. 11  est  vrai  que  Airy  n'avait  pas  proposé  ses  formules 
comme  donnant  une  explication  mécanique  de  la  rotation  du 
plan  de  polarisation  mais  seulement,  dit-il,  «  pour  faire  voir 
qu'elle  peut  être  expliquée  par  des  équations  qui  semblent  de 
nature  à  pouvoir  se  déduire  de  quelque  hypothèse  mécanique 
plausible,  quoique  l'on  n'ait  pas  encore  formulé  cette  hypo- 
thèse. » 

Quelques  années  avant  les  expériences  de  Verdet,  M.  Ch.  Neu- 
mann  (*)  avait  tenté  de  combler  cette  lacune.  Neumann  suppose 
que  les  molécules  du  fluide  électrique  des  courants  particulaires 
qui,  d'après  Ampère,  prennent  naissance  à  l'intérieur  d'un  corps 
aimanté  agissent  sur  les  molécules  d'éther  ;  en  outre  il  admet 
que  ces  actions  réciproques,  comme  celles  qui  s'exercent  entre 
deux  molécules  électriques  dans  la  théorie  de  Weber,  sont  modi- 
fiées par  le  mouvement  relatif  de  ces  molécules.  Il  résulte  de  ces 
hypothèses  qu'une  molécule  d'éther  est  soumise  non  seulement 
aux  forces  résultant  de  l'élasticité  de  réther,mais  encore  à  des 
forces,  variables  avec  le  temps,  provenant  des  actions  des  molé- 
cules électriques  voisines.  Neumann  démontre  que  la  résultante 
de  ces  dernières  forces  est  a  chaque  instant  proportionnelle  à 
la  vitesse  de  la  molécule  d'éther  et  à  la  force  magnétique  et 
perpendiculaire  au  plan  de  ces  deux  directions.  Par  conséquent, 
si  npus  considérons  une  onde  plane  se  propageant  suivant  la 
direction  du  champ  magnétique,  et  si  nous  prenons  le  plan 
des/  xy  parallèle  à  l'onde,  les  composantes  suivant  les  axes 
desf  X  et  des  y,  de  cette  résultante  auront  respectivement  pour 
valeurs 

dr,  d\ 


-l-  a  — j—        et        —  a 


—l —  Cl,  — —  c*  - — - — y 

dt  dt 


(*)  Die  magnetische  Drehung  der  Poiarisaiionsebene  des  Lichles.  Hnlle,  i8G3. 
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a  étant  un  coefficient  proportionnel  à  Tintensité  du  champ. 
Nous  aurons  donc  pour  les  équations  du  mouvement  d'une  molé- 
cule d'éther 

P    dt*~  dz"    "*"""    dt   ' 

P   dt^  ~  d'J         ^    dt  ' 

Ces  équations  ne  diffèrent  des  équations  de  Mac-CuUagli  (213) 
que  par  la  substitution  des  dérivées  de  t.  et  Ç  par  rapport  à  t 
aux  dérivées  du  troisième  ordre  de  ces  mômes  quantités  par  rap- 
port a  z  ;  par  suite  elles  doivent  conduire  pour  la  valeur  de  la 
rotation  du  plan  de  polarisation  à  la  formule  (IH),  formule  en 
complet  désaccord  avec  Texpérience.  La  théorie  de  Neumann, 
bien  que  remarquable  par  la  simplicité  des  hypothèses,  doit 
donc  être  rejetée. 

216.  Théorie  de  Maxwell.  —  Ainsi,  au  moment  où  Maxwell 
écrivait  son  Traité,  il  était  reconnu  que  la  théorie  de  Neumann 
conduisait  îi  une  formule  en  complète  contradiction  avec  les 
résultats  expérimentaux,  et  que,  des  formules  proposées  par 
Airy,  la  formule  (1)  était  celle  qui  s'accordait  le  mieux  avec  ces 
résultats.  Il  suffisait  donc,  pour  obtenir  une  théorie  acceptable 
de  la  polarisation  rotatoire  magnétique,  d'expliquer  par  des 
hypothèses  plausibles,  l'addition  des  deux  dérivées  du  troisième 

ordre  H r-r-r-  et ,  ^  ,    aux  équations  du  mouvement  d  une 

dz^dt  dz^dt  * 

molécule  d'éther  dans  un  milieu  isotrope. 

Faisons  observer  que  l'introduction  de  ces  dérivées  dans  les 
équations  du  mouvement  peut,  indépendamment  de  toute  idée 
théorique,  s'effectuer  de  deux  manières  différentes. 

Pour  le  montrer  rappelons  en  quelques  mots  comment  on 
arrive  aux  équations  du  mouvement  d'une  molécule  d'éther  dans 
un  milieu  isotrope  (*).  Si  nous  appelons  U  la  fonction  des  forces 
qui  résultent  de  l'élasticité  de  Téther  lorsqu'un  ébranlement  se 
propage  '  dans   ce    milieu,    le    mouvement    d'une    molécule    de 


(*)  Théorie  mathématique  de  ia  Lumière,  pp.  i  à  48  et  170  ù  18a. 
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masse  m  subissant  un  déplacement  Ç  suivant  Taxe  des  x,  est 
donné  par  l'équation 

'^  ^  dt'  d^ 

où  5  n'est  qu'une  des  composantes  du  déplacement;  yj  et  î^  étant  les 
deux  autres  composantes,  nous  aurions  en  outre  deux  équations 
analogues.  Lorsqu'on  admet  que  les  forces  qui  s'exercent  entre 
les  molécules  n'agissent  qu'à  des  distances  excessivement 
petites,  la  fonction  U  peut  s'écrire 

W  étant  la  valeur  de  la  fonction  des  forces,  rapportée  à  l'unité 
de  volume,  au  point  occupé  par  l'élément  rfT,  et  l'intégrale 
étant  étendue  à  tout  l'espace  occupé  par  l'éther.  L'étude  de  W 
montre  que  c'est  une  fonction  des  dérivées  partielles  des  divers 
ordres  de  Ç,  r,,  î^  par  rapport  aux  coordonnées  x^  y,  Zy  et,  par 
diverses  transformations,  on  arrive  à  mettre  les  équations  du 
mouvement  (i)  sous  la  forme 


Y  d     d\\       Y  d'     d\\ 


d'i  VI  d     d\\     .  V   d'     d\\ 

?    dl' 


ç'  étant  l'une  quelconque  des  dérivées  de  Ç  par  rapport  à  .r,  y,  z; 
ç"  une  quelconque  des  dérivées  secondes  de  5  par  rapport  il  ces 
mêmes  variables.  Ces  équations  nous  montrent  que  les  termes 
de  W  qui  ne  contiennent  ces  dérivées  qu'à  la  première  puis- 
sance doivent  disparaître  lorsqu'on  suppose  les  déplacements 
périodiques.  Par  conséquent,  si  nous  négligeons  les  termes  du 
troisième  degré  par  rapport  à  ces  dérivées  et  si  nous  désignons 
par  \Vj  l'ensemble  des  termes  du  second  degré,  l'équation  pré- 
cédente devient 

d'I  _      ^    d     d\\\        Y    ^'      ^^s 
P    dt'  ~      2jdx      d\'     '^Zjdx'      dV'  ' 

En  général,  le  second  membre  de  cette  équation  contient  des 
dérivées  de  Ç,  r,,  î^,  par  rapport  a  x,  y^  r,  de  tout  ordre  h  partir 
du  second,    mais  pour  les  milieux  isotropes  les  dérivées  d'ordre 
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impair  disparaissent.  Cette  équation  se  simplifie  encore  dans  ce 
cas,  lorsqu'on  considère  une  onde  plane  perpendiculaire  à  Taxe 
des  :;;  il  ne  reste  plus  que  les  dérivées  d'ordre  pair  de  5  par 
rapport  à  z.  I/équation  précédente  peut  alors  s'écrire 

d'I  d'I  (l^l 

(3)  ?~dF^^^'~ÛF'^'^''d^~^  •*• 

Les  deux  autres  équations  du  mouvement  s'obtiendraient  en 
remplaçant  dans  celle-ci,  l  par  t.,  puis  par  '^, 

Mais  les  équations  générales  telles  que  (2)  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme  indiquée  par  Lagrange, 

jl_JT_ dT  _  dU 

^^^  dt     dl'  dl    ~  dl  ' 

oii  U  a  la  même  signification  que  précédemment  et  où  T  désigne 
l'énergie  kinétique, 


T=-2-  /  (r  4.  v^  +  î;'^)  rf-, 


•/; ,  ^  représentant  maintenant  les  dérivées  par  rapport  au 
temps.  Cette  dernière  équation  n'étant  qu'une  transformation 
de  l'équation  (2),  il  est  évident  qu'elle  ne  peut  contenir,  comme 
celle-ci,  que  des  dérivées  d'ordre  pair  dans  le  cas  d'un  milieu 
isotrope,  i^ar  conséquent,  pour  <[ue  les  équations  du  mouvement 
contiennent  des  dérivées  d'ordre  impair  il  faut  introduire  des 
termes  complémentaires,  soit  dans  l'expression  de  la  fonction  II 
relative  aux  corps  isotropes,  soit  au  contraire  dans  l'expression  F 
de  l'énergie  kinétique.  On  a  donc  deux  moyens  différents  pour 
arriver  aux  formules  d'Airv. 

217.  — Dans  les  théories  ordinaires  de  la  lumière  c'est  la  fonc- 
tion U  qui,  «îhangée  de  signe,  réprésente  l'énergie  potentielle  du 
milieu,  que  Ton  modifie  toutes  les  fois  qu'il  s  agit  d'expliquer 
les  phénomènes  présentés  par  les  milieux  anisotropes.  Dans  la 
théorie  de  la  polarisation  rotatoire  de  Maxwell,  c'est,  au  con- 
traire, Ténergie  kinétique  T  qui  est  modifiée,  U  conservant  la 
même    expression     (jue    dans    un    milieu    isotrope.    Quant  aux 
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raisons  invoquées  par  ce  physicien  pour  justifier  cette  modifica- 
tion et  surtout  pour  arriver  aux  ternies  complémentaires  qu'il 
convient  d'introduire  dans  T  pour  retrouver  la  formule  (I),  elles 
laissent  beaucoup  h  désirer  comme  précision  et  comme  clarté. 
Nous  y  reviendrons  plus  tard  ;  pour  le  moment  acceptons  sans 
explications  le  résultat  des  spéculations  de  Maxwell  et  montrons 
comment  Téquation  (4),  et  les  deux  qui  s'en  déduisent  par  la 
substitution  de  t^  et  ^  à  ;,  conduisent  dans  le  cas  d'une  onde 
plane,  à  la  formule  (I). 


Si  nous  posons 


fp  d'^         ^  drù  do 


a  -V--I-  p-T^-H  V 


d.v         ^  dy         *    dz 

cp  étant  une  fonction  quelconque  et  a,  p,  y  les  composantes  de  la 
force  magnétique,  le  terme  complémentaire  introduit  par  Maxwell 
dans  l'énergie  kinétique  a  pour  expression  : 

(K\  r     i\r      "^   {  '^^  dr^\  d  (  dl  di;  \ 

^'^     ^  j  V  -d^Ui-iirr''^  ih[-7^—d7) 

c/v   \  dx  dy  /  \ 

Dans  le  cas  d'une  onde  plane   parallèle   au  plan  des  .ry,   les 

composantes  ï,  yj,  Ç  ne  dépendent  ni  de  x,  ni  de  y  ;  par  suite, 

on  a  : 

rf'^  d':i 

rfv  '     dz 

et  le  terme  complémentaire  se  réduit  à 


A(v^-^'-&)-. 


c 
t/ 

L'énergie  kinétique  est  donc  égale  à 


=  -f- j   (^"+ V'+C')  ^^4-  cj V  (  V  5--  r  ^)  d. 
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218.  —  Cherchons  ce  que   devient  Téquatlon  (4)  lorsqu'on  y 
porte  cette  valeur  de  T. 

Si  nous  supposons  y  constant,  nous  avons 

d  dï  _  C/  d^i        d\  \ 
ir  di'  ~  I  v~d?'     '  dz'dt  y  ■ 

Le  terme  principal  de  ï  ne  donne  rien  dans-^  ;  quant  au  terme 

complémentaire,  il  faut  le  transformer  pour  pouvoir  calculer 
sa  dérivée  par  rapport  ii  \.  Or,  on  peut  écrire 

la  première  intégrale  du  second  membre  étant  étendue  à  la 
surface  du  volume  considéré,  et  a  désignant  le  cosinus  de  Tangle 
formé  par  l'axe  des  x  avec  la  normale  à  l'élément  rfo)  de  cette 
surface.  Si  nous  supposons  les  intégrales  de  volume  étendues  à 
l'espace  tout  entier  les  éléments  de  l'intégnile  double  se  rap- 
portent il  des  points  situés  à  Tinfini.  Comme  on  peut  supposer 
que  ^,  r,,  ^  sont  nuls  ii  Tinfini,  les  éléments  de  cette  intégrale 
sont  également  nuls,  et  nous  pouvons  écrire 

C  ,  <n    ,  C  dr!     dl 

J  '' li^ ''-■  =  - J  lîTlh'^" 

Eu  cfTectuant  une  transformation  analogue  pour  l'intégrale  du 
second  membre   de    l'égalité  précédente,  nous  obtenons 


La  dérivée  par  rapport  à  H  de  cette  dernière  intégrale  est 
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par  suite  le  terme  complémentaire  de  T  donne 


-'■■:  I  imr"-' 


dans  Téquation  (4)  et  celle-ci  peut  s'écrire  : 

d'I  ^       d\  d\\ 


( 


le  ^     •    dz^^dt  d\ 


rfW 

D'après  Cauchy       ^    a  pour  expression  dans  un  milieu  isotrope 

C'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte  de  la  forme  du  second  membre 
de  l'équation  (3).  L'équation  (4)  et  celle  qui  s'en  déduit  en  rem- 
plaçant Ç  par  Tj  deviennent  donc 

d^"^  d'^'fi  d^-  d^r 

219.  —  Cherchons  à  satisfaire  à  ces  équations  en  posant 

i     ï  =  /•  cos  int  —  qz) 
{    r.=  /sin  {nt  —  fjz) 

égalités  qui  expriment  que  la  molécule  considérée  décrit  une 
circonférence  de  rayon  r.  En  substituant  ces  valeurs  de  £  et  r^, 
nous  obtenons,  après  suppression  des  facteurs  communs,  l'équa- 
tion de  condition. 

(8)  pn'  —  iC^rqhi  =  A/y*  +  A/y^  +  . . . 

En  divisant  les  deux  membres  par  q^  nous  avons  une  équation 
du  second  degré  en  — .Ce rapport  exprimant  la  vitesse  de  pro- 
pagation du  mouvement,  nous  avons  donc  deux  valeurs  pour  cette 
vitesse.  Mais  le  cofficient  A^,  étant  positif  et  les  coefTicients  A,..., 
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étant  très  petits.  Tune  de  ces  valeurs  est  négative  et  il  n'y  a  pas 
lieu  de  la  considérer,  si  Ton  ne  s'occupe  que  des  phénomènes  qui 
se  passent  au-dessus  du  plan  des  xi/. 

Si  nous  donnons  à  /ideux  valeurs  ne  différant  que  parle  signe, 
ce  qui  correspond  à  deux  molécules  décrivant  la  circonférence  de 

rayon  /•  en  sens  inverses,  les  valeurs  positives  de  —  sont  diffé- 

rentes,  pourvu  toutefois  que  y  ne  soit  pas  nul.  Un  rayon  circulaire 
droit  ne  se  propage  donc  pas  avec  la  même  vitesse  qu'un  rayon 
circulaire  gauche,  par  conséquent  Tun  d'eux  prend  une  avance 
sur  l'autre  et  si  ces  rayons  proviennent  d'un  même  rayon  pola- 
risé rectilignement  ils  se  composent  à  la  sortie  du  milieu  pour 
donner  un  rayon  polarisé  rectilignement  mais  dont  le  plan  de 
polarisation  n'a  pas  le  même  azimut  que  la  lumière  incidente;  il 
y  a  donc  rotation  du  plan  de  polarisation. 

220.  —  Evaluons  cette  rotation.  On  sait  quelle  est  égale  à  la 
moitié  de  la  différence  de  phase  que  les  rayons  droit  et  gauche 
contractent,  l'un  par  rapport  à  l'autre,  en  traversant  le  milieu  et 
qu'elle  s'effectue  dans  le  sens  du  mouvement  des  molécules  du 
rayon  qui  va  le  plus  vite.  Si  donc  nous  désignons  par  (j'  et  par  </ ^ 
les  valeurs  de  fj  pour  le  rayon  droit  et  pour  le  rayon  gauche  et 
par  c  l'épaisseur  du  milieu  traversé,  le  plan  de  polarisation  tour- 
nera dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre  d'un  angle  égal  à 


(• 


Mais  d'après  l'équation  de  condition  (8\  fj  dépend  do  y-  (lomme 
d'ailleurs  la  variation  de  y  due  h  l'action  magnéti(|ue  n'est  tou- 
jours qu'une  très  faihlc  fraction  de  la  valeur  même  de  ^,  nous 
pouvons  écrire 

fia 

fj^  étant  la  valeur  de  rj  pour  une  force  magiiéti([ue  nulle.  Cette 
quantité  fj^  doit  donc  satisfaire  à  Téqualion  (8)  dans  la([uelle  on 
prend  y  =  o;  par  suite  on  a 

p«'^  =  A/y5  +  A//J  + 
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Les  quantités  q'  et  q"  doivent  satisfaire  à  cette  même  équation 
(8)  dans  laquelle  on  donne  à  n  des  valeurs  ne  difierant  que  par  le 
signe  ;  à  la  valeur  positive  de  n  correspondra  la  valeur  q'^  puis- 
que d*après  les  équations  (7)  on  a  un  rayon  circulaire  gauche  se 
propageant  suivant  la  direction  positive  de  Taxe  des  z  quand 
n  est  positif;  à  la  valeur  négative  de  n  correspondra  au  contraire 
la  valeur  y';  par  conséquent  nous  aurons 

p/^2  4-  ^Cyr/^/i  =  A//*  +  K^r  + 


La   comparaison   des   trois  dernières  relations  montre  immé- 
diatement que  Ton  a  q^>q^  et  (f  <q^\  nous  devons  donc  écrire 

dq'  „  dq" 

Si  nous  portons  ces  valeurs  de  q'  et  q"  dans  Texpression  de  la 
rotation,  nous  obtenons 


OU,  en  confondant  les  valeurs  des  dérivées  de  q  et  de  y"  par  rap- 
port à  y, 

(9)  ^  =  -'T^^ 


I 


221.  —  En  dérivant  par  rapport  à  y  les  deux  membres  deTéqua- 
tion  (8)  oïl  nous  considérons  n  comme  constant,  nous  avons 

-»C,.„-4C„„  A=(.A,,+4A,/+ )  ^  =  f  ^. 

Mais,  admettre,  comme  nous  l'avons  fait,  que  la  quantité  q  ne 
varie  que  très  peu  sous  Tinfluence  d*un  champ  magnétique,  c'est 
supposer  que  le  coefficient  C  est  très  petit.  Nous  pouvons  donc 

négliger  le  terme  4Cy^/2  —~-  par  rapport  aux  termes  du  second 

membre,  et  il  vient  alors 

dq  r  2       ^ 


(lo)  t/y  ^       dil 

dq 
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Si  maintenant,  dans  Téquation  (8)    nous  regardons  y  comme 
constant  nous  avons  en  dérivant  par  rapport  à  n 

.i,„-.Cv,/„-4Cv,-i=(»A,,+  4A,,/+ )-g  =  fg. 

Pour  la  même  raison  que  précédemment  le  terme  ^C^^'fj^n  peut 
être  négligé  par  rapport  à  2p/i  et  le  terme  4^\^jn  -j—  par  rapport 
à  ceux  du  second  membre  ;  par  suite  nous  obtenons 


dq     dn 


IQ.   ,:..... 


Si  nous  portons  dans  la  relation  fio)  la  valeur  de — j-^lirée  de 

"^     '  dq 

cette  dernière  égalité,  nous  avons  pour  la  valeur  de   la  dérivée 
partielle  -jL^ 

(■■) 


dq  (>/-     dq 

</v  0      dn 


i  i 


Pour  exprimer  cette  dérivée  en  fonction  de  la  longueur  d'onde 
dans  le  vide  X,  de  la  lumière  considérée  et  de  Tindice  de  réfrac- 
tion i  du  milieu,  remarquons  que  Ton  a 

■ 

yA  =  9.ni         et         n\  =  2'7îY, 

V  étant  la  vitesse  de  propagation  dans  le  vide.  De  ces  deux  rela- 
tions nous  tirons 

in 

et  par  conséquent 

En  outre,  en  difTérentiant  la  seconde,  nous  obtenons 

\dn  -\-  ndK  =  o^ 


d'où 


/*  A  ^  di  .     di 

et         n  —, —  =  —  A 


dn  lus  dn  *  d). 
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L'égalité  (12)  peut  donc  s'écrire 


dn  ~  \  \  dlj' 


si  nous  portons  cette  valeur  clans  la  relation  (11)  et  si  clans  cette 


2t:i 


relation  nous  remplacions  q  par  sa  valeur  -r— ,  nous  obtenons 

/» 


dfj  4^^^     ^^   (  '       "i    ^'  \ 


Par  consécjuent  en  posant 

47:-C 


oV 


/;i, 


la  valeur  de  la  rotation  donnée  par  la  formule  (9)  deviendra 


«  =  »"t4('-^-:|-) 


Nous  retrouvons  donc  bien  la  formule  (I)  d'Airy. 

222.  Interprétation  du  terme  complémentaire  de  V énergie 
kinétique.  —  Il  s'agit  maintenant  d'expliquer  l'introduction  du 
terme  complémentaire  (5)  dans  l'expression  de  l'énergie  kiné- 
tique du  milieu.  Comme  nous  l'avons  dit,  les  explications  de 
Maxwell  n'ont  pas  toute  la  rigueur  qu'on  désirerait  y  rencontrer. 
Essayons  cependant  de  les  reproduire. 

Maxwell  pose  ainsi  la  question  :  L'expérience  apprend  qu'un 
milieu  isotrope  soumis  à  l'action  d'un  champ  magnétique  fait 
tourner  le  plan  de  polarisation  de  la  lumière;  par  conséquent  un 
rayon  polarisé  circulairement  ne  se  propage  pas  avec  la  même 
vitesse  suivant  qu'il  est  droit  ou  gauche.  Or  si  les  composantes  du 
déplacement  d'une  molécule  d'éther  sont  exprimées  par  les  équa- 
tions (7),  nous  aurons  un  rayon  circulaire  droit  ou  gauche  sui- 
vant c|ue  n  est  négatif  ou  positif.  La  vitesse  de  propagation  des 

z  est ;  comme  elle   doit  avoir   une   valeur  différente  pour  le 

7 

rayon  droit  et  pour  le   rayon   gauche,    à   deux  valeurs  de  n  ne 
différant  que  par  le  signe  doivent  correspondre  deux  valeurs  de 
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q  difTércntes  et  de  signes  contniires;  ou  bien,  ce  qui  revient  au 
même,  ii  une  valeur  de  q  doivent  correspondre  deux  valeurs  de 
n  différant  par  la  valeur  absolue  et  par  le  signe.  Mais  le  milieu 
considéré  constitue  un  système  dynamique  dont  Tétat  est  déter- 
miné, à  chaque  instant,  par  un  certain  nombre  d'équations.  Nous 
avons  donc  à  rendre  compte  de  ce  fait  que,  pour  une  valeur 
déterminée  donnée  ii  Tune  et  à  l'autre  des  quantités  q  et  /•,  il  y 
a  deux  valeurs  distinctes  de  n  qui  satisfont  à  ces  équations. 
Ecrivons  l'équation  de  Lagrange  relative  au  paramètre  /*, 

d    d'ï         d'ï         di: 


dl     dr  dr  dr 

Ce  paramètre  ayant  une  valeur  déterminée  ne  changeant  pas 
avec  le  temps,  /•'  est  nul  ;  par  consé<[uent  le  premier  terme  dispa- 
raît de  l'équation  précédente,  qui  devient 

dT         dV  _  ^ 


dr  dr 

Mais  T,  énergie  kinéti([ue  du  système,  est  une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  des  vitesses  de  ce  système;  T  contient 
donc  n^^  puisque  n  est  la  vitesse  angulaire  d'une  molécule 
d'éther.  Il  peut  également  contenir  des  termes  où  se  trouvent  les 
produits  de  n  par  d'autres  vitesses  et  aussi  des  termes  dans  les- 
quels ces  vitesses  entrent  au  second  degré  mais  où  ne  figure  pas 
w.  Quant  à  U,  Maxwell  suppose  qu'il  conserve  la  valeur  ([u'il  pos- 
sède dans  un  milieu  isotrope  non  soumis  à  l'action  du  magné- 
tisme; par  suite,  U  ne  renferme  que  des  dérivées  de  ^  et  r,  par 
rapport  à  z\  il  ne  contient  donc  pas  n.  Par  conséquent  l'expres- 
sion la  plus  générale  de  ré([uation  de  Lagrange  ([ue  nous  venons 
de  considérer  est 

A/r  +  Bn  -|-  (]  =1:^  o. 

Puisque,  d'après  ce  ([ui  précède,  cetl(»  équation  doit  être  satis- 
faite pour  deux  valeurs  d(»  n  inégales  en  valeur  absolue,  il  faut 
nécessairement  que  B  soit  différent  de  zéro.  Comme  les  termes 
D/ï  proviennent  uniquement  de  l'énergie  kinétique,  celle-ci  con- 
tient donc  au  moins  deux  séries  de  termes.  L'une,  A/r,  est  homo- 
gène et  du   second  degré  par  rapport  à  n  ;  c'est    l'expression  de 
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Téncrgie  kînétique  d'un  milieu  non  soumis  h  l'action  du  magné- 
tisme. L'antre  contient  la  première  puissance  de  w;  elle  est  due 
au  champ  magnétique  et,  par  suite,  elle  représente  le  terme 
complémentaire  qu'il  s'agit  d'expliquer  ou  au  moins  une  partie 
de  ce  terme. 

223. — Voici  maintenant  les  conclusions  que  Maxwell  déduit  de 
ce  qui  précède  : 

«  Tous  les  termes  de  T  sont  du  second  degré  par  rapport  aux 
vitesses.  Donc  les  termes  qui  renferment  n  doivent  renfermer 
quelque  autre  vitesse.  Or  cette  autre  vitesse  ne  peut  être  ni  /•' 
ni  q' ,  puisque,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  /•  et  y  sont 
constants.  C'est  donc  une  vitesse  existant  dans  le  milieu,  indé- 
pendamment du  mouvement  qui  constitue  la  lumière.  De  plus, 
ce  doit  être  une  quantité  ayant  avec  n  une  relation  telle  qu'en  ]a 
multipliant  par  n  le  résultat  soit  une  quantité  scalaire;  car,  T 
étant  une  quantité  scalaire,  ses  termes  ne  peuvent  être  que  des 
([uantités  scalaires.  Donc  celte  vitesse  doit  être  dans  la  même 
direction  que  n  ou  dans  la  direction  contraire,  c'est-ii-dire  que  ce 
doit  être  une  vitesse  angulaire  relative  à  Taxe  des  ;;. 

«  Or  cette  vitesse  ne  peut  être  indépendante  de  la  force  ma- 
gnétique ;  car,  si  elle  se  rapportait  à  une  direction  fixe  dans  le 
milieu,  les  phénomènes  seraient  diflérents  quand  on  retourne  le 
milieu  bout  pour  bout,  ce  qui  n'est  pas  le  cas. 

«  Nous  sommes  donc  amenés  ii  cette  conclusion,  que  cette 
vitesse  est  obligatoirement  liée  à  la  force  magnétique,  dans  le 
milieu  où  se  manifeste  la  rotation  magnétique  du  plan  de  polari- 
sation (r/-flz7é  ^/'e/ec//767/é,  t.  II,  §  820).  » 

Un  peu  plus  loin  (§  822),  Maxwell  ajoute  : 

«  Lorsqu'on  étudie  l'action  du  magnétisme  sur  la  lumière  po- 
larisée, on  est  donc  conduit  h  conclure  que,  dans  un  milieu  soumis 
à  l'action  d'une  force  magnétique,  une  partie  du  phénomène  est 
due  à  quelque  chose  qui,  par  sa  nature  mathématique,  se  rap- 
proche d'une  vitesse  angulaire  agissant  autour  d'un  axe  dirigé 
suivant  la  force  magnétique. 

«  Cette  vitesse  angulaire  ne  peut  être  celle  d'aucune  partie  de 
dimensions  finies  du  milieu,  tournant  d'un  mouvement  d'ensem- 
ble.  Nous  devons  donc  penser  que  cette  rotation  est   celle   de 
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parties  très  petites  du  milieu  tournant  chacune  autour  de  son  axe. 
Telle  est  l'hypothèse  des  tourbillons  moléculaires.  » 

224.  —  Ainsi,  d'après  Maxwell,  l'explication  de  la  polarisation 
rotatoire  magnétique  doit  résulter  de  l'existence  de  tourbillons 
dans  le  milieu  soumis  à  l'action  d'un  champ  magnétique,  tour- 
billons que  nous  avons  déjà  vu  intervenir  dans  l'interprétation 
des  pressions  électrodynamiques  (210).  Mais  quelles  sont  les  lois 
qui  régissent  les  mouvements  de  ces  tourbillons?  Maxwell  avoue 
notre  ignorance  absolue  sur  ce  sujet  et,  faute  de  mieux,  il  admet 
que  les  tourbillons  d'un  milieu  magnétique  sont  soumis  aux 
mêmes  conditions  que  ceux  que  Ilelmholtz  (*)  a  introduits  dans 
l'Hydrodynamique,  et  que  les  composantes  d'un  tourbillon 
en  un  point  sont  égales  à  celles  de  la  force  magnétique  en  ce 
point. 

Une  des  propriétés  des  tourbillons  de  Ilelmholtz  peut  s'énon- 
cer comme  il  suit  :  soient  P  et  Q  deux  molécules  voisines  sur 
l'axe  d'un  tourbillon  ;  si  le  mouvement  du  milieu  a  pour  effet 
d'amener  les  molécules  en  P'  et  en  Q',  la  droite  P'Q'  représente 
la  direction  de  l'axe  du  tourbillon,  et  la  grandeur  de  celui-ci  est 
modifiée  dans  le  rapport  de  PQ  à  P'Q'. 

Si  nous  appliquons  cette  propriété  aux  tourbillons  d'un  milieu 
soumis  au  magnétisme,  nous  aurons,  en  appelant  a,  [3,  y,  les 
composantes  de  la  force  magnétique  au  point  P,  a',  ^\  v'^  les 
composantes  de  cette  môme  force  quand  le  point  P  est  venu  en 
P',  et  5,  7;,  Ç,  les  composantes  du  déplacement  du  point  P, 

a'  =  a  +  a  -^  +  [i 


•^      iix   ^  '     (Uj     '     ^    dz 
225.  —  Les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  d'un  élément 


V 

1 

dl 

(h 

1 

<h, 

*t.r 

dz 

1 

(*)  Sur  le  mouvement  tourbillonnaire  ;  Jotirnai  de  Ci  elle ^  vol.  LV,  i858. 
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(lu  milieu  ont  pour  valeur 


'      w 


^    X     d   f  dX,  dr,  \ 

'         7.     dl\dij  dz } 

i     d  I  d\  dX, 


f  l      d   /  dr^  rfS  \ 


^      eu. 


Or,  puisque  d'après  les  conclusions  du  §  223  l'énergie  kiné- 
ti([ue  doit  contenir  cette  vitesse,  le  ternie  correspondant,  dans  le 
cas  où  les  axes  de  coordonnées  sont  quelconques  par  rapport  à 
]a  direction  de  la  force  magnétique,  doit  être  de  la  forme 

et  le  terme  complémentaire  de  Ténergie  kinétique  d'un  certain 
volume  du  mi]ieua  pour  expression 


tCy'(w,a'H-  w,^^  H-  w,yO  ^'• 


Si  dans   cette    expression   nous   remplaçons  a',  P',  y'  par  les 
valeurs  (12)  et  tu,,  w^,  Ws,  par  les  valeurs  (i3)  nous  obtenons 

l   d.v  [di,       dzT^^  dy  \dy        dz  )  ~'""'  dz  \dy       dz)  \ 


(•4)': 


c 


f     |_    dx  \dz       dx  )  dy  \dz        dx  J        ^  dz  \dz        dx  J  \ 

f     I     dx  \dx        dy  J  dy  \dx        dy  /        *  dz  \dx        dy  J  J 

Montrons  que  si  l'on  étend  l'intégration  ii  l'espace  tout  entier 
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la  première  intégrale  de  cette  somme  est  nulle  dans  le  cas  qui 
nous  occupe.  En  effet,  en  intégrant  par  parties,  le  premier  terme 
de  cette  intégrale  donne 


J'^'-j 


=   /    «CMj,  -   /     Ç'-^  *. 


L^intégrale  de  surface  se  rapportant  à  la  surface  limite^  qui  est 
h  rinfini  d'après  notre  hypothèse,  s'  ^t  a  sont  nuls  ;  par  suite 
rintégrale  elle-même  est  égale  à  zéro.  Dans  l'intégrale  triple  du 

second  membre  entre  la  dérivée  -7-  ;  si  donc  le  champ  magné- 
tique est  uniforme,  comme  c'est  généralement  le  cas  lorsqu'on 
étudie  la  polarisation  rotatoire  magnétique,  cette  dérivée  est 
nulle  et  l'intégrale  triple  l'est  aussi.  En  prenant  ainsi  successive- 
ment tous  les  termes  de  la  première  intégrale  de  l'expression  du 
terme  complémentaire,  on  verrait  qu'ils  sont  tous  égaux  h  zéro. 
Il  n'y  a  donc  à  considérer  que  les  trois  autres  intégrales  de  cette 
expression. 

Celles-ci  peuvent  se  mettre  sous  une  autre  forme.  Considérons 
en  effet  le  premier  terme  de  la  première  d'entre  elles  ;  nous  obte- 
nons, en  intégrant  par  parties 


;—  ch  ==    I   clÇ  ~t—  (Udz  —    1    aV  -7— 

M     dy  J  dx  I  drc 


ou,  puisque  l'intégrale  de  surface  est  nulle  pour  les  mêmes  rai- 
sons que  précédemment 


^  -^  rfT = -  Ac  -^ 

:v    dy       '  I     ^     dxdi 


Le  second  terme  de  ravant-dernicre  intégrale  du  terme  com- 
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plémentaire  nous  donne,  en  opérant  de  la  même  manière, 


et  nous  avons  pour  la  somme  des  deux  termes  considérés 

dx   \  dx  dy  ] 

Une  transformation  analogue  effectuée  sur  tous  les  termes  et 
un  groupement  convenable  de  ceux-ci  montreraient  que  l'expres- 
sion (i4)  se  réduit  bien  à  Texpression  (5)  qne  nous  avons  intro- 
duite (217)  comme  terme  complémentaire  dans  l'énergie  kinétique 
du  milieu  soumis  à  Taction  du  magnétisme. 

226.  Difficultés  soulevées  par  la  théorie  de  Maxwell.  — 
Dans  la  théorie  que  nous  venons  d'analyser,  Maxwell  semble 
avoir  complètement  abandonné  la  théorie  électromagnétique  de 
la  lumière.  Nous  avons,  en  effet,  implicitement  admis  avec  ce 
physicien,  que  lorsqu'une  onde  se  propage  dans  un  milieu  placé 
dans  un  champ  magnétique,  les  composantes  5,  y^  et  ^  du  déplace- 
ment d'une  molécule  d'éther  ne  dépendent,  pas  directement  de  la 
force  magnétique.  Or,  nous  avons  vu  (189)  que  la  concordance 
de  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière  avec  les  théories 
actuellement  adoptées  pour  l'explication  des  phénomènes  lumi- 
neux exigeait  que  les  dérivées  par  rapport  au  temps  de  Ç,  r,,  ^ 
soient  respectivement  égales  aux  composantes  or,  ^,  y  de  la  force 
magnétique.  Pour  que  la  théorie  de  Maxwell  sur  la  polarisation 
rotatoire  magnétique  s'accorde  avec  la  théorie  électromagnétique 
il  faudrait  qu'il  en  fût  encore  ainsi  ;  c'est  ce  qui  ne  semble  pas 
avoir  lieu. 

D'autre  part  les  formules  de  Ilelmholtz  semblent  assez  diffi- 
cilement applicables  au  cas  qui  nous  occupe.  Elles  s'appuient 
sur  les  principes  de  l'Hydrodynamique  qu'il  serait  sans  doute 
malaisé  d'étendre  à  l'éther,  puisqu'il  faudrait  y  supposer  une 
pression  uniforme  dans  tous  les  sens. 
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Elles  supposent  en  outre  qu'il  y  a  entre  les  composantes  du 
déplacement  et  celles  du  tourbillon,  certaines  relations  qui  pour- 
raient s'écrire  : 

d%  d\ 


dydt  dzdt  ' 


Y  = 


dzdt         dxdl  ' 
rf^TI  d'I 


dxdt         dydt  ' 


et  dont  Maxwell  ne  tient  pas  compte. 

227.  —  Admettons  pour  un  instant  que  les  dérivées  ç',  t/,  X^ 
sont  respectivement  égales  à  a,  [3,^  et  cherchons  les  conséquences 
de  cette  hypothèse . 

Le  terme  principal  de  Ténergie  kinétique  devient 


Stt 


jV-f-?^+f)^/T. 


Les  binômes  alternés  qui  entrent  dans  l'expression  (i4)  du 
terme  complémentaire  ou  les  dérivées  par  rapport  au  temps  de 
ceux  qui  se  trouvent  dans  Texprcssion  (5)  de  ce  même  terme  ont 
alors  pour  valeurs 


dXl          drl          </-,• 

d^ 

dy          dz          dy 

dz' 

(W         dX;          d-x 

dy 

dz          dx          dz 

1 

d.v 

dr,'         dl           d'^ 

doL 

dx         dy  dx  dy 

Mais  d'après  les  équations  (H)  du  paragraphe  167  les  seconds 
membres  de  ces  égalités  sont  respectivement  égaux  à  ^tzii^  4~<%  4'^^*'- 
Comme //,  ^,  (r,  sont  les  dérivées  par  rapport  au  temps  des  com- 
posantes fy  g,  h  du  déplacement  électrique  nous   obtenons   donc 
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en  intégrant, 


dy         dz 


4<, 


\     dx         dy 

Par  conséquent  Texpression  (5)  du  terme  complémentaire  peut 
s'écrire 

(,6,     4.cy(.f  +  ?i-  +  ,4)^^. 

df 

Les  quantités  désignées  par  les  symboles  -j-"'^  renfermant  les 

produits  des  composantes  de  la  force  magnétique  par  les  dérivées 
du  déplacement  électrique  prises  par  rapport  à  x^  y  y  z,  ce  terme 
complémentaire  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  ces  quan- 
tités. Dans  le  terme  principal  de  T,  a,  p,  y  entrent  au   second 
degré,  mais  les  dérivées  du  déplacement  électrique  n'y  figurent 
pas.  Par   conséquent,  en    général   les  équations  du  mouvement 
seront  linéaires,  comme  cela  a  lieu  dans  les  théories  ordinaires 
de  la  lumière;  dans  la  polarisation  rotatoire,  elles  cesseront  d'être 
linéaires  par  suite  de  l'introduction  du  terme  complémentaire.  Il 
en  résulte  que  dans  ce  dernier  cas  la  vitesse  de  propagation  des 
perturbations  constituant  la  lumière  dépendra  de  a,  p,  y  et  par 
conséquent  de  l'intensité  lumineuse  qui  est  fonction  de  ces  quan- 
tités. Cette  conséquence  est  tout  h  fait  contraire  aux  faits  obser- 
vés dans  tous  les  autres  phénomènes  lumineux;  toutes  ces  diffi- 
cultés  n'ont  été    définitivement  levées  que   par   la    théorie   de 
Lorentz  dont  nous  parlerons  à  la  fin  de  cet  ouvrage. 

228.  —  Toutefois,  dans  les  conditions  où  se  font  les  expé- 
riences, on  se  trouve  dans  un  des  cas  particuliers,  où  quoique 
le  terme  complémentaire  soit  du  troisième  degré»  les  équations 
du  mouvement  sont  linéaires. 

Pour  le  montrer,  considérons  une  onde  plane  polarisée,  et  pre- 


DIFFICULTÉS  SOULEVÉES  PAR  LA  THÉORIE  DE  MAXWELL         21 5 

nons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  à  Tonde,  Le  déplace- 
ment électrique  s'effectuant  dans  le  plan  de  Tonde  (180)  la  com- 
posante h  est  nulle.  Kn  ouirtf^X.  g  ne  dépendent  ni  de  x  ni  de  y. 
Par  conséquent  le  terme  complémentaire  (16)  se  réduit  à 


4-CJï(«|-H-?-^)rf- 


Les  composantes  a,  ^,  y  de  la  force  magnétique  peuvent  être 
considérées  comme  la  somme  des  composantes  de  la  force  magné- 
tique du  champ  constant  dans  lequel  se  trouve  le  milieu  traversé 
par  Tonde  et  des  composantes  de  la  force  magnétique  du  champ 
dont  les  perturbations  périodiques  donnent  lieu  aux  phénomènes 
lumineux.  Ces  dernières  composantes  sont  variables  avec  le 
temps.  Mais  nous  savons  que  la  force  magnétique  du  champ  pé- 
riodique est  dirigée  dans  le  plan  de  Tonde  ;  sa  composante  sui- 
vant Taxe  des  z  est  donc  nulle  dans  le  cas  qui  nous  occupe.  Par 
suite  la  quantité  v  qui  entre  dans  Texpression  précédente  du 
terme  complémentaire  a  pour  valeur  la  composante  suivant  Taxe 
des  z  du  champ  constant  produit  par  les  aimants  ou  les  courants. 
Cette  quantité    étant  constante    le  terme   complémentaire  n'est 

df      d*r 
plus  que  du   second  degré  par   rapport  à  a,    1^»  7^  et  -^  et   les 

équations  du  mouvement  redeviennent  linéaires. 

On  peut  d'ailleurs  faire  voir  autrement  que  y  est  une  cons- 
tante. En  effet,  écrivons  Téquation  de  Lagrange  relative  h  cette 
quantité;  nous  aurons 

d     dT        dJ         dl} 


dt     d^('  r/y  d-^ 

Or  d'après  Cauchy,  U  ne  dépend  pas  de  ÎJ;  par  suite  il  est  indé- 
pendant de  Y  et  le  second  membre  de  cette  équation  est  nul.  Le 
premier  terme  est  aussi  nul  puisque  T,  qui  a  ici  pour  valeur 
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ne  contient  pas  y'.  Par  conséquent  Téquation  précédente  se  réduit 
a 

OU,  en  remplaçant  T  par  la  valeur  précédente  et  effectuant  la  dé- 
rivation, 


V 


47.    ' 


^^A^i^m-- 


Pour  que  y  soit  constant  il  suffit  donc  que  le  second  terme  le 
soit  également.  Or,  si  nous  tenons  compte  des  relations  (i5)  qui 
donnent  les  composantes  du  déplacement,  nous  avons  pour  ce 
terme 

ou,  puisque  Tonde  est  perpendiculaire  a  Taxe  des  Zj 


ou  enfin 


<^^-^)- 

'^{'■'^-^'^y 


Mais  ç  et  r^  étant  les  composantes  du  déplacement  d'une  molé- 
cule d'éther,  ces  quantités  satisfont  aux  équations 

$  =  /•  cos  {nt  —  (jz)^ 
r,  r=  /•  sin  [nt  —  qz]. 

Si  nous  calculons  les  dérivées  de  ç  et  /,  par  rapport  à  t  et  leurs 
dérivées  secondes  par  rapport  à  :;  et  si  nous  portons  les  valeurs 
ainsi  trouvées  dans  le  terme  précédent,  nous  obtenons 

Cr^fifj^  [ —  cos  [nt —  (jz)  cos  [nt  —  rjz) 

—  sin  [nt  —  fjz)  sin  {nt — qz)]  = —  Cr'^nfj. 

C'est  donc  une  quantité  indépendante  de  t  ;  par  suite  y  est 
constant. 
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229.  —  Une  autre  dilTiculté  de  la  théorie  découle  d«  l'appli- 
catioii  des  propriétés  des  tourbillons  d'ilelniholtz  aux  tourbillons 
moléculaires  d'un  milieu  soumis  au  magnétisme.  En  effet  il  faut 
nécessairement  que  Ténergie  de  ce  milieu  ait  pour  valeur 


^|(a*+?«+f)rfT. 


8 

Or,  si  a,  ?,  Y  ^^^^t  comme  l'admet  Maxwell,  les  compo- 
santes d'un  tourbillon  d'IIelmholtz  l'énergie  kinétique  du  milieu  a 
une  valeur  toute  différente. 

Il  parait  assez  difficile  d'aplanir  cette  difficulté.  On  ne  pourrait 
guère  y  parvenir  qu'en  modifiant  profondément  la  théorie  de 
Maxwell  et  ces  modifications  la  rapprocheraient  de  la  théorie 
proposée  par  M.  Potier. 

230.  Théorie  de  M.  Potier.  —  Cette  théorie  est  fondée  sur  les 
deux  hypothèses  suivantes  : 

i**La  matière  pondérable  participe  dans  une  certaine  mesure, 
variable  avec  la  longueur  d'onde,  au  mouvement  de  l'éther  ; 

2"  Les  molécules  d*un  corps  pondérable  deviennent  de  vérita- 
bles aimants  sous  l'action  d'un  champ  magnétique. 

La  première  hypothèse,  déjà  admise  par  Fresnel,  semble  con- 
firmée par  les  expériences  de  M.  Fizeau  sur  l'entraînement  de 
l'éther;  la  seconde  est  conforme  au  mode  ordinaire  d'interpréta- 
tion des  propriétés  magnétiques  ou  dia magnétiques  des  milieux 
pondérables. 

De  ces  deux  hypothèses  il  résulte  que  chaque  molécule  aiman- 
tée du  milieu  éprouve  un  déplacement  périodique  lorsqu'un 
rayon  traverse  ce  milieu.  Kn  général  ce  déplacement  n'est  pas 
une  translation,  les  deux  pôles  de  Tainiant  se  déplaçant  de  quan- 
tités inégales;  la  direction  de  Taxe  magnétique  d'une  molécule 
change  donc  périodiquement  ainsi  que  les  composantes  de  son 
moment  magnétique  et,  par  suite,  des  forces  électromotrices 
d'induction  prenneni  nai'^sance  dans  le  milieu.  Ces  forces  s'ajou- 
lant  à  celles  qui  résultent  de  hi  perturbation  niagiiéti([ue  consti- 
tuant la  lumière,  la  loi  qui  lie  cette  perturbation  au  temps  se 
trouve  modifiée  et  on  conçoit  que  le  plan  de  polarisation  change 
d'azimut 
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231.  —  Montrons,  en  effet,  que  les  hypothèses  de  M.  Potier 
conduisent  à  introduire  dans  l'expression  de  Ténergie  kinétique 
le  terme  complémentaire  de  Maxwell  et,  par  conséquent,  permet- 
tent de  retrouver  la  formule  (1)  d'Airy. 

Soient  x^  tjj  z  €ii  x  -\-  ox,  y -h  2y>  z-\-oz  les  coordonnées  des 
pôles  d'une  molécule  aimantée  dans  sa  position  normale,  et 
-f-  m  et  —  m  les  masses  magnétiques  respectives  de  ces  pôles  ; 
nous  avons  pour  les  composantes  du  moment  magnétique  de  la 
molécule, 

mox^       moy^       rnoz. 

Pour  avoir  les  valeurs  nouvelles  de  ces  composantes  lorsque  la 
molécule  est  dérangée  de  sa  position  d'équilibre  par  l'effet  de  la 
perturbation  lumineuse,  il  nous  faut  connaître  la  direction  sui- 
vant laquelle  la  matière  pondérable  est  entraînée  par  cette  per- 
turbation. Nous  admettrons,  ce  qui  est  le  plus  naturel,  que  cette 
direction  est  celle  du  déplacement  électrique.  Comme  d'ailleurs, 
dans  la  théorie  électromagnétique,  le  déplacement  électrique  est 
perpendiculaire  au  plan  de  polarisation  (189),  cette  hypothèse 
revient  h  admettre  que  la  matière  pondérable  se  déplace  suivant 
la  direction  de  la  vibration  de  Fresnel.  Si  donc/*,  ^'•,  h  sont  les 
composantes  du  déplacement  électrique  au  point  x,  y,  r,  et  s  un 
coefficient  de  proportionnalité,  nous  aurons  pour  les  coordon- 
nées de  l'un  des  pôles  de  la  molécule  déplacée, 

et  pour  les  coordonnées  de  l'autre  pôle, 

x -+- oj:  +  £/*+ £0/;        y  +  %  +  2^?*  +  ^%'        ^+  oz  +  th  +  BOfi. 

La  variation  of  de  la  composante  f  du  déplacement  pour  les 
variations  ox,  oy,  Zz  des  coordonnées  peut  se  développer  suivant 
les  puissances  croissantes  de  ces  dernières  quantités  ;  en  négli- 
geant les  termes  du  second  degré  et  des  degrés  plus  élevés,  nous 
aurons 

'  dx  ^     dy     ^  dz 

Par  conséquent  les  composantes  du  moment  magnétique  de  la 
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molécule  déplacée  sont  données  par 

m  (ô.r  +  eo/j  =  mùx  +  e  -y—  mox  +  e  -j-  mrjy  -f-  e  —-t—  /wor, 

et  deux  autres  expressions  analogues. 

232.  —  Introduisons  les  composantes  de  la  magnétisation. 
Soient  A,  B,  C  ces  composantes  au  point  x^  y  z\  A',  B',  C!  leurs 
nouvelles  valeurs  quand  ce  point  s'est  déplacé  de  zfj  zg,  eh  ;  nous 
avons 

Kd-z  =  rnox,       Bot  =  /woy,       CrfT  =  moz^ 
AWt  =  m  {ox  -\-tof),  B Wt  =  m  [oy  +  eo^') ,  CWt  =  m  {oz  +  sS/r) , 

entêtant  le  volume  de  la  molécule  aimantée.  Par  suite  la  dernière 
égalité  du  paragraphe  précédent  peut  s'écrire 

\      ax  a y  az ] 

Mais  les  composantes  de  la  magnétisation  sont  liées  à  celles  de 
la  force  magnétique  (103)  par  les  relations 

A  =  xa,         B=x3,         C  =  xY 

X  étant  la  fonction  magnétisante.  Par  conséquent  Tégalité 
précédente  devient,  lorsqu'on  y  remplace  A,  B,  C  par  ces  va- 
leurs. 

OU 

(i)  A'=xa+£x— /-. 

233.  —  D'autre  part  l'induction  magnétique  a  pour  compo- 
santes 

rt  =  a  +  4^A,  i  =  |3  +  4^B,  c  =  Y  +  4^^» 

et  ces  composantes  deviennent  après  le  déplacement  de  la  molé- 
cule 

rt'  =  a'  4-  47rA',       y  =^J  +  4t:B',        f'  =  i  -+-  4-C'. 
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Montrons  que  les  composantes  a',  [3'  y'  de  la  force  magnétique 
qui  entrent  dans  ces  dernières  égalités  sont  respectivement  égales 
il  a,  p,  v. 

Nous  avons  en  dérivant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de 

l'équation  (i). 

dK'  rfa  d      df 

=  X  — -j 1-  £X 


(i 


Lv  dx  c^v     dx 


En  dérivant  B'  par  rapport  à  y  et  C  par  rapport  a  ^  et  addi- 
tionnant les  trois  dérivées  partielles  ainsi  trouvées,  nous  obte- 
nons 

dM    .    rfB'    .    dC  doL     ,       rf3  ffv 


rfj:  dy  dz  dx  dy  dz 

rfv  \dx         dy         dz  J 

Mais,  par  suite  de  l'incompressibilité  de  l'électricité,  la  somme 

A       A'  '    '  *•  n        ^/    ^f»'    ^/*      .    '      1  . 

des  dérivées  partielles  — r-,  -r-,  -r-  est    effalc  a   zéro;  par  suite, 

*  f/.r  '  dy'  dz  ^  ^ 

l'égalité  précédente  se  réduit  h 

rfA'        rfB'  rfC         d\    ,    rfB     ,     rfC 

dx  dy  dz  dx     '     dy  dz 

Le  premier  membre  est,  au  signe  près,  la  densité  au  point 
X  -\-  tff  y  -{-  tg,  z  -i-  e/i  de  la  distribution  magnétique  fictive 
pouvant  remplacer  dans  ses  effets  le  corps  soumis  à  l'influence 
du  champ;  le  second  membre  représente  la  même  quantité  au 
point  X,  y,  z. 

Par  conséquent  la  distribution  fictive  n'est  pas  modifiée  par  le 
déplacement  des  molécules  aimantées.  La  force  magnétique  en 
un  point  doit  donc  conserver  la  même  valeur  que  ces  molécules 
soient,  ou  non,  dans  leurs  positions  d'équilibre. 

234.  —  Puisque  nous  avons 

a'  =  CL  -\-  4^^^.', 

'nous  obtenons  en  remplaçant  A'  par  sa  valeur  (i) 

ITZXS  — r-  • 


a'  =  a  (  I  +  47rx)  +  4:„,-   ^ 
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Or  on  sait  que 


par  suîte  si  on  pose 


I  4-  47rx  ==  [X  ; 

X£  =  StwC, 


(C  ne  désignant  pas  la   composante  de  la  magnétisation  suivant 
Taxe  des  c),  on  obtient  pour  les  composantes  de  Tinduction 

a'  =  jJia  +  iviTzKl  —j- , 
^  av 


i'  =  1X3  -f-  327l*C  -^ 


> 


L'énergie  kinétique  du  milieu, 


aura  donc  pour  valeur 


Nous    retrouvons  donc  la  même  valeur  que  dans  la  théorie  de 
Maxwell,    le  terme    complémentaire    étant   mis   sous   la    forme 

(>6)  ('). 


(*)  Postérieurement  à  l'époque  où  ces  leçons  ont  été  faites  d'après  les  indications 
verbales  do  M.  Potier,  ce  savant  a  exposé  sa  théorie  de  la  polarisation  rolatoirc 
magnétique  dans  deux  notes  publiées,  l'une  dans  la  traduction  française  du  Traité 
de  Maxvell  (t.  Il,  p.  53 i),  l'autre  dans  les  (^amples  rendus  (te  V Académie  des 
Sciences,  (t.  CVIH,  p.  5 10).  Dans  ces  deux  notes,  M.  Potier  détermine  les  com- 
posantes de  la  force  électromotrice  induite  par  le  déplacement  des  molécules 
aimantées  et  démontre  qu'en  chaque  point  du  nlilieu  cette  force  électromotrico  est 
normale  au  courant  qui  passe  par  ce  point,  dirigée  dans  le  plan  de  Tonde,  pro- 
portionnelle au  courant  et  à  la  composante  suivant  la  direction  du  ravon  de  la 
force  magnétique.  Introduisant  ensuite  les  composantes  de  cette  force  électro- 
motrice  dans  les  équations  du  champ  magnétique,  il  en  tire  les  équations  diffé- 
rentielles qui  donnent  à  chaque  instant  les  composantes  de  la  perturbation.  11 
arrive  ainsi,  dans  le  cas  d'une  onde  de  plan  parallèle  au  plan  dos  xy,  soit  aux 
équations 

,.     d'G         ,.    ^     rf'K        d'G 
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235.  Théorie  de  M.  Rowland  {').  —  Avant  M.  Potier, 
M.  Rowland  avait  essayé  de  concilier  la  théorie  de  la  polarisation 
rotatoire  magnétique  avec  la  théorie  électromagnétique  de  la 
lumière  en  introduisant  une  hypothèse  dont  Torigine  résulte 
d'une  interprétation  d'un  phénomène  découvert  peu  de  temps 
auparavant  par  M.  Hall  (*}. 

Rappelons  en  quoi  consiste  le  phénomène  de  Hall.  Soit  ABCD 
[fig.  35)  un  conducteur  métallique  très  mince  taillé  en  forme  de 


r 


D 


^ 


Fig.  3: 


croix,  parcouru  par  le  courant  d'une  pile  de  A  en  B  et  dont  les 
extrémités  CD  de  la  branche  transversale  communiquent  avec  un 
galvanomètre.  En  déplaçant  les  points  d'attache  des  fils  du  gal- 
vanomètre on  arrive  facilement  à  ce  qu'aucun  courant  dérivé  ne 
traverse  le  galvanomètre.  L'appareil  étant  ainsi  disposé,  si  on  le 
place  dans  un  champ  magnétique  très  intense  de  telle  sorte  que 
son  plan  soit  perpendiculaire  à  la  direction  du  champ  on   voit 


qui  donnent  les  composantes  du  moment  électromagnétique,  soit  aux  équations 


(Pr, 


rf^î 


d\ 


P  rfT' -  "^Tf  rf?3i  = -^^  7^5' 


qui  donnent  le  mouvement  d'une  molécule  d'éther.  Ces  deux  groupes  d'équations 
contenant  des  dérivées  du  troisième  ordre  conduisent,  comme  nous  l'avons  vu,  û 
la  rotation  du  plan  de  polarisation . 

Le  mode  d'exposition  de  M.  Potier,  qui  n'est  d'ailleurs  pas  identique  dans  les 
deux  notes,  diffère  donc  beaucoup  de  celui  que  nous  avons  adopté;  il  se  rap- 
proche de  celui  que  nous  suivrons  dans  l'exposé  de  la  théorie  de  M.  Rowland. 

{*)  Phihsophical  Magazine,  a\rï\  i88i  ;  Mascart  et  Joubert.  Traité  d'cleclricité^ 
t.  I,  p.  702  et  suiv. 

(*)  American  Journal  of  Maihemalics,  t.  II,  1879. 
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TaiguîHe  du  galvanomètre  dévier.  Pour  la  plupart  des  métaux  et 
pour  un  champ  magnétique  traversant  le  plan  de  la  figure  d'avant 
en  arrière  la  déviation  du  galvanomètre  indique  que  le  courant 
qui  traverse  cet  instrument  va  de  C  en  D  dans  la  branche  trans- 
versale du  conducteur;  le  courant  AB  parait  donc  entraîné  sui- 
vant la  direction  de  la  force  électromagnétique  qui  s'exerce  sur 
le  conducteur  lui-même.  Pour  le  fer,  la  déviation  de  Taiguille 
du  galvanomètre  et,  par  suite,  le  courant  dérivé  changent  de 
sens;  néanmoins  on  peut  encore  dire  que  le  courant  est  entraîné 
suivant  la  force  magnétique,  puisqu'il  l'intérieur  d'une  lame  de 
fer,  par  suite  de  l'aimantation  sous  l'influence  du  champ  exté- 
rieur, le  sens  des  lignes  de  force  et  la  direction  de  la  force  ma- 
gnétique ont  changé  de  signe. 

Ces  faits  peuvent  évidemment  s'interpréter  en  admettant  qu'une 
force  électromotrice  prend  naissance  sous  l'action  du  champ 
magnétique  et  qu'elle  est  dirigée  suivant  la  force  magnétique 
qui  agit  sur  la  matière  pondérable  du  conducteur.  Quant  h  sa 
grandeur,  comme  l'effet  observé  est  toujours  très  petit,  on  peut 
admettre  qu'elle  est  proportionnelle  à  la  force  magnétique. 
Toutefois  cette  explication  est  peu  satisfaisante,  car  elle  devrait 
s'appliquer  à  tout  conducteur  quelles  que  soient  ses  dimensions, 
et  le  phénomène  de  Hall  ne  se  produit  plus  dès  que  l'épaisseur 
de  la  lame  dépasse  quelques  dixièmes  de  millimètre.  D'ailleurs, 
elle  a  été  mise  en  doute  par  des  expériences  récentes,  notam- 
ment par  celles  de  M.  Righî  et  M.  Leduc,  qui  ont  montré  qu'une 
hétérotropie  spéciale  du  conducteur  sous  l'action  du  champ  était 
la  meilleure  explication  des  faits. 

236.  —  Quoiqu'il  eu  soit,  M.  Rowland  adopte  l'hypothèse  de 
la  production  d'une  force  électromotrice  et  suppose  qu'une  force 
électromotricc  du  même  genre  se  développe  dans  un  milieu  non 
conducteur  placé  dans  un  champ  magnétique  lorsque  ce  milieu 
est  parcouru  par  les  courants  de  déplacement  résultant  de  la 
propagation  de  la  lumière.  C'est  d'ailleurs  cette  même  force 
électromotrice  que  M.  Potier  introduit  au  moyen  d'hypothèses 
plus  acceptables  que  celles  de  M.  Rowland. 

Cette  force  électromotrice  étant  proportionnelle  à  la  force 
électromagnétique  et   ayant  même  direction  que  celle-ci,  nous 
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aurons  pour  ses  composantes 

(l)  Q,  =   £(fl(V—  C//), 

V  R,  =  £  [bu  —  ai*). 

L'induction  magnétique  se  compose  de  Tinduction  du  champ 
constant  auquel  est  soumis  le  milieu  et  de  Tinduction  du  champ 
périodique  donnant  naissance  à  la  lumière.  Les  composantes  de 
la  première  sont  [xa,,  [jL[3p  [xy,,  les  composantes  de  l'intensité 
du  champ  constant  et  uniforme  étant  ap  p,,  y^  ;  celles  de  la 
seconde  sont  données  par  les  équations  (111)  du  §  167.  Nous 
avons  donc, 

rfll         rfG 

"^^-^--Tr  +  i^"- 

dV         d\\ 


dx  dtj 


+  ;^r.- 


237.  —  Si  l'on  considère  une  onile  plane  parallèle  au  plan  des 
xy  les  variables  ne  dépendent  ni  de  x,  ni  de  y  cl  les  équations 
précédentes  se  réduisent  à 

/  dG 


rf; 


t'    II" 


Les  équations  (11)  du  §  167  qui  donnent  les  composantes  u,  r, 
iv  de  la  vitesse  du  déplacement  électrique  deviennent 


r/3  I      dh 

4t://  =  —  --r^  = — , 

ClZ  IJL      dz 

doL  I     da 

4w=         —r-  = — , 

az  IL    dz 

47:h'=  o. 


I 


En    y  remplaçant  les  dérivées  de  a  et   de  b  par  rapport  à  v, 


T:^' 


I 

d'F         d%              I     d-¥ 

I* 

dz^          dz                jA     dz^  ' 

1 

d'G         dx,               I     d'G 

!^ 

dz^           dz                 ji.     dz^ 
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par    lenrs  valeurs    déduites   des    équations   (2),    nous  obtenons 
puisque  a,,  p^^  y^,  sont  constants 

[    ^TZU   = 

Nous  pouvons  donc,  a  l'aide  des  relations  (2)  et  (3),  exprimer 
les  composantes  de  la  force  électromotrice  données  par  les 
équations  (i)  en  fonction  du  moment  électromagnétique;  nous 
trouvons  pour  les  composantes  parallèles  au  plan  de  l'onde 

_    sy.    ^G 


Q.=  — Ttf 


-2      > 


4?^      dz 

quant  a  la  troisième  composante  il  est  inutile  de  la  considérer, 
car  étant  perpendiculaire  au  plan  de  Tonde  elle  ne  peut  avoir 
aucun  effet  sur  la  perturbation  magnétique  constituant  la  lumière. 
Les  composantes  de  la  force  électromotrice  résultant  de  cette 
dernière  perturbation  étant  (177) 

dt  dt 

nous  aurons  pour  les  composantes  parallèles  au  plan  de  Tonde  de 
la  force  électromotrice  totale 

d¥         £Y.     ^'G 
dt  4-     dz'  ' 


dt  47:      dz:'  ' 

et,  par  suite  des  équations  (VIII)  du  n^  169, 

,  ^    d'Y         Kev.      d^G 

4^„=_K^P tri?dï^ 

dt'  ^T.      dz-dt 

Poi:>(CARÉ.  Electricité  et  Optique.  ij 
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En   remplaçant   les  premiers   membres  de  ces  équations  par 
leurs  valeurs  (3)  nous  obtenons  enfin 


dt*      '       4?!       dz^dt  a     dz*  ' 

„  d^G         Ksy,      rf'F  'i     rf*G 


rf/^  47:  rfsV/  IJL       dz^ 

D'après  la  remarque  faite  au  n^  178,  a,  jî,  y  satisfont  à  des 
équations  de  môme  forme;  par  suite  il  en  est  de  môme  des  com- 
posantes Ç,  Tj,  Ç  du  déplacement  d'une  molécule  d'éther  dont  les 
dérivées  par  rapport  à  t  sont  Ç,  r,,  Ç.  Xous  retrouvons  donc  les 
équations  du  mouvement  qui  ont  conduit  Airy  à  une  expression 
de  Tangle  6  de  rotation  du  plan  de  polarisation  d'accord  avec 
l'expérience. 

238.  Phénomène  de  Kerr.  —  A  la  polarisation  rotatoire  ma- 
gnétique se  rattache  un  phénomène  découvert  en  1876  par 
M.  Kerr  (*)  et  qui  consiste  dans  la  rotation  du  plan  de  polarisa- 
tion d'un  rayon  polarisé  réfléchi  sur  le  pôle  d'un  aimant. 

La  lumière  d'une  lampe,  polarisée  par  un  nicol  et  réfléchie  par 
une  lame  de  verre  inclinée  à  43">  tombe  normalement  sur  le 
pôle,  s'y  réfléchit  et,  après  avoir  traversé  la  lame  de  verre  et  un 
nicol  analyseur,  est  reçue  par  l'œil.  Une  niasse  de  fer,  qui  esl 
percée  d'un  trou  conique  pour  permettre  le  passage  aux 
rayons  lumineux,  est  placée  très  près  de  la  surface  réfléchis- 
sante, dans  le  but  de  rendre  très  intense  l'aimantation  de  cette 
surface. 

Ayant  placé  le  polariseur  dans  une  position  telle  que  les 
vibrations  qui  tombaient  sur  les  pôles  étaient  parall*èles  ou  per- 
pendiculaires au  plan  d'incidence,  et  ayant  tourné  l'analyseur 
jusqu'à  l'extinction,  M.  Kerr  vit  reparaître  la  lumière,  bien  que 
faiblement,  en  aimantant  par  un  courant  le  pôle  réfléchissant. 
Mais  comme  M.  Kerr  ne  disposait  que  d'une  faible  force  magné- 
tique, pour  rendre  l'action  plus  évidente,  il  déplaçait  légère- 
ment le  polariseur  ou  l'analyseur  avant  de  faire  l'expérience,  de 
manière  à  ce  que  l'extinction  ne  fut  pas  complète.  Au  moment 


(*)  Philo8ophical  Magazine,  5"  série,  t.  111,  p.  3ai  (1877);  t.  V,  p.  161  (1878). 
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OÙ  Ton  fermait  le  courant  dans  une  certaine  direction,  la 
lumière  reçue  par  l'œil  augmentait;  dans  la  direction  contraire, 
elle  diminuait  et  souvent  Ton  arrivait  tout  à  fait  à  Textinction. 
Cette  diminution  de  Tintensité  se  produisait  si,  avant  le  passage 
du  courant,  on  avait  tourné  l'analyseur  dans  une  direction  con- 
traire à  celle  du  courant  d'aimantation.  M.  Kerr  en  conclut 
qu'il  se  produisait  par  l'aimantation,  une  rotation  du  plan  de 
polarisation,  en  sens  contraire  des  courants  d'Ampère. 

M.  Kerr  observa  également  une  rotation  lorsque  le  rayon 
tombait  obliquement  sur  la  surface  réfléchissante  ;  mais  dans  ce 
cas  les  phénomènes  se  compliquent  de  la  polarisation  elliptique 
due  à  la  réflexion  métallique,  à  moins  cependant  que  les  vibra- 
tions du  rayon  incident  soient  ou  parallèles  ou  perpendiculaires 
au  plan  d'incidence. 

239.  —  M.  Gordon  (*)  et  M.  Fitzgerald  (*)  répétèrent  bientôt 
ces  expériences  avec  des  champs  magnétiques  très  puissants: 
les  résultats  qu'ils  obtinrent  confirmèrent  les  travaux  de  M.  Kerr. 
Plus  récemment  l'étude  de  ce  phénomène  a  été  reprise  par 
M.  Righi  (')  qui  l'a  rendu  plus  facilement  observable  en  l'am- 
plifiant par  des  réflexions  successives  du  rayon  lumineux  sur 
deux  pôles  d'aimant  convenablement  disposés.  Enfin  M.  Kuntz(*) 
s'est  également  occupé  de  cette  question  ;  il  a  montré  que  la 
réflexion  sur  le  nickel  et  le  cobalt  donnait  aussi  naissance  au 
phénomène  de  Kerr;  de  plus,  il  a  reconnu  que  la  rotation  du 
plan  de  polarisation  dans  le  cas  de  l'incidence  normale,  qui 
change  de  valeur  avec  la  couleur  de  la  radiation,  est  plus  grande 
pour  les  rayons  rouges  que  pour  les  rayons  violets  :  la  dispersion 
est  donc  anormale. 

Mais  malgré  ces  nombreux  travaux  et  les  recherches  théoriques 
de  M.   Righi   {^)  l'explication  complète  du  phénomène  de  Kerr 


(')  PhiloBophical  Magazine^  5«  série,  t.  IV,  p.  104  (1877). 

(*)  Philoaophical  Magazine,  5*  série,  l.  III,  p.  Sag  (1877). 

(»)  Mémoire  présenté  ù  rAcadéinie  roy'alc  des  Lincei  (14  décembre  i88|). 

(*)    Wied.  Ann„  octobre  1884. 

(•)  Loc.  cit.,  et  nouveau  Mémoire  inséré  dans  le»  Annales  de  chimie  et  de  Phyxique, 
septembre  1886. 
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fait  encore  défaut.  On  ne  peut  affirmer  si  c'est  un  phénomène 
nouveau  ou  s'il  est  dû  uniquement  au  pouvoir  rotatoire  magné- 
tique de  l'air  qui  environne  les  pôles.  Aussi,  n'insisterons-nous 
pas  plus  longuement  sur  ce  sujet. 

En  résumé,  Maxwell  n'est  pas  arrivé  à  se  tirer  des  difficultés 
que  soulève  le  phénomène  observé  par  Faraday.  M.  Potier  en  a 
donné  une  théorie  satisfaisante.  Nous  verrons  plus  loin  que 
M.  Lorentz  est  également  arrivé  à  une  explication  satisfaisante 
qui  se  rattache  à  ses  idées  générales  sur  la  nature  de  l'électricité. 
Disons  seulement  que  dans  la  théorie  de  Lorentz  comme  dans 
celle  de  Potier,  les  molécules  matérielles  prennent  part  h  la 
vibration  et  que  c'est  cette  circonstance  qui  produit  la  polarisa- 
tion rotatoire  ;  seulement,  dans  la  théorie  de  Potier,  les  molé- 
cules en  mouvement  agissent  parce  qu'elles  transportent  avec  elles 
leur  magnétisme  ;  dans  celle  de  Lorentz,  elles  agissent  parce 
qu'elles  transportent  avec  elles  une  charge  électrique. 
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240.  Action  de  deux  éléments  de  courant.  —  Ampère  avait  la 
prétention  de  ne  rien  emprunter  qu'à  l'expérience  (*).  Cette  pré- 
tention n'est  pas  absolument  justifiée,  car  l'expérience  ne  peut 
porter  sur  deux  éléments  de  courant.  On  peut  observer  l'action 
d'un  courant  fermé  sur  une  portion  de  courant,  mais  non  l'action 
d'une  portion  de  courant  sur  une  autre. 

Si,  en  effet,  la  décharge  d'un  condensateur  par  exemple  cons- 
titue un  courant  qui  d'après  les  idées  antérieures  a  Maxwell  n'est 
pas  fermé,  ce  courant  est  de  trop  courte  durée  pour  qu'on  puisse 
l'utiliser  dans  les  expériences.  On  ne  peut  donc  expérimenter 
que  sur  des  courants  fermés  ;  on  peut,  il  est  vrai,  par  divers  arti- 
fices, rendre  mobile  une  portion  d'un  des  courants,  ce  qui  permet 
d'étudier  l'action  d'un  courant  fermé  sur  une  portion  de  courant 
(voir  ce  sujet  discuté  plus  loin,  n®  258)  ;  mais  cette  portion  mobile 
reste  toujours  soumise  à  l'action 
simultanée  de  tous  les  éléments 
de  l'autre  courant  fermé. 

Ampère  qui  énonce  une  loi 
applicable  à  deux  éléments  de 
courant  a  dû  par  conséquent  faire 
des  hypothèses.  Voici  ses  hypo- 
thèses :  Fig.  36. 

I**  Pour  avoir  l'action  d'un  cir- 
cuit fermé  sur  un  élément  de  courant,  il  suffit  de  composer  les 


(*)  Le  titre  de  son  ouvrage  est  :  Théorie  mathématique  des  phénomènes  électro- 
dynamiques uniquement  déduite  de  Verpérience^  i8a6. 
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actions  des  éléments  Je  ce  circuit   fermé  sur  Tautre   élément  ; 

1^  1/action  Je  deux  éléments  de  courant  est  une  force  dirigée 
suivant  la  droite  qui  les  joint. 

Soient  deux  circuits  C  et  C  (fig.  36).  Soit  A  un  point  de  C.  Je 
définis  le  point  A  par  la  longueur  .s-  de  Tare  OA  comptée  k  partir 
du  point  fixe  0. 

Soient  maintenant  AB  et  A'B'  deux  éléments  appartenant  res- 
pectivement aux  circuits  C  et  QJ ,  Soit  0'  un  point  fixe  de  C  à 
partir  duquel  nous  compterons  les  arcs,  et  appelons 

0 A  =  *•,       0  A'  =  s'  ; 
d'autre  part, 

d'où 

AB  ^  ds, 

et  de  même, 

A'B'=rf*'. 

Eu  appelant  x,  y,  z  les  coordonnées  de  A 
X  +  dx^  y  +  dy,  z  +  dz^  celles  de  B 

x',  y\  z',         »         A' 
x'  4-  dx\  y'  -f-  dy',  z'  +  dz',         »         B' 

la  distance  des  deux  éléments  AB  et  A'B'  est  donnée  par 

r  est  fonction  de  s  et  s' 

¥  •         1  •  1     A  T^  ^^     dti     dz 

Les  cosinus  directeurs  de  AB  sont— 7—,  — p-,  —7-, 

as      as      as 


dcA'B'       ^.^.^ 


ds'  ' 

ds' 

■'"37' 

x' 

X 



*/ 

r 

/• 

»  de  AA' 


Soient  ô  l'angle  de  AB  avec  AA', 
^'       »      de  A'B'  avec  AA', 
e        »      des  deux  éléments  AB  et  K'U', 


ACriOS  DE  DEUX  ÊLÈMESTS  DE  COVRÀST  ^JJ 

On  a  : 

^         dx     x'  —  r     ,    du      II'  —  1/    ,    dz      z'  —  - 

cosS  =  -y-. h-r-- ' — h -7-- • 

1  as  r  ds  r  ds  r 

)  ^  r,^_  ^•^''     ^'  —  ^r     ,    di/'     y'  — y    ,    dz'      -'—- 


(a)       ;cosO'=^.-^— +^.^^-;-^^  ^^ 


'  r 

dx      dx'         dy     dy'         dz     dz' 
ds  '   ds'  ds  '   ds'         ds      ds' 

Entre  ces  trois  cosinus  et  les  dérivées  de  la  fonction  ;•  existent 
certaines  relations. 

On  trouve  en  efl'et  par  diflcrentiation  : 

dr       v^ ,  .V  dx 


(^)  '•izr=2^— ') 


ds 


(4) 


^      dr  V^  j:  —  x'     dx  ^ 

\     ds       jLJ       r  ds 

I     dr       \^  x'  —  X     dx'  f, 


le  signe  S  indiquant  une  permutation  circulaire  à  effectuer  sur 
les  lettres  x,  y,  z;  x'^  y',  z'. 

Différentions  maintenant  la  relation  (3)  par  rapport  à  s'  ;  il 
vient, 

.^,  dr      dr  d'r  ^  dx'     dx  

^^^      IT'dF'^'^lhdZ 2j"^"^  """"''''''' 

d'où,  en  tenant  compte  des  relations  (4), 

dh^ 
r    _    ,  ■■   ==  cos  8  cos  9'  —  cos  s. 
dsds 

L'action  de  ds  sur  ds'  est  évidemment  proportionnelle  aux  lon- 
gueurs ds  et  ds'  des  deux  éléments  et  aux  intensités  i  et  i'  des 
deux  courants  ;  elle  dépend  d'autre  part  de  la  distance  r  des  deux 
éléments  et  des  angles  6,  6'  et  s.  Elle  ne  peut  manifestement  dé- 
pendre d'aucune  autre  quantité.  Nous  pouvons  donc  représenter 
cette  action  par  la  formule  : 

n'dsds'f{r,h,h',t). 
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Il  nous  reste  à  déterminer  la  fonction  /. 
A6n  d'abréger  les  écritures  nous  supposerons 

£  =  l'  =  I , 

quitte  à  rétablir  à  la  fin  du  calcul  le  facteur  ii'. 

Ampère  a  emprunté  à  Texpérience  les  trois  principes  suivants 
qui  serviront  de  point  de  départ  à  l'analyse  qui  va  suivre  : 

1^  Le  principe  des  courants  sinueux; 

2**  L'action  d'un  courant  fermé  sur  un  élément  quelconque  est 
normale  à  cet  élément  ; 

3**  L'action  d'un  solénoïde  fermé  sur  un  élément  quelconque 
est  nulle. 

Soit  Kdxds'  l'action  qu'exercerait  sur  ds'  un  élément  de  cou- 
rant dx  qui  serait  la  projection  de  ds  sur  l'axe  x ;  de  même  làdyds' 
et  Cdzds',  Le  principe  expérimental  des  courants  sinueux  qui  est 
le  premier  emprunt  fait  par  Ampère  a  l'expérience,  nous  apprend 
que  l'action  de  ds  sur  ((s^  est  la  résultante  des  actions  de  ses 
projections  suivant  les  trois  axes,  et,  comme  toutes  ces  forces 
sont  dirigées  suivant  la  même  droite  AA',  on  a  : 

/*  (r,  9,  9',  e)  dsds'  =  Kdxds'  +  Bdijds'  +  Cdzds'  ; 


iîonc, 


'  as  as  as 

La  fonction  f  est  donc  linéaire  par  rapport  aux  cosinus  direc- 
teurs de  AB, 

La  fonction  /  dépend  de  r,  9',  9  et  €  ;  r  et  9'  ne  dépendent  pas 

des  cosinus  directeurs  -y-,  -r^.-f-;  cos  9  et  cos  s  sont  linéaires  et 

as     ds    as 

homogènes  par  rapport  a  ces  cosinus.  Donc  fne  peut  être  linéaire 

et  homogène  par  rapport  à  ces  mêmes  cosinus  directeurs  que  si  f 

est  linéaire  et  homogène  en  cos  9  et  cos  e,  ou,  ce  qui  revient  au 
dr  d^r 

dr         d  r 
Elle  est  de  même  linéaire  et  homogène  en  -7-  et  . 


ACTION  DE  DEUX  ÉLÉMENTS  DE  COURANT  a3S 

dr    dv 
Donc  elle  doît  être  linéaire  et  homogène  en  -r-.  —  d'une  part 

d^r 
et        ,     d'autre  part. 

Donc, 

(6)  fau^^(K^.^^^-^ysds'. 

Or,  A  et  B  sont  fonctions  de  r  seul  ;  je  puis  donc  poser  : 

A=']^(r),  B  =  2ç(r), 

et  (6)  devient  alors, 

(6 bis)      fdsdsf  =[|  (,)  ^ .  ^  +  a^  (,)  ^] dsdsf. 

241 .  —  Pour  déterminer  ces  deux  fonctions  ^  et  îp,  il  faudra 
deux  expériences. 

Ampère  a  montré  qu'un  arc  de  cercle  quelconque  mobile  autour 
de  son  centre  et  soumis  à  l'action  d'un  courant  fermé  dont  la 
forme  est  quelconque,  ne  se  déplace  pas  ;  l'action  tangentielle 
exercée  sur  un  élément  quelconque  de  cet  arc  de  cercle  est 
donc  nulle.  Donc  l'action  d'un  courant  fermé  sur  un  élément  est 
normale  à  cet  élément  :  c'est  le  second  principe  d'Ampère  énoncé 
plus  haut. 

Donc  l'intégrale 

/   r  dv     dv  drv  ~\  dv 

lorsqu'elle  est  prise  le  long  du  circuit  C,  qui  est  quelconque. 
Posons, 

dr 

l'intégrale  précédente  devient 

j[^ (r)  p'rfr  +  2'f  (r)  prfp]  =  o. 

La  quantité  sous  le  signe  |  est  donc  la   différentielle  exacte 
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d'une  fouctiou  des  deux  variables  indépendantes  ;•  et  p,  c'est-à- 
dîre  qu'on  a, 

S>.p'i(/-)=2p'y(^/-), 
OU 

Il  nous  reste  donc  à  déterminer  la  fonction  '^,  ce  que  le  troi- 
sième principe  expérimental  d'Ampère  nous  permettra  de  faire  : 
en  attendant,  tirons  toutes  les  conséquences  des  deux  premiers 
principes  et  montrons  d'abord  que  l'action  élémentaire  (6.  his  \ 
qui  s'écrit  maintenant, 

peut  se  mettre  sous  la  forme  V    ,    .  . ,  V  et  U  étant  fonctions  de  /• 

asas 

seul. 

En  effet,  nous  pouvons  écrire. 


cls  ds 


.  TT/  d\] 

en  écrivant  U   pour  -^—  ;  et, 

'^  dr 


rf-U         „.    d'r  „..  dr    dr 


=  \}'  _____  _|_  \]'f  __  _ 

dsds^  dsds'  ds    di 


s-  ' 


en  écrivant  L  '  pour    .     ■  ; 

'^  an 


donc, 


V    ^'^    =  VU'    '^'''    +  VU"  "^'^    '''' 


dsds'  dsds'  ^  ds    ds'  ' 

et  en  identifiant  avec  ^6  ter")  il  vient 

VU"  =  y, 

U"        7' 


U'  23  ' 


Di:i'LACEilEyT  REL.tr/F  DE  DECX  CIRCinS  li 


1^ 


L  =v,p, 

V  =  2  V  ?=  ^L  • 


L'action  de  deux  éléments  de  courant  est  mise  ainsi  sous  la 
(orme 

d-\J 
((sas 

242.  Travail  produit  par  un  déplacement  relatif  de  deux 
circuits.  —  Si  nous  donnons  à  /•  un  accroissement  o/*,  Faction  de 
l'élément  AB  sur  A'B'  produira  un  certain  travail.  Nous  choisi- 
rons les  signes,  suivant  les  conventions  ordinaires  en  électrody- 
namique, de  façon  que  la  force  soit  positive  quand  elle  est  attrac- 
tive ;  alors  le  travail  élémentaire  dû  à  une  variation  or  est  : 

—  2dsds^{j'or,    —, — r-r  =  —  arfsrfs'oU 


dsds'  '^  '^  dsds'  ' 

et  le  travail  dû  à  l'action  totale  d'un  des  circuits  sur  l'autre  est  : 

0T= 2     I         I     oU    —r—r-rdsds'. 


—fh^ 


Transformons  cette  expression  en  intégrant  par  parties. 
Nous  savons  que, 


ds  =  [iiv]  —    I    ç  -y—  ds  =  —    I    f^  -y-  ds, 


ds  ^         I        ds  I        ds 


car   le   contour   d'intégration,  qui  n'est   autre  que  le  circuit  C, 
étant  fermé,  wf  a  la  même  valeur  aux  deux  limites  d'intégration. 
Donc, 
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par  conséquent. 


CT   =2 


as 


et  comme  rien  ne  distingue  C  de  C  on  a  aussi  : 


ST=2 


ds       ds' 


dsds'. 


Donc, 


oT  = 


^.rfU        dV  .  rfU 


J 


dsds'y 


ou  encore. 


rfU   dV 


j        ,  Y  dsds'\ 
as    ds 

5  T  est  par  conséquent  raccroissement  de  la  fonction 

rfU   rfU 


(7) 


T=: 


ds' 


ds^dii 


s 


A     B 


Le  Iraçail  élémentaire  est  donc  la  différentielle  d'une  fonction  T 

dépendant  seulement  des  positions  relatives  des 
deux  circuits.  Cette  fonction  (')  est  le  potentiel 
électrodynamique  mutuel  des  deux  circuits. 
Celte  forme  élégante  donnée  à  Texpression  du 
travail  élémentaire  est  due  à  M.  Bertrand  (*). 

243.  —  Nous  avons    ainsi   démontré  Texis- 
tence  d'un  potentiel  pour  Faction  de  deux  cou- 
Fig.  3;.  ranls    fermés,  en  nous   appuyant  simplement 

sur  le  fait  que  Faction  d'un  courant  fermé  sur 
un  élément  de  courant  est  normale  à  Télément. 


(')  Le  travail  est,  en  grandeur  et  en  signe,  l'accroissement  du  potentiel,  si  Ton 
convient,  comme  nous  l'avons  fait,  de  considérer  comme  positive  une  force  atti- 
rante. 

(*)  Théorie  mathématique  de  l'électricité  (1890),  §  i3i,  p.  17.5. 


DÉTERMINATION  DE  LA  FONCTION  U  iSf^ 

On  peut,  réciproquement,  montrer  que  ce  fait  expérimental  est 
une  conséquence  nécessaire  de  l'existence  d'un  potentiel. 

Soit  un  élément  AB  (fig.  37),  mobile  suivant  sa  propre  direc- 
tion. S'il  se  déplace  en  A'B',  le  courant  conserve  la  même  position 
dans  l'espace,  il  décrit  le  même  circuit.  Le  potentiel  électrodyna- 
mique, s'il  existe,  n'a  pas  varié,  donc  pas  de  travail,  ce  qui  prouve 
que  la  force  est  normale  au  chemin  parcouru. 

244.  Détermination  de  la  fonction  U.—  Pour  aller  plus  loin, 
il  faut  de  nouveau  recourir  à  l'expérience.  Nous  nous  appuierons 
sur  ce  fait  que  l'action  d'un  solénoïde  fermé  sur  un  élément  de 
courant  est  toujours  nulle. 

Nous  avons  vu  précédemment  que. 


// 


^='  '^f"'. 


ce  qui  peut  s  écrire,  en  remarquant  que 

rfU    ,,/  dr  d\j   y,  dr 

ds  ds  rf.v'  ds' 


"'ff'"^^  ■'"'• 


ou,  en  tenant  compte  des  équations  (4)  : 


U'^  -$!..  i— ^  ds' 
ds  r 


dtj 
ds 


/«'■^■^^•'+^/^"*^-^"^] 


On  peut  encore  écrire  pour  abréger  : 

T  =j\Fdx+  Gdy-h  Hdz) 
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en  posant  : 

F  = 


(«'  G 


•  =  /  u'^4^.-:^ — —<is', 
J     '''     '• 


Ku  eUectuant  les  intégrations  le  long  du  contour  C  on  peut 
écrire  : 


i'=  A^— v-^ 


I'=    I    (x—x').——(lr=    I    (.r  —  .r ')/"'(/•)  <//• 


on  posant  : 


r 


Intégrons  par  parties  ;  le  ternie  fini  est  nul  et  Ton  a  : 


car 

ds'  ds 


/ 


Sous  cette  forme  il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  : 

dV        dG         dll 


En  effet 


1=  riAirf,'=_  r^^rfy 

'.r  /       d:v  I       dx'  ' 


^F 

d 


car 


POTESTIEL  ÉLECTRODYSAMiqUE  D*US  SOLÉSOIDE  i^l 


dr  dr 


dx  dx'  ' 


Donc, 


d¥       rfG 
dx        dy 


:^—Cdf=0. 

•^  C.  Q.  F.  D. 


Les  quantités  F,  G,  II  définies  plus  haut  sont  ce  que  Maxwell 
appelle  les  composantes  du  potentiel  vecleitr  dû  à  un  courant  d'in- 
tensité I  parcourant  le  circuit  C.  Pour  avoir  le  potentiel  vecteur 
dû  a  un  courant  d'intensité  i  parcourant  le  même  circuit,  il  fau- 
drait multiplier  par  i  les  intégrales  (8}. 

245.  —  Proposons-nous  maintenant  de  calculer  le  potentiel 
éleclrodynamique  d'un  solénoïde  par  rapport  au  courant  C,  et 
d'exprimer  que  ce  potentiel  est  nul  quand  le  solénoïde  est  fermé. 

Nous  avons  trouvé, 


T  -==J{Fdx  +  Gdy  4-  Udz) , 


F,  G,  H  étant  les  composantes  du  potentiel  vecteur  dû  a  C  et 
l'intégrale  étant  prise  le  long  de  C. 

Nous  allons  transformer  cette  intégrale  de  ligne  en  une  inté- 
grale étendue  à  l'aire  d'une  surface  passant  par  le  contour  C  et 
limitée  à  ce  contour.  Appliquons  pour  cela  le  théorème  de 
Stokes.  Ce  théorème  nous  donne 


{¥dx  +  Gdy  -+-  lldz)  = 


fl'iw-^) 


(.o)T  = 


\  dz  dx  /  \  dx  df/  /  J 
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dio  étant  un  élément  de  Taire  considérée,  et  Z,  w,  n  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  cet  élément. 

Rappelons  brièvement  la  définition  d'un  solénoide.  Un  solé- 
noïde  est  un  ensemble  d'une  infinité  de  courants  infiniment 
petits  construits  de  la  manière  suivante  : 

Soit  un  arc  de  courbe  quelconque  que  Ton  appelle  Taxe  du 
solénoïde.  Partageons  cet  arc  de  courbe  en  une  infinité  d'éléments 
di  tons  égaux  en  Ire  eux, 

A  chacun  de  ces  éléments  correspondra  un  courant  élémentaire 
défini  comme  il  suit  : 

1**  L'intensité  de  ce  courant  sera  1; 

2^  Ce  courant  parcourra  un  circuit  infiniment  petit  dont  le  plan 
sera  normal  à  l'élément  dv  ; 

3*^  Ce  circuit  limitera  une  aire  plane  infiniment  petite  égale 
à  rf(o  ; 

4"  Le  centre  de  gravité  de  cette  aire  coïncidera  avec  le  milieu 
de  rfiy  ; 

5°  Les  valeurs  de  i  et  de  rfto  seront  les  mêmes  pour  tous  les 
courants  élémentaires. 

L'ensemble  de  ces  courants  élémentaires  constituera  le  solé- 
noïde. 

Nous  sommes  convenus  plus  haut  de  supposer  provisoire- 
ment i  ==  I  pour  abréger  un  peu  les  écritures. 

Soient  donc  un  solénoïde  et  un  élément  d'arc  d9  pris  sur  son 
axe  et  dt>nt  les  cosinus  directeurs  sont  /,  m,  n.  Dans  le  plan 
normal  à  Taxe  mené  par  l'élément  rfo",  circule  un  courant  qui 
embrasse  une  aire  infiniment  petite  din.  Le  potentiel  T  du  à  l'ac- 
tion de  ce  courant  se  calcule  aisément.  L'intégrale  (10)  se  réduit 
en  efTet  h  un  seul  élément  qui  peut  s'écrire, 

,r,/rfll        dG\  /dF        dH\         fdG        dY\'\ 

=^r,.(£i_^)+.j,(^_f.)+,=(4g_*)], 

di  \        \dtj         dz  I  ^  \  dz         dx  )   '         \  dx        dy  /  J 

en  remarquant  que 

dx  =  Wt,  dy  =  md<j,         dz  =  nd^. 


ACT/OX  DE  DEiTX  ÉLÉMJSJfTS  DE  COURAST  i^i 

(^mme  dtù  et  d^  sont  des  constantes,  quand  on  passe  d'un 
élément  du  solénoïde  à  un  autre,  il  faut,  pour  avoir  l'e  potentiel 
du  au  solénoïde  total,  intégrer  par  rapport  h  dx,  dij^  dz  le  long 
de  Taxe.  On  obtient  ainsi, 


y dh^ 

~    dfT 


/    L       \dif         dz  /        "ydz  d.v  I 


^\dx  dy  I  \ 

246.  —  L'actiow  d'un  solénoïde  fermé  est  null^e  ;  donc  la  quan- 
tité sous  le  signe  \  est  une  différentielle  exacte,  ce  qui  s'écrit  : 

^/_rfF_rfIl\ d   fdO,         dY 

dz  \dz        dx  )        dy  \  dx         dy 

d'F 
ou  encore  en  ajoutant  et  en  retranchant— y-j-, 

d_/dV^       dG^       dll \  _ 

dx  \dx         dy  dz  ) 

Or,  d'après  Téquahon  (9) 


par  suite 
Mais  (244) 


dp        dG        rfH  _^ 
dx         dy  dz 

AF  =  o. 
ùiV  =  —  Çlf{r)dx', 


11  faut  donc  que  A/*(/)  soit  une  constante,  pour  que  l'intégrale 
précédente,  prise  le  long  d'un  circuit  fermé  quelconque,  soit 
nulle.  En  effet  cette  intégrale  ne  peut  être  nulle  que  si  A/'(/)  est 
fonction  de  x'  seulement.  Mais  A/*(/)  est  une  fonction  de  /•  seule- 
ment. Elle  ne  peut  donc  être  fonction  de  x'  qu'en  se  réduisant  à 
une  constante.  Écrivons  donc  : 

On  tire  de  la  : 
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I^a  fonction  /'(/'j  devant  s'annuler  à  ]^infinî,  /i  et  k  sont  néces- 
sairement nuls,  et  il  vient, 


,( , 


L' expérience  montre  que  k'  =  i  en  valeur  absolue  ;  il  faut  donc 
ici  faire  intervenir  Texpérience. 

Nous  avons  pu,  en  effet,  par  une  convention  arbitraire,  choisir 
Funité  de  magnétisme,  puis  celle  d'intensité  de  façon  que  le 
coeffîcient  qui  entre  dans  l'expression  de  Faction  mutuelle  de 
deux  aimants  soit  égal  a  i,  de  même  que  celui  qui  entre  dans 
l'expression  de  l'action  d'un  courant  sur  un  aimant.  Il  n'en  est 
plus  de  même  ici  ;  nous  ne  disposons  plus  du  choix  de  l'unité 
<jue  les  conventions  précédentes  ont  fixée  définitivement;  c'est 
donc  l'expérience  seule  qui  peut  nous  faire  savoir  que  le  coeffi- 
cient k'  est  bien  égal  à  i . 

De  plus,  nous  devons  prendre  le  signe  +  ;  nous  avons  donc 


c'est  encore  l'expérience  qui  l'indique,  les  conventions  de  signe 
étant  celles  qui  ont  été  faites  plus  haut.  Jusqu'ici  nous  n'avions 
considéré,  en  effet,  que  des  expériences  dans  lesquelles  on  avait 
une  action  nulle;  une  nouvelle  expérience  pouvait  donc  seule 
décider  si,  entre  deux  éléments  parallèles  et  de  même  sens, 
s'exerçait  une  attraction  ou  une  répulsion. 
Ainsi  donc, 

/'('•)  =  -- 7!r=^, 

d'où  : 

U'=± 


r 


Voilà  par  conséquent  la  fonction  U  déterminée.  Cela  va  nous 
|)ermettre  de  mettre  l'expression  de  l'action  de  deux  éléments 
de   courant  sous  une  forme  très  'simple. 

Nous  avons, 

_rfHJ_  _       J^  /       dr  \  _  dr^dr  _d}r^ 
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OU  en  remplaçant  U'  et  U"  par  leurs  valeurs, 

,,,    rf^U    \     dr    dr  i      d}r 


dsds'        2r^  ds    ds'  r    dsds' 

La  force  attractive  exercée  entre  deux  éléments  est  donc, 

., ,    ,  «,,    rf'U    ii'dsds'  /  dr    dr  d^r  \ 

dsds'  /•*       \  ds    ds'  dsds'  I 

En  tenant  compte  de  la  relation, 

r    ,   ,  ,  =  cos  Q  cos  Q  —  cos  s , 
dsds 

et  des  relations, 

-^-  =  —  cos  y, 
ds 

--— =  cosli, 
ds 

cette  force  attractive  peut  encore  s'écrire, 

nii'dsds'  /                3  \ 

(il)  5 (cose cos  ÔcosôM* 

247.  Relation  entre  la  force  électromagnétique  et  le  poten- 
tiel vecteur,  —  On  a  vu  dans  la  première  partie  (111),  que 
l'action  exercée  par  le  circuit  C,  sur  un  pôle  magnétique  égal 
à  I  (*)  est  une  force  qui  dérive  d'un  potentiel  et  dont  les  com- 
posantes sont, 

_       du 
dx  ' 

rfû 

_       rfQ 
^~       dz' 

û  est  le  potentiel  magnétique  dû  à  un  feuillet  limité  au  con- 


(')  On  peut  avoir  un  pôle  magnétique  isolé,  en  considérant  un  solénoïde  mngné 
tique  de  longueur  infinie  dont  un  seul  pôle  est  à  distance  finie. 


a4« 
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tour  du  circuit  C,  et  de  puissance  égale  a  Tinteusitc  du  courant. 
Soit  dii)'  un  élément  de  Taire  limitée  au  contour  C,  et  l\  ni\  n\  les 
cosinus   directeurs  de   la   narmale  ;  ce  potentiel  a   pour  valeur, 


Û  = 


jrfw' 


Or  —  est  fonction  de  .r  —  x' ,  y  —  y' ^  z  —  z'  ;  par  suite 


d 


r 


r 


r 


r 


r 


i 


d  — 
r 


dx  dx'  '  dy  dy'  '  dz  dzf 

Il  vient  donc,  pour  la  valeur  du  potentiel  magnétique. 


U  =  — 


(O  . 


Cela  donme  pour  les  composantes  (a,  ^,  y)  de  la  force  magné- 
tique les  valeurs  suivantes, 


3  = 


iP 


d' 


r 


r 


m' 


dxdy 


n 


dxdz 


d(ù\ 


rf^  "^  rfyrfF 


</w' 


I 


I 


m 


dydz 


H-n'— r4-   \dM'. 


dz 


„i 


TransfoTnions  mafintenant 


?^i  f{r)d^'=    i  ^dx' 
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en  une  intégrale  étendue  à  Taîre    j  dia'  limitée  au  contour  C. 
Il  vient, 


f/y  dz 


Nous  aurons  tic  la  même  manière, 


^  ,     ,  dll  dG 

Calculons  —5 j —  ;  nous  avons, 

du  dz 


dtf 
dll 


dy 


'A'^'d^-^'-d^) 


et,  en  ajoutant  Tidenlité  suivante, 


'    /  ^_i.     d^i.\ 

\    àxdx  dx'  / 


îl  vient, 


rfH         rfC 


dy  d 


,..r 
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Or, 

A —  =o: 
/• 

donc, 

rfH         rfG  _ 

dy  dz 

Un  calcul  analogue  au  précédent  donne  de  même, 

dV        d\\  _ 


dz  dx 

dG         dV 


dx         dy 


T- 


Or  on  a,  d'une  manière  générale,  entre  la  force  et  Tinduction 
magnétique  les  relations  suivantes, 

Si  le  milieu  n'est  pas  magnétique,  A  =  B  =  C  =  o  et  a,  i,  6- 
se  confondent  avec  a,  P,  y. 

Les  formules  précédentes  peuvent  donc  s'écrire  dans  ce  cas 

dll         dG 
I     a  = 


»  rfy  dz  ^ 

]    .        dF        rfH 


('3)  ;  '^-'dT-dx^ 

dG        dV 
dx  dy 


c 


248.  — Ces  formules  sont  démontrées  pour  un  milieu  non  ma- 
gnétique ;    on    a    toujours   supposé,  dans  les  calculs,  que  —   et 

ses  dérivées  restaient  finies,  ce  qui  suppose  que  le  point  où  est 
placé  le  pôle-unité  est  extérieur  aux  masses  attirantes  ;  il  n'y 
avait  ici  de  masses  attirantes  que  le  feuillet  C 

Nous  verrons  plus  loin  (276,  277)  que  les  formules  (i3)  sont 
encore    vraies    dans  un   milieu   magnétique  ;    on  n'a   plus  alors 
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rfH  —  rfG 
a:=:  — r-  4^—=—,  formule    équivalente   h    la   première   des    for- 
ai/ dz 

mules  (i3)  dans  un  milieu  non  magnétique.  Maxwell  admet  sans 
démonstration  que  ce  sont  les  formules  (i3)  qui  conviennent 
dans  le  cas  d'un  milieu  magnétique;  ou  plutôt,  il  définit,  à 
propos  du  magnétisme,  les  quantités  F,  G,  H,  par  les  équa- 
tions (i3),  et  les  appelle  les  composantes  du  potentiel  s*ecteiir 
de  C induction  magnétique  (*)  ;  deux  cents  pages  plus  loin,  il 
introduit  les  quantités  F,  G,  H,  en  électromagnétisme;  comme 
nous  les  avons  introduites  précédemment,  et  il  dit  :  «  Ces 
fonctions  F,  G,  II,  ne  sont  autre  chose  que  les  composantes  du 
potentiel  vecteur,  qu'on  a  déjà  rencontré.  »  Enfin,  un  peu  plus 
loin,  il  dit  :  «  Nous  avons  démontré  que  les  composantes  de 
rinduction  sont  liées  par  les  relations  (i3)  aux  composantes  du 
potentiel  vecteur.  »  Nous  donnerons  plus  loin  cette  démons- 
tration que  Maxwell  na  pas  donnée  (275,  276). 

Appliquons  maintenant  les  relations  (i3)  que  nous  venons 
d'obtenir,  pour  transformer  l'expression  (lo)  du  potentiel  élec- 
Irodynamique.  Nous  avions, 


T  = 


(dG        rfFXl, 


dy 
cette  expression  peut  s'écrire  maintenant 

T  z=  I  (/a  -f-  mb  -f-  ne)  rfw. 

249.  Potentiel  électrodynamique  d'un  système  voltaïque 
constitué  par  deux  circuits.  —  Le  potentiel  mutuel  de  deux 
circuits  peut  recevoir  une  expression  très  simple.  Nous  avons 
trouvé 

T=C{Fdj:  +  Gdij  +  Hrfr-, 

avec 

F  =/  /•(;•)  dy, 

(')  Maxwell,  TraiU  d'électricité  et  de   magnétisme^  traduction    française,   t.  Il, 
.^  4o5,  p.  3a,  §  58909!»,  p.  a6G-'a69,  et  §  61G,  p.  290. 
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tV)-- 


donc. 


F=: 


dx' 


r 


L'expi^es^ion  pFécédenle  peut  aic>i*s  s'écrire 


T  = 


dxdx'  +  dffdy'  +  dzdz' 


dsd^'cos  £ 


/• 


Si  les  intensités  qui  étaient  jusqu'ici  prises  égales  à  i,  étaient 
quelconques,  on  aurait  : 


T  = 


COS  c 


-i'ifht'^ 


et,  en  posant, 


M  = 


dsds'  COS  £ 


;• 


il  vient  finalement 

(-4) 


T  =  «'M. 


M  est  ce  qu'on  appelle  le  coefficient  d'induction  mutuelle  des 
circyits  C  et  €'• 


250.  —  Soit  maintenant 


L  = 


dsds'  cos  £ 


le  coelTîcient  d'induction  mutuelle  du  circuit  C  et  d'un  autre  qui 
coïnciderait  avec  C.  L  est  ce  qu'on  appelle  le  coefficient  de  self- 
induction  du  circuit  C. 


■V». 
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Les  divers  éléments  du  circuit  C  exercent  évidemment  Tun  sur 
Tautre  une  certaine  action  ;  si  le  circuit  se  déforme,  cette  action 
produira  un  certain  travail  ÔT.  Proposons-nous  d'évaluer  ce  travail. 

Nous  avons  vu  plus  haut  quel  est  le  travail  du  à  l'action  d'un 
courant  sur  un  autre  courant.  Quand  on  veut  en  déduire  l'ex- 
pression du  travail  dû  à  l'action  d'un  cou- 
rant sur  lui-même^  on  rencontre  une  petite 
difficulté  que  nous  tournerons  par  l'artifice 
suivant  : 

Supposons   deux   courants   différents   C 
et  C  d'intensités  /  et  i'  parcourant  un  même 
circuit   C.    Nous   pouvons   appliquer  à  ces 
deux  courants  différents  la  formule  (i4)  et,  si  nous  appelons  oT, 
le  travail  dû  à  leur  action  mutuplle  nous  pouvons  écrire  : 

'oT,  =  SLiV. 

Il  nous  reste  à  comparer  oT  à  oT^. 

Soient  d'y  un  élément  dn  courant  C  d'intensité  i;  d7\  l'élément 

du  courant  C  d'intensité  i'  qui  coïncide  avec  c/t  ;    soient  dy^  un 

autre  élément  de  C,  et  d<j^^  celui  des  éléments  de  C  qui  coïncide 

avec  rfcr'. 

Si  jjL  est  le  travail  de  l'acrtion  de  dy  sur  dy[^ 

si  jjl'  »  de  rfy  sur  rfo-p 

si  X  »  de  dy  sur  rfT,, 

et  si  oTj  est  le  travail  élémentaire  total  de  l'action  du  courant  C 
sur  le  courant  C  et  oT  le  travail  de  l'action  de  C  sur  lui- 
même,  on  a  : 

ÔT.  =  0  [Lu')  =:/(:a  +  ;.') 
oT  =fl. 


Or  : 


ii 


,7 


et 


donc, 


I 

1 


•JL 
k 


'JL 


l 
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L'expression  du  trciVciil  oT,  |devient  ainsi, 

).  =  2X3T, 
/        '  ' 

d'où 

oT  =  —  o(Li^). 

Le  potentiel  électrodynamique  total  du  système  voltaïque 
formé  par  deux  circuits  C  et  C,  par  rapport  à  lui-même,  a  donc 
pour  expression  : 

(i5}  T=-^  +  MiV 


N  étant  le  coefficient  de  self-induction  de  C, 

Le  travail  dû  aux  actions  électrodynamiques  est  : 

i«5L4-2/r5MH-/^^oX 

2 

Il  se  compose  en  effet, 

1°  Du  travail  de  l'action  de  C  sur  lui-même,  égal  à, 

—  ôL  ; 

2 

2**  Du  travail  de  l'action  de  C  sur  C,  égal  à, 

//8M  ; 

3^  Du  travail  de  l'action  de  C  sur  lui-même,  égal  à, 

72 

—  SX. 
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251.  —  L'opinion  reçue  est  qu'une  fois  connues  les  lois  de 
rélectrodynaniique,  Tapplicatlon  du  principe  de  la  conservation 
de  l'énergie  suffit  à  trouver  les  lois  de  l'induction.  M.  Bertrand 
a  cherché  a  réfuter  cette  opinion  (').  Je  vais  discuter  ses  objec- 
tions en  détail,  mais  on  verra  que  la  plus  grande  partie  du 
champ  de  bataille  restera  à  M.  Bertrand. 

On  a  deux  courants  en  présence.  Chacun  est  alimenté  par  u:ie 
pile  ;  les  conducteurs  s'échauffent.  S'ils  sont  mobiles  et  se 
rapprochent,  il  se  produit  un  travail  mécanique,  ce  travail  a  dû 
être  emprunté  à  quelque  chose  :  il  faut  donc  admettre  qu'un 
phénomène  ignoré  jusqu'ici  introduit  dans  les  équations  un 
terme  nouveau.  La  loi  rfQ  =  Ri^Jf  est-elle  encore  applicable  ? 
Pourquoi,  dit  M.  Bertrand,  de  même  que  la  vapeur  qui  travaille 
refroidit  le  vase  qui  la  contient,  l'électricité  n'aurait-elle  pas  un 
effet  analogue  ?  On  pourrait  concevoir  que  les  conducteurs 
s'échauffent  moins  quand  le  courant  travaille  et  ne  serait  ce 
pas  aussi  vraisemblable  que  de  supposer  que  les  intensités 
varient  ? 

On  peut  répondre  :  non,  cette  hypothèse  ne  serait  pas  a  priori 
aussi  i*raisemblable  que  celle  qui  esl  confirmée  par  l'expérience. 
Supposons  que  la  loi  de  Joule  ne  s'applique  plus  ;  les  conduc- 
teurs s'échauffent  moins  ;  on  a  rfQ  =  Wi^t  —  Hrf/,  H  étant  une 
quantité  positive  dépendant  de  la  vitesse  des  conducteurs.  On 
pourra  rendre  II  très  grand,  en  donnant  h  la  vitesse  une  valeur 
très  grande,  et  il  pourra  arriver  que  t/Q  soit  négatif.  On  em- 
prunterait  donc   de  la  chaleur  au   circuit  qui  se  refroidirait  et 


(*)  Théorie  mathématique  de  Iclectricité,  ch,  xi.  p.  208. 
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l'on  pourrait  la  transformer  en  travail  mrcanitjue  susceptible 
d'entre  transformé  h  son  tour,  par  frottement,  en  chaleur  à  tem- 
])érature  aussi  élevée  cpi'on  voudrait  ;  ce  serait  contraire  au 
principe  de  Clausius. 

Une  autre  conjecture  est  possible  :  la  loi  de  Joule  s'appH- 
(juerait,  mais  la  pile  consommerait  davantage  pour  donner  le 
même  courant.  En  d'autres  ternies  la  loi  de  Faraday  ne  s'appli- 
querait pas  aux  courants  qui  produisent  un  travail  mécanique.  — 
Celte  hypothèse  est  fort  invraisemblable  ;  si  j'ai  une  pile  à  Paris 
et  que  je  la  relie  par  des  Bis  ii  une  machine  située  à  Creil,  il 
serait  étrange  que,  l'intensité  restant  toujours  la  même,  la  loi  de 
Faraday  cessât  de  s'appliquer  à  Paris  quand  le  courant  travaille 
il  Creil. 

Malgré  l'invraisemblance  de  ces  deux  hypothèses,  on  a  peut- 
être  eu  tort  d'en  regarder  la  fausseté  comme  évidente^  mais 
j'appellerai  plus  particulièrement  l'attention  sur  deux  autres 
objections  de  M.  Bertrand  qui  me  semblent  beaucoup  plus 
graves.  Il  ne  s'agit  plus  en  eiTet  d'hypothèses  que  l'expérience 
démontre  fausses  et  qu'on  n'aurait  pas  du  pourtant  rejeter  a 
priori^  mais  di»  circonstances  réelles  dont  on  a  souvent  oublié 
de  tenir  compte  en  s'exposant  ainsi  à  des  erreurs. 

En  premier  lieu,  lorsque  deux  courants  s'attirent,  ils  de- 
viennent solidaires,  et  l'on  n'a  pas  le  droit,  quoiqu'on  le  fasse 
constamment,  d'appliquer  le  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie  à  l'un  d'entre  eux  seulement  :  il  faut  considérer  le 
système  des  deux  courants. 

Ce  n'est  pas  tout  :  l'éther  a  une  force  vi-ve  variable  dont  il 
faut  tenir  compte  dans  les  calculs,  comme  de  la  force  vive  de 
l'air  que  met  en  mouvement  un  moulin  à  vent.  Ici  il  y  a  deux 
manières  de  présenter  l'objection  :  ou  peut  supposer  qu'un 
courant  permanent  rayonne  de  la  force  vive  comme  une  lampe 
constante  rayonne  de  la  lumière  ;  on  peut  supposer  au  contraire 
<{ue  la  force  vive  de  l'éther  reste  constante  dès  que  l'état  de 
régime  est  atteint  et  qu'il  n'y  en  a  point  d'empruntée  au  cou- 
rant :  c'est  seulement  pendant  la  période  variable  que  la 
force  vive  de  l'éther  varie  ;  quand  le  courant  croit,  l'éther 
absorbe  de  la  force  vive  qu'il  restitue  au  moment  où  le  courant 
décroît. 
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La  première  hypothèse,  celle  du  rayonnement  indéfini,  est 
contredite  par  rexpérience,  puisque  avec  un  courant  permanent 
la  chaleur  produite  duns  les  conducteurs  est  Téqui valent  de 
rén«rgie  voltaïque  d^e  la  pile.  Il  est  vrai  de  dire  que  Ve.vpé- 
rknce  seule  nous  Ta  appris. 

Quant  à  la  seconde  hypothèse,  non  seulement  elle  n'est  pas  à 
rejeter,  mais  il  y  a  certainement  à  tenir  compte  de  la  force  vive 
communiquée  k  Tétlier,  sous  peine  de  ne  pas  tenir  compte  des 
faits.  En  la  négligeant  on  s^expose  à  Terreur. 

On  pourrait  varier  les  objections  à  Tinfini^  et  Ton  serait 
conduit  k  des  conjectures  plus  ou  moins  invraisemblables  qu'il 
faudrait  rejeter  Tune  après  l'autre.  C'est  en  quoi  M.  Bertrand  a 
raison  de  dire  que  Vexpèrience  seule  pouvait  montrer  que  les 
lois  d*e  Joule,  de  Faraday  et  de  Ohm  sont  encore  applicables 
aux  courants  qui  travaillent, 

252.  —  Nous  allons  prendre  comme  point  de  départ  ce  fait 
expérimental  ;  et,  de  plus,  nous  admettrons  que  Téther  a  une 
énergie  éleclrocinétique  constante 
quand  le  courant  est  constant,  mais 
variable  avec  l'intensité  du  cou- 
rant. Mais  nous  devons  emprunter 
plus  encore  à  l'expérience. 

Soient  deux  circuits  fermés  C 
et  C,  parcourus  par  des  courants  i 
et  «',  l'expérience  montre  que 
quand  ï  varie,  il  en  résulte  dans  C  '^'    ***' 

di' 
une  force  électromotrice  A  -j-  ,  A  étant  un  coefficient  cV induc- 
tion de  C  sur  C,  coefficient  i'ndépendant  d?es  intensités.  Si  C  se 
déplace  et  est  parcouru  par  un  courant  constant  /',  si  au  bout  du 
temps  rf/,  C  prend  une  position  infiniment  voisine  C,  le  dépla- 
cement du  circuit  de  C  en  C"  pendant  le  temps  dt  produit  une 

force   électromotrice   i'  — r—,  —7—  étant   aussi  un   coefficient   ne 

dt       dt 

dépendant  que  des  conditions  géométriques  des  deux  circuits. 

Ici  se   présente  une   hypothèse   toute   naturelle,    il   est  vrai, 

mais  qui  a  besoin  d'être   confirmée   par   l'expérience  ;    soient  A 
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le  coeOicienl  trinduction  de  CJ  sur  C;  A -j- </A,  celui  de  C 
sur  C. 

Supposons  qu'à  Tépoque  i,  nous  ayons  en  C  un  courant  di' 
et  en  C  un  courant  0.  Le  courant  di'  se  déplace  en  conservant 
son  intensité  et  vient  en  C  au  temps  /  -f"  ^'^  •  ^^^  ^  alors  un 
courant  0  en  C,  et  un  courant  di'  en  C". 

On  peut  imaginer  qu'on  est  passé  du  même  état  initial  au 
même  état  final  par  une  autre  modification  en  faisant  varier  les 
intensités  :  l'intensité  en  C  primitivement  égale  à  di'  a  décru 
jusqu'à  s'annuler  et  pendant  ce  temps  l'intensité  en  C  primi- 
tivement nulle  est  devenue  di' ,  Les  circuits  C  et  Csont  d'ailleurs 
demeurés  fixes.  Il  est  naturel  de  supposer  que  l'effet  produit 
sur  C  est  le  même  dans  les  deux  cas. 

Dans  le  premier    cas,    la   force    électromotrice    née  en   A    est 

di'  -r—  ;  dans  le  second,  elle  est  la  différence  entre  —  A  — 7-,  et 

dt    '  '  dt 

/A    .    JK\   ^^^'       '     4  '   j-       dX,di' 

.A  +  a  A]  -7-  ,  c  est-a-dire ; —  ;  donc, 

^  ^    dt  dt 

dk  =  dB. 

Si  le  courant  se  déplace  et  varie  en  même  temps,  les  deux 
forces  électromolrices  ont  pour  somme  : 

,    di'         .,   d\         diXi'] 
dt  dt  dt 

Nous  admettrons  cette  équation,  consé<iuence  de  l'égalité 
dX  '.=  é/B,  comme  un  fait  expérimental, 

253.  —  L'application  du  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie  va  nous  permettre  de  déterminer  les  coefficients  d'in- 
duction définis  comme  précédemment. 

Soient  A  le  coefficient  d'induction  de  C  par  rapport  à  lui-même 
»       B  »  '       C  »  C 

»       B'  »  C  »  C 

)»       D  »>  C  M  lui-même 
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La  loi  de  Ohm,  appliquée  aux  deux  circuits,  donne  ; 

;  d(M)         d  (BQ 

dt  dt 

Ecrivon*  que  Ténergie  se  conserve.  L'énergie  voFtaïque  dé- 
pensée dans  le  temps  dt  est 

(E^^-E7')rf^ 

Elle  se  retrouve  sous  trois  formes  : 
1°  Chaleur  de  Joule  ; 
2®  Travail  clectrodynamique  ; 

y*  Accroissement  d'énergie  électrocinétique  de  Téther. 
Si  cette  énergie  de   Téther  est  représentée  par  Lî,  Téquation 
s'écrit  : 

»  (E/  +  E V)  dt  =  R/V/  +  Y{'i'hh 

Je  ne  connais  rien  sur  la  fonction  U  ;  j'écris  seulement  que 
d{]  est  une  diflerenlielle  exacte.  Remplaçons  dans  l'expression 
de  c/U,  E  —  R/  par  sa  valeur  tirée  de  (i)   : 

• ,})  dV^  =  id  (M)  •+-  id  (Bi^)  +  i'd  (B'/j  +  i'd  ;D/0 

l-U'dL  +  2u'dM  +  i"d\). 

'2     ^ 

Supposons  que  les  intensités  varient  seules.  Le  dernier  terme 
disparait  et  dU  se  réduit  à  : 

dV  =  A/V//+  Bidi^  +  B'i'dl-+-  Di'di'  ; 
dV  étant  dilTéreiitielle  exacte,  il  faut  que 


d'où 


B  =  B'  ; 
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donc, 

c/U  =  kidi+^d  [il')  +  D/W/\ 

et  en  Intégrant  : 

U  = l-Bii'H f-const. 

la  constante  ne  dépendant  pas  des  intensités.  Comme  U  est  nul 
quand  il  n'y  a  pas  de  courant,  quand  /=i'=o,  la  constante 
est  nulle. 

D'après   cela,  (juand  les  intensités  sont   constantes  et  que   les 
conducteurs  se  déplacent^  dM  se  réduit  à  : 

rfU  ==  —{i^dk  +  iii'dï\  +  i'dX^), 

expression  qui  doit  être  identique  à  la  valeur  du  second  membre 
de  (3),  quand  on  fait  di  =  di'  =  Oy  c'est-à-dire  à  : 

i'dk-\-^ii'dB-+-i''dD -(i'dL  +  211VM  +  £'WN). 

2 

En  identifiant,  il  vient, 

—  dk  =  dk î-r/L, 

2  2 

dB  =  2dB  —  dU 


—  dD  =  dD ^-  rfN 

2  2 


ou  encore, 


d'où 


dk  =  rfL, 


A  =  L 


car  A  et  L  s'annulent  quand  les  conducteurs   sont   à   une    dis- 
tance infinie  et  de  même 

D  =  N, 
B  =  M 
et 

T  =  U. 


LOI  DE  OHM  219 

Le  potentiel  électrodynamifjne  représente  donc  Vèncri^ie  électro- 
cinétique  de  Véther, 

On  peut  écrire,  d'après  cela,  la  loî  de  Ohm  : 


K_m  =  ^^(li+^=A. 


dl 


E'— R'i'= 


dt  dt  '     di 

d       dl 


dt  '     di'  ' 


Cette  forme  rappelle  celle  des  équations  de  Lagrange. 

Maxwell  a  montré,  —  et  c'est  là  une  des  parties  les  plus  origi- 
nales de  son  œuvre  — ,  que  les  lois  des  actions  éleclrodyna- 
miques  et  de  l'induction  peuvent  être  mises  sous  la  Ibrme  des 
équations  de  Lagrange  ;  les  forces  électromotrices  d'induction 
seraient  ainsi  des  forces  d'inertie  (*). 


(')  Voir  la  première  partie,  ii«  i5i,  p.  \^^  cl  suivre. 
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254.  Explication  des  attractions  èlectrodynamiques.  — 
Weber  a  voulu  rendre  compte  des  attractions  électrodynamiques, 
en  considérant  les  courants  comme  produits  par  des  masses 
électriques  se  déplaçant  dans  les  conducteurs,  et  supposant 
qu'entre  deux  masses  électriques  s'exerce  une  action  qui  dépend 
de  leur  mouvement  et  qui  se  réduit  à  l'action  déterminée  par  la 
loi  de  Coulomb  quand  elles  sont  au  repos. 

Soient  deux  masses  e  et  e',  au  repos  :  la  force  répulsive  qui 

ee' 
s'exerce  entre  elles  est  égale  à  H j- ,-  en  unités  électrostatiques. 

Weber   admet  que   si   elles   sont   en   mouvement,   la   répulsion 
devient  : 

A  et  B  étant  fonctions  de  r  seul. 

Il  s'agit  de  déterminer  A  et  B  de  manière  à  retrouver  la 
formule  d'Ampère,  en  vertu  de  laquelle  la  répulsion  entre  deux 
éléments  de  courant  est,  en  unités  électromagnétiques  : 

ii'dsds'  I        d^r  dr     dr  \ 

Les  quantités  d'électricité  e  et  ^  sont  supposées  parcourir  les 


(•)  Élecirodynamische  Maassbestimmungcn,  p.   3*»5. 


ATTRACTIONS  ÉLECTRODYNAMIQrES  a6i 

deux  circuits  avec  des  vitesses  constantes  {>  et  \>' ,   La  distance  r 
est  fonction  de  s  et  de  s'  et  on  a  : 


ds             ,         ds' 

'         dt'         '          dt' 

dr         dr       ^     dr     , 
dt          rfs  ^    '     ds'  '  ' 

d'r 
dl' 

d*r    ,             rf'r        ,         rf'r     ,, 

2 

[dr\^,.dr     dr       ,       (dry 

La  répulsion  électrodynamique  [le  second  terme   de  l'expres- 
sion (i)]  devient  ainsi  : 

en  posant,  pour  abréger  : 


x=a4^+b(-)'. 


ds 


,2 


.      rf*/'    ^^n  dr     dr 


dry 

ds'  I   ' 


.     d^r        r,/  d, 

Supposons  que  ds  contienne  e  d'électricité  positive,  e^  d'élec- 
tricité négative  [e^  est  un  nombre  essentiellement  négatif;  quand 
le  corps  est  à  l'état  neutre  e  -\-  e^  =  o),  La  vitesse  de  e  est  i*,  de  e^ 
est  ^^^,  Dans  ds'  on  a  de  même  une  quantité  e'  d'électricité  posi- 
tive et  une  quantité  e',  d'électricité  négative  animées  respective- 
ment de  vitesses  ^'  et  f'^. 

La  répulsion  totale  de  ds  sur  ds'  s'obtient  en  composant  les 
répulsions  des  quantités  e  et  e,  d'électricité  contenues  dans  ds 
sur  les  quantités  e\  et  €\y  contenues  dans  ds'. 

Il  vient  donc  : 


R  =  A  \  eeV^  +  2;jL  \  eeV/  -[-  v  \ 


eeV 
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en  posant  : 

=  0 


S' 


'eç'  +  e,i'^){e'  +  e',). 


'De  même 


Le  débit  électrique  du  premier  circuit  est 

e         ev 


pour  l'électricité  positive  ; 

Il  est  égal  à -^*  pour  l'électricité  négative.   Le  débit  total  est 

,         ev  +  e,i^j 

donc  z — i—î  ; 

as 

D'autre  part  l'intensité  /  est  par  définition  le  débit  total 
exprimé  en  unités  électromagnétiques.  Le  débit  total  exprimé 
en  unités  électrostatiques  est  donc  c/,  c  étant  le  rapport  des 
unités,  de  sorte  qu'qn  a  : 

e\f  4-  ev. 

4 — î-^  =  Cl. 

as 


Donc  : 

'1 


1 


ee'sf\>'  =  c^ii'dsds' , 


La  répulsion  électrodynamique  est  nulle  entre  un  conducteur 
chargé  d'électricité,  mais  où  ne  passe  pas  de  courant,  et  un 
autre  parcouru  par  un  courant  sans  être  chargé. 

R  doit  être  nul  si  le  conducteur  C  n'est  pas  chargé  mais  est 
parcouru  par  un  courant,  c'est-à-dire  si  e-f-e,  =-o,  et  si  le  con- 
ducteur C  est  chargé  mais  n'est  parcouru  par  aucun  courant, 
c'est-h-dire  si  i>'  =  i^'^  =  o  ; 
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Mais  si  f''==f^'j  =  o  les  deux  derniers  termes  de  R  s'annulent  ; 
le  premier  terme  doit  donc  s'annuler  également  ;  donc  on  a  : 

\[e'^e[)[ev\-\-ey;)  =  o, 

A  n'est  pas  nul   en  général  ;  e -{-  e'^-^o  s\  le  conducteur  C  est 
chargé  ainsi  que  nous  l'avons  supposé. 
Donc  on  a  : 

^t>^  +  ej('i  =  o, 

et  de  même  : 

Voilà  des  conditions  bien  étranges  et  bien  artificielles.  En 
outre  elles  obligent  d'admettre  l'existence  réelle  des  deux 
fluides.  Il  y  a  plus  :  Rowland  a  réalisé  des  actions  électrodyna- 
miques avec  un  disque  chargé  d'électricité  et  animé  d'un  mou- 
vement rapide  (voir  plus  loin,  p.  382)  ;  alors 

^  =  f>^,       d'où  ef ^  H-  ey^  =  (e -[-  e^)  f^^, 

et  ni  ('ni  e-\-e^  n'est  nul.  Il  est  vrai  qu'en  faisant  le  calcul  on 
reconnaît  que  ce  facteur  est  absolument  négligeable  dans  les 
expériences  de  Rowland. 

255.  —  On  peut  présenter  la  théorie  de  Weber  sous  un  jour  plus 
favorable.  Rien  n'est  plus  loin  de  ma  pensée  que  de  la  défendre  ; 
mais  je  veux  montrer  seulement  en  quoi  on  pourrait  la  rendre 
moins  étrange.  On  peut  supposer  eei  e^  séparément  très  grands, 
très  supérieurs  en  valeur  absolue  h  leur  somme  algébrique  e-\-e^  ; 
e  et  Cj  seraient  de  l'ordre  de  grandeur  d'une  quantité  très 
grande  N,  e-\-e^  de  l'ordre  de  grandeur  de  l'unité  et,  au  con- 
traire, i^  et  çf^  de  l'ordre  de  -j^  .  Ceci  pourra  paraître  assez  natu- 
rel d'après  la  vitesse  que  certains  physiciens  attribuent  à  l'élec- 
tricité dans  les  électrolytes,  vitesse  qui,  à  les  en  croire  ne  dé- 
passerait pas  quelques  millimètres  par  seconde  ;  je  ne  veux  dis- 
cuter ici  en  aucune  façon  leurs  conclusions.  Il  n'est  pas  nécessaire 
d'ailleurs  que  i*  et  v^  soient  si  petits  pour  pouvoir  être  regardés 
comme  très  petits.  Il  suffit  en  effet  que  i>  soit  petit  par  rapport 
à  6*,  qui  est  égal  a  la  vitesse  de  la  lumière. 
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cv-\-e^ii\  sera   de    Tordre   de  grandeur  de   i;  ^^*  +  ^,<'^i,   de 

Tordre  de—  .  Le  produit  (^<^^  +  ^if''^,)  (<?  +  ^'i)  sera  dès  lors  très 

petit,  de  Tordre  de  :j^  ;    et    deux  des  termes  de  R,    les  ternies 

en  \  et  en  v  sont  complètement  négligeables  en  présence  du 
terme  en  iji.  On  n'a  plus  alors  les  mômes  difficultés,  et  Ton  rend 
compte  des  expériences  de  Rowland. 

256.  —  On  trouve    en  somme,    en  ne    tenant  compte  que  du 
terme  en  jjl  et  remplaçant 


1 


ee'{>v\ 


par  sa  valeur, 

en  identifiant  avec  (2) ,  il  vient, 

1 


A  = 


,2,.    >  ^  ^,.2,.i       ' 


donc  Texpression  de  la  répulsion  électrodynamique  entre  deux 
masses  en  mouvement  est  : 


ee 
c 


;-  [  '•     ^(i^        '^  \dî)   J  ' 


257.  — Une  question  se  pose  :  Thypothèse  de  Weber  est-elle 
conforme  au  principe  de  la  conservation  de  Ténergie  ? 
Le  travail  de  la  répulsion  électrodynamique  est   : 


~[  /•   di'  ~'^\dr)  y 


et  doit  être  égal  a  —  rf'|  s'il  existe  un  potentiel  et  qu'on  appelle 
i(  ce  potentiel.  Mais  on  a  : 

dr      d^r  i     dr  dr 

r-.  ». 


/•       dl*  r    d(  '     *    dt  ' 
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d'où  : 

,,  ee' r  \     dr      .    dr         dr  i   (  dr\^~\ 

Le  potentiel  total  (obtenu  en  tenant  compte  à  la  fols  de  la 
répulsion  électrostatique  et  de  la  répulsion  électrodynamique) 
de  deux  masses  e  et  e'  est  donc, 


r  L         ic^  \dt  /   J 


Cherchons,  d'après  cela,  le  potentiel  mutuel  de  deux  élé- 
ments de  courant  (en  nous  bornant  ici  au  potentiel  éleclrody- 
namique)  ;  c'est  : 

2c^r  j^       \dt  I 

Le   premier   et  le    dernier    terme    disparaissant,    il    reste    le 

dr     dr 
terme  du  milieu  qui  est  nc^ii'dsds'  -7-  .  -—rr  l  1^  potentiel  électro- 

^  ds      as 

dynamique  est  donc, 

—  uasas  -7 j-T-  • 

as     as 

258.  —  Nous  avons  là  une  différence  avec  la  théorie  d'Am- 
père, d'après  laquelle  l'action  réciproque  de  deux  circuits  fer- 
més admet  bien  un  potentiel,  mais  non  l'action  réciproque  de 
deux  éléments,  ni  même  l'action  réciproque  d'un  courant  fermé 
et  d'une  portion  de  courant.  Je  dis  que  dans  la  théorie  d'Am- 
père un  élément  de  courant  n'a  pas  de  potentiel  par  rapport  à 
un  courant  fermé  ;  en  effet,  soit  un  élément  AB  qui  se  déplace 
sous  l'action  d'un  courant  fermé  et  vient  en  A'IV  ;  je  puis  choi- 
sir AA',  tel  que  le  travail  effectué  dans  ce  déplacement  ne  soit 
pas  nul.  Je  pourrai  toujours  ramener  l'élément  en  AB  sans  tra- 
vail, si  la  loi  d'Ampère  est  vraie;  en  effet,  je  fais  tourner  A'B 
autour  de  A',  jusqu'à  ce  que  sa  direction  coïncide  avec  A  A'.  Le 
travail  effectué  dans  cette  relation  est  un  infiniment  petit  d'ordre 
supérieur.    Je  fais    ensuite    mouvoir   l'élément    dans   sa    propre 
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direction  :  il  vient  en  AB"  :  aucun  travail,  puisque  Taction  d'un 
courant  fermé  est  normale  à  Télément  ;  une  rotation  autour  de 

A  le  ramène  ensuite  en  AB,'  et  en 
n'effectuant  encore  qu'un  travail  infini- 
ment petit  d'ordre  supérieur.  Il  n'existe 
donc  pas  de  potentiel,  puisqu'on  a  pu 
ramener  l'élément  h  sa  position  initiale 
sans  que  le  travail  total  effectué  soit  nul  ; 
ce  travail  total  se  réduit  à  celui  qui  a 
été  effectué  pour  amener  AB  en  A'B'. 
La  contradiction  avec  la  théorie  de 
Weber  n'est  qu'apparente.  On  a  sup- 
posé, dans  cette  théorie,  les  molécules 
électriques  animées  d'un  mouvement 
uniforme  ;  cela  n'est  possible  que  pour 
un  courant  fermé,  non  pour  un  courant 
ouvert.  A  l'extrémité  d'un  courant 
ouvert  en  effet  les  molécules  électriques  s'arrêtent;  leur  accélé- 
ration n'est  donc  pas  nulle.  L«s  éléments  voisins  des  extrémités 
n'obéiraient  pas  h  la  loi  d'Ampère,  parce  qu'il  y  aurait  à  tenir 
compte  de  l'accélération  des  molécules  électriques  qui  y  circu- 
lent, accélération  qui  n'est  plus  nulle.  11  y  aurait  donc  diver- 
gence entre  les  deux  théories  si  on  avait  h 
faire,  par  exemple,  à  un  courant  fermé  et  à 
une  portion  de  courant  entièrement  libre. 

Mais  ce  n'est  pas  le  cas  où  l'on  se  place  d'or- 
dinaire quand  on  examine  expérimentalement 
l'action  d'un  courant  fermé  sur  un  élément  de 
courant. 

En  effet,  quand  on  étudie  l'action  d'un  con- 
ducteur fermé  sur  un  élément  mobile  AMB,  cet 
élément  mobile  AMB  fait  partie  lui-même  d'un 
courant  fermé  et  ses  extrémités  A  et  B  sont 
mobiles  le  long  de  conducteurs  fixes.  Il  n'y  a  pas  alors  d'accélé- 
ration pour  la  molécule  qui  arrive  en  A  ou  en  A'  ;  et,  dans  ce 
cas,  la  théorie  de  Weber  nous  conduit  h  la  loi  d'Ampère.  On 
trouve  alors,  en  effet,  que  les  forces  qu'indiquent  les  deux  lois 
admettent  toutes  deux  un  potentiel,  et  le  même  potentiel;  seu- 
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lement  dans  la  théorie  d'Ampère,  il  n'y  a  un  potentiel  qu'en  vertu 
des  liaisons  particulières  imposées  au  système.  Si,  au  contraire, 
on  considérait  des  courants  instantanés^  ouverts,  la  loi  d'Ampère 
et  l'hypothèse  de  Weber  conduiraient  à  des  résultats  différents  ; 
mais  dans  ce  cas  l'expérience  ne  semble  guère  possible. 

259.  L'induction  dans  la  théorie  de  Weber,  —  La  loi  de 
Weber  satisfait  '  au  principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 
Donc,  d'après  Maxwell,  les  lois  de  l'induction  doivent  s'en  dé- 
duire. Dans  l'espèce,  ce  raisonnement  ne  vaut  rien  :  on  ne 
trouverait  les  lois  ordinaires  de  l'induction  en  partant  de  l'hypo- 
thèse de  Weber,  qu'en  supposant  qu'on  n'a  que  des  courants 
fermés,  et  nullement  si  on  suppose  qu'on  a  des  circuits  ouverts. 
Maxwell  a  commis  dans  son  calcul  (*)  des  erreurs  graves,  mais  il 
en  a  commis  deux  qui  se  compensent. 

Cherchons  l'induction  de  C  sur  G'.  Les  deux  circuits  sont  mo- 
biles, la  distance  r  de  deux  éléments  ds  et  ds'  est  ici  fonction  non 
seulement  de  s  et  de  *•',  mais  encore  du  temps  /  ;  on  a  donc 

-  =  çf^      r  fonction  de  s  et  /, 


dt 
ds' 


=  (^',      r'  fonction  de  .s'  et  /'. 


dt 

L'action  électrodynamique  est  : 
,,,  ee'  r    dV         I  /d/-yi 

(je  représente  par  des  ^  les   dérivées  totales,  et  par  des  d  les 
dérivées  partielles) . 
dr        d^r 


>      CL    -   _    uni  puur  vuicur, 

àr         dr       ^     dr     ,   ,     dr 
dl          ds  ^    ^    ds'  ^     ^     dl  ^ 

^'r         d^r     ,           d^r       ,        d'r     „    ,    r 
^l'          dl^               dsds'              ds'^          ' 

d'r  d'r  ■■ 
dsdt               ds'dt      . 

1     d^r     j     dr    dsf     ^     dr    ds>'    ^     dr 
'     dt^     ^     ds    dt     ^     ds'    dt     '     ds 

dv  ,  dr  dv'  , 
ds              as     ds 

C)    Maxwell,  Éhctr.  et  Magn.,    Irad.    frnno.,    t.  II,  S  Siifi-SOo,  p.    55Î-5.58,  voir 
Comptes  rendus,  t.  CX,  p.  8a5  ('Ji  avril  i8yoj. 
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Maxwell  oublie  les  deux  termes  que  nous  avons  mis  entre 
parenthèses. 

Dans  ds  nous  avons  e  d'électricité  positive,  animée  de  la- vi- 
tesse ('  ;  et  e^  de  négative,  animée  de  la  vitesse  r^  ;  dans  ds' ,  on  a 
des  quantités  d'électricité  e'  et  e\^  finimées  de  vitesses  {>'  et  v\. 

Si  Rj  est  la  répulsion  de  e  sur  e\ 
R^  de  pj  sur  e' , 

R3  de  e  sur  e\^ 

R^  de  e,  sur  e\y 

la  répulsion  totale,  précédemment  trmivée,  est 

R. +  R,  +  R,+  R.. 

I.a  force  éleclromotrice  d  induction  est  évidemment  propor- 
tionnelle à  la  force  qui   tend   à  séparer  Télectricité  positive  de 

Télectricité  négative  dans  l'élément    ds  -^    ce  seraRj-j-R^  —  R3 

,       dr 
—  R^;    et  il   faudra   multiplier  par  cos6'  =  —  ,    pour   avoir  la 

composante  de  la  force  dans  la  direction  du  fil.  La  force  électro- 
motrice cherchée  est  donc  égale  à 

^4  E  =  A  cos  e'  (R^  +  R^_  R3  —  RJ, 

k  étant  un  coellicient  constant  qui  dépend  de  l'unité  à  laquelle 
sont  rapportées  les  forces  électromotrices. 

Pour  déterminer  ce  coefficient  k  examinons  un  cas  particulier, 
par  exemple  celui  où  les  masses  électriques  sont  au  repos  et  où 
les  forces  électromotrices  se  réduisent  par  conséquent  aux  forces 
électrostatiques. 

Dans  ce  cas,  si  Ton  pose  pour  al)réger 

II  =  cos  0'  (R,  -f  R^  —  R^  _  R;  . 

il  vient  : 

e-\-e,    .  .         ,,    dr  i       ,         ,,    d^ 


r^       ^  ^  ds  c  *    ds' 

en  représentant  par  '^  le  potentiel  électrostatique 


3  ^= 


c  r 
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Lît  force  électromotrice  électrostatique  est  cVailleurs 

F— ^rfv'-- Jî^     c 
'^—        d»'   "•        e'—e',    •'' 

et,  comme  par  définition  E-=A'H,  il  vient  : 


(5)  k=C' 


(«'-«'.) 


Nous  pourrons  donc  en  général  déduire  la   force   électromo- 
trice E  de  la  connaissance  de 

II  =cos6'(K,  +  R,— Ra  — Rv). 

»  V.. 


on 


reconnaîtra  que  H  contient  des  termes  en  f^,  f'^,  r('\  (>,  f',  qui  sonl 

,  rfi^    dif'       dçf         ,dsf' 

tous  connus  ;  et  des  termes  en  -7-,  -7-  ,  (>  -7-  et  c  -r-:. 

dt    dl'     ds  ds' 

Si  on  laisse  de  côté  un  coefficient  dépendant  seulement  de  la 

position  et  du  mouvement  relatifs  des  deux  éléments  ds  et  ds' 

mais  qui  est  indépendant  de  e,  e,,  s>  et  (^,  et  de  e' y  e',,  f'  et  {f\  : 

les  termes  en  f*  seront  [ev^  -\-e^y^^)  (e'  —  e',), 
en  ff^  (^^  +  ^i<'i)  (^'^'  —  ^i^'j)» 

en  i/^  («  +  ^i)  (eV^  — <^?), 

en  ^>  (^^  +  <^i^j)  (^'  — ^'i)» 

en  f^'  {e-^e,)  (eV  — eV'',), 

connus  :  (^  +  ^1)  (^' — ^'1)  > 

on  aurait  de  même  ce  que  donnent  les  termes  en— 7-,  s>  -r ,  etc. 

^  dt        ds 

Dans  les  courants  voltaïques  ordinaires,  on  a  : 

e= — e,,     c' = — e',,     f=  —  r,,     i''  =  —  (^'^. 

Tous  les  termes  disparaissent,  sauf  le  terme  en  v  et  le  ternie 
en  -j-  (le  terme  en  y  -j-  disparaissant  pour  la  même  raison  que  le 

terme  en  {f^\.  Les  seuls  termes  qui  importent  dans  Texpression 
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sont  donc  le  terme  -7- -7-  et  le  ternie  2  -r—r  <%  Quî  est  un  de 

dsdl  dsdl    '   * 


ceux  que  Maxwell  a  oubliés. 
Dans  (  — j   qui  a  pour  valeur, 

(■^)"=(i)'--(-ï)-+(^)v 


dv     dr 


2-^ 


ds      dt 


dr      dr        ,  dr     dr      , 


ds     ds'  ds'     dt 

dr  dr 
on  aura  a  conserver  2  - — r-s>. 

ds  dt 

L'action  électrodynamique  (3)  s'écrit  donc,  après  l'avoir  multi- 
pliée par 

cos  n  =  -^-7- 
as 

pour  avoir  la  composante  de  la  force  dans  la  direction  du  fil, 
\\^S^^^ÎaL\ ,.AL_(.A^^.  i^\_L>..._^''" 


ch'^ 


'•''^^J  ds'   • 


dr     dr    , 
ds      dt    ^ 


Or, 


ds>.  di\  di     j 

dt  ^    dt  dt 


Donc, 


„  (e, — e ,)     ,   r      dr    di        .         ^ '*      /        d''     ^f*   .^  dr 

c*/-*  L      ds     dt        f        dsdt    >        ds     dt      J  rf«' 

D'où  la  valeur  de  la  force  électromotrice, 


dr     dr    .1  dr         dsds^  F      dr 
ds     dt      J  r/*'  r^      L     ^/« 


^//'     rf/         i  d^r  à 

^  iir 


dt  ^  *  dsdt  ^ 


.    dr     rfi 
ds    "rf/ 


rf/-  1  fi?/- 
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Or, 

tisds'  r     dr    di    dr         .  dr    dr    dr  ~l        ^   ^  ^  dr  dr     d   /  i  \ 

r^     y    Ils  Ht  ^        '  "rfT  HT  7/7  J      ^  ^^  *  Us  ds'    dt  \r  )' 


Donc, 

dr    dr     d 


E  =  dsds 


I 


I  i  \   x^^   *^idsds'    dr     d^r    ^ 
\7)'^  l        r         rf7  Ihdî) 


ds    ds'   dl  \r  J   ^    f        r         ds'    dsdt  S 
Maxweirnéglîge  le  second  terme  et  écrit  le  premier 

^  ^  dt  \  ds    ds'     r  ) 

ce  qui  n'est  pas  exact.  Car, 

1    1  /   d  V  dr    dr 

dsds'-j-X  — r y- 

dt  I    ds    ds 


j    ,  ,  dr     dr      d 
=  asas 


[dr    dr     i   T 
ds    ds'    r  J 

t) 


ds    ds'     dt 

idsds'  r  dr     d^r  dr      d^r  1 

il  oublie  donc  le  second  terme. 

En  dernière  analyse,  la  somme  algébrique  des  termes  négli- 
gés 

7.idsds'    dr  d^r 

r        ds  dsdt 


idsds'  r  dr      d^r  dr     d-r  1 

r      [_  ds    ds'dt         (17   dsdt  J 

idsds'  r  dr     d^r  dr      d^r  "i 

r      LdT  ds'dt         dZ  dsdt    \' 

Ainsi  donc,  d'après  Maxwell,  la  force  électromotrice  totale  (i) 
a  pour  valeur,  en  intégrant  par  rapport  à  s  et  s'^ 


s'écrit 


d     I      I    dr     dr     i 

rfT   /      /    'ds"d7'  T 


E  =  4-   /      /    ^^-dsds'  =  -.^^ 

dt 


iri 
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i'c  qui  n'est  vrai  que  si  Tintégrale  des  termes  négligés, 

idsds'  r  dy     d^f  dr     d^r 


sds'  r 


ds'   dsdt  ds    ds'dt   V 


J 


est  nulle. 

Or,  cette  intégrale  n'est  nulle  que  si  les  Jeux  circuits  auxquels 
on  étend  Tintégration  sont  fermés. 

Montrons  cela.  Considérons  ii  cet  efTet  l'intégrale, 

ds'    d^r     dr 


r     dsdt    ds 


I  > 


<iui,  intégrée  par  parties,  donne, 

/ds'     d'r     dr        [  d'y    1 

~7"  dsdt    ds'  ~~L.  ^^^'*  dsdt   | 


-    /    lo 


d^r 


g'' 


dsds'dt 


ds' , 


l.e  circuit  considéré  étant  fermé,  le  premier  terme  du  second 
membre  de  cette  expression  est  nul,  sa  valeur  étant  la  même 
aux  deux  limites.  Il  reste  donc, 


/ds'      d'r     dr 
r      dsdt    ds' 


fl^r 


^     '  dsds'dt 


ds' . 


Intégrons  par  rapport  à  s;  il  vient 


dsds'     d^r     dr 


r       dsdt    ds' 


P- 


en 


dsds'dt 


dsds  . 


Cela  veut  dire  que  le  premier  membre  est  égal   à  une  expres- 
sion qui  ne  change  pas  quand  on  y  permute  6*  et  .s'.  Par  suite. 


dsds'     d^r     dr 


r       dsdt    ds' 


dsds      d^r      dr 


r       ds'dt    ds 


et  c'est  précisément  ce  que  nous  voulions  montrer. 

Mais,  je  le  répète,  ceci  n  est  vrai  que  pour  deux  courants  fermés. 
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261.  —  L^expérlcnce  nous  fait  connaître  l'action  mutuelle  de 
deux  courants  fermés  ;  pour  en  déduire  Taction  de  deux  élé- 
ments de  courants,  Ampère  a  été  obligé  de  faire  une  hypothèse  : 
il  suppose  que  cette  action  se  réduit  à  une  force  dirigée  suivant 
la  droite  qui  joint  ces  deux  éléments.  Cette  hypothèse  n'est  pas 
la  seule  qu'on  puisse  faire.  Nous  avons  vu  plus  haut  comment 
Weber,  guidé  par  une  théorie  qui  concorde  avec  celle  d'Ampère 
dans  le  cas  des  courants  fermés,  a  été  conduit  à  admettre  que 
deux  éléments  ont  un  potentiel  mutuel  qui  a  pour  expression  : 

...    dsds'     (Ir     dr 
—  Il  - 


r        ds     ds' 

D'un  autre  côté  F.  Neumann  admet  pour  le  potentiel    mutuel 
de  deux  éléments  l'expression  : 

..,  ,    ,  ,  coss 
Il  as d s 


/• 


Helmholtz  cherche  une  formule  générale  comprenant  celles  de 
Weber  et  de  Neumann  et  il  fait  à  cet  effet  les  hypothèses  suivantes  : 

I**  Il  existe  un  potentiel  mutuel  de  deux  éléments  de  courants  ; 

2"  Ce  potentiel  est  inversement  proportionnel  à  r. 

Comme,  en  vertu  du  principe  des  courants  sinueux,  ce  poten- 
tiel doit  être  linéaire  eu  cos*£  et  cos  6  cos  6'  (Cf.  n**  240,  p.  234  ) 
Helmholtz  est  conduit  à  lui  donner  pour  expression  : 

•/ j  j  i( k    cos£     ,   ^  cos 6  cos  ^^ 

Il  dsds  I  A \-  B 

\  /•  /• 

où  A  et  B  sont  des  coefficients  constants. 
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Cette   expression  peut  s'écrire,  en  se  rappelant  que  (n''240}, 

cos  9  cos  &'  =  cos  £  +  r 


dsds'  ' 
d'- 


Si  Ton  a   deux  courants  fermés,  leur  potentiel    électrodyna- 
mique  mutuel  sera  l'intégrale  double 


T  = 


,r*.4(A  +  B,=l+B^]. 


Le  second  terme   est  nul,  l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un 
circuit  fermé  ;  donc, 


o. 


Le  potentiel  électrodynamique  se  réduit  alors  à. 


(A  +  B)    I       I    /ïWWy '''''' 


/• 


L'expérience  montre  que  l'on  doit  prendre  (n***  246  et  249) 

A+B  =  i. 


Mais  tant  que  l'expérience  porte  sur  des  courants  fermés,  elle 

d^r 
est  impuissante  à  déterminer  le  coefficient  B  du  terme   .    .  .  ;  c'est 

dsds 

pourquoi,  dans  diverses  hypothèses,  on  a  pu  attribuer  à  B   des 
valeurs  différentes. 

En  posant  avec  Helmholtz 

l'expression  du  potentiel  élémentaire  devient, 


ii'dsds'  { 


cose  I  — k     d^r  \ 
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La  formule  de  Weber  est  on  cas  particulier  de  celle  de  Helm- 
holtz  ;  on  la  retrouve  en  donnant  à  k  la  valeur  —  i  ;  alors  le 
potentiel  a  la  forme  : 

...  ,    j  ,,  — ^«  d'r  \  itUlsds'    dv     dr 

IL  a  sas 


,/COS  £ 


dsds'  I  r         ds    ds' 


En  faisant  k=  i,  on  a  l'expression  du  potentiel  qu'avait  pro- 
posée Franz  Neumann.  En  faisant  A  =  o,  dit  Helmholtz,  on 
retrouverait  Télectrodynamique  de  Maxwell.  Cette  assertion  de 
llelraholtz  a  été  parfois  mal  comprise  ;  nous  y  reviendrons  plus 
loin  (n*»  285). 

262.  —  La  formule  d'Ampère  peut-elle  être  considérée  comme 
un  cas  particulier  de  celle  de  Helmholtz  ?  En  aucune  façon.  Nous 
avoiis  vu,  en  eflet,  que  dans  la  théorie  d'Ampère  l'action  mutuelle 
de  deux  éléments  n'a  pas  de  potentiel.  La  formule  d'Ampère  est 
la  seule  qui  explique  les  faits  par  une  action  entre  deux  éléments, 
réduite  à  une  force  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint.  Dès 
qu'on  admet  que  cette  action  dérive  d'un  potentiel,  comme  le 
potentiel  dépend  de  l'orientation  des  éléments,  ses  dérivées  par 
rapport  aux  angles  qui  définissent  cette  orientation  n«  sont  pas 
identiquement  nulles,  et  il  en  est  de  mèrn^  du  travail  virtuel 
qu'entraîne  «ne  variation  infinitésimale  de  ces  angles  ;  c'est  dire 
que,  outre  la  force  dirigée  suivant  la  droite  de  jonction,  existent 
des  couples  qui  tendent  à  faire  tourner  les  éléments  et  dont  les 
moments  sont  de  l'ordre  de  grandeur  de  la  force.  M.  Bertrand  a 
fait  k  ee  sujet  des  objections  à  la  théorie  de  Helmholtz  [Comptes 
rendus^  LXXHI,  p.  965 ;  LXXV,  p.  860;  LXXVII,  p.  1049);  ^^^ 
lui,  tous  ces  couples,  agissant  sur  tous  les  éléments  d'un  fil 
conducteur  parcouru  par  an  courant  et  soumis  à  l'action  d'un 
autre  courant  ou  de  la  terre,  devraient  immédiatement  briser 
le  fil  et  le  réduire  en  poussière.  Helmholtz  répondait  qu'une 
aiguille  aimantée  ne  se  brisait  pas  sous  l'actiom  de  la  terre, 
quoique  sur  chaque  élément  de  longueur  agit  un  couple  dont 
le  moment  est  de  Tordre  de  grandeur  de  l'élément.  M.  Bertrand 
a  Impliqué  que  personne  ne  croyait  plus  aujourd'hui  à  l'exis- 
tence réelle  des  fluides  magnétiques  de  Coulomb  et  que  la 
rép<H»se  de  Helmholtz  n'avait  pas  de  sens  ;  il  semble  que  Helm- 
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B. 


B« 


B. 


Iioltz  .luralt  pu  dire  qu'on  ne  croyait  pas  davantage  à  Texis- 
tence  objective  d'un  courant  matériel  circulant  dans  un  con- 
ducteur. 

Je  ne  veux  pas  m'inimiseer  dans  cette  polémique  ;  je  veux 
toutefois  montrer  en  quoi  consiste  le  malentendu  qui  sépare  ces 
deux  savants  éminents. 

Pour  M.  Bertrand,  le  courant  se  compose  d'éléments  extrê- 
mement petits,  dont  le  nombre  est  extrêmement  grand  quoique 

fini  ;  à  chacun  d'eux  est 

F  F  F  F^ 

^  '  *  *  *  appliqué  un  couple  dont 

les  deux  composantes  ont 
X     •"*•  "*«         "-^^         '^^  Y     une    existence    réelle   et 

un     point     d'application 
parfaitement  déterminé. 
G,  O2  G3  G^-  Sur  la  figure,  les  éléments 

Y\^  ^Q  sont  représentés  par  les 

quatre  rectangles  en  trait 
plein  et  les  couples  qui  leur  sont  appliqués  sont  A^Fj,  B,G^  ; 
A.F.,  B.G,  ;  A,F.,  B,G,  ;  k,\\,  B/l.. 

Dans  ces  conditions,  il  est  clair  que  la  rupture  se  produira 
suivant  la  ligne  pointillée  XY. 

Pour  M.  von  Helmholtz  au  contraire  le  couple  n'est  qu'une 
sorte  de  tendance  h  tourner  qui  a  une  existence  propre  indépen- 
dante de  ses  deux  composantes,  qui  peuvent  ne  pas  avoir  de 
point  d'application  déterminé.  Le  couple  existe  toutes  les  fois 
que  la  rotation  produit  un  travail. 

En  d'autres  termes  Helmholtz  suppose  que,  si  loin  que  l'on 
pousse  la  division  de  la  matière,  chaque  partie  restera  toujours 
soumise  à  un  couple.  M.  Bertrand  croit  au  contraire  qu'il 
arrivera  un  moment  où  les  parties  ultimes  de  la  matière  seront 
soumises  à  une  force  unique  et  qu'en  adoptant  une  autre  ma- 
nière de  voir,  on  est  dupe  d'une  fiction  mathématique  qui  cache 
la  réalité  des  faits.  11  ne  serait  peut-être  pas  impossible,  même 
en  acceptant  le  point  de  vue  de  M.  Bertrand,  d'imaginer  une 
distribution  des  forces  qui  n'entraînerait  pas  la  rupture  des 
conducteurs.  Mais  elle  serait  probablement  compliquée  et  peu 
naturelle. 

Je  me  bornerai  h  rappeler  que,   dans  la   théorie    de    Weber, 
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qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  de  Ilelmholtz,  on  peut 
tout  expliquer  en  supposant  que  l'action  mutuelle  de  deux 
éléments  se  réduit  h  une  force  unique  dirigée  suivant  la  droite 
qui  les  joint.  J'ai  dit  au  n**  258  comment  cela  peut  se  concilier 
avec  le  fait  de  l'existence  d'un  potentiel  qui  est  en  apparence 
contradictoire. 

263.  Équations  fondamentales.  —  Nous  avons  mis  le  poten- 
tiel électrodynamique  mutuel  de  deux  circuits  sous  la  forme 
(n«  249). 

(i)  T  =  if{?dx  +  Gdy  +  Wdz) 

dans  le  cas  d'un  circuit  fermé. 

Ici,  on  a,  pour  deux  circuits  quelconques  : 


ff"'^^[^ + ^  ^] 


{2)  T= 


Or  on  a  d'autre  part, 

cos  s  dsds'  =  dxdx'  -f-  dijdy'  -\-  dzdz' ^ 
dh^    ^  dh^    ^  dh'     ,     .      d^r     - 


dsds'  dxds'  dyds'  dzds' 

d^r 
En  substituant  dans  T  cette  valeur  de  T-77 1  ^"^   "^"^  venons 

de  trouver,  nous  pouvons  donner  à  T  la  forme  (i)  déjà  trouvée 
dans  le  cas  d'un  courant  fermée  en  posant, 

dxds' 


I  —  A-      i    ..  ,  ,     d}r 


(3)  \  G=  1  .i::^H ::-  I  i'ds' 


dyds' 


'-^      '    i'ds'     ^'' 


dzds' 
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Nous   dirons   que  F,  G,  H  sont  les  co-mposjintes  du  potentiel 
recteur. 
Posons 

(4)  •\=  I  i'ds'  '^'' 


ds' 


l'intégrale  étant  étendue  au  contour   C  et  étant  nulle  dans  le 
cas  d'un  courant  fermé  ;  en  diflerentiant  par  rapport  à  x,  il  vient, 


dx  f        {{j:di 


F,  G,  Il  deviennent  donc, 


(5) 


I     k 

rftj/ 

3 

/r' 

1       A 

4 

rfy' 


l—k    di> 


dz 


On  peut  écrire  aussi, 


(«)  1=  /    '(^■'''+^j'l'j'+ir'l-J 


T''(^'"-+^* 


^r/ 


et  en  effet  si  on  regarde  .r,  ^,  -3  comme  des  constantes  on  a, 

,  dr    ^  ,        dr     ,  ,         dr     ^  ,        dr     ,  , 

dr=.  —  ds=-^d^+—dy'+^dz. 

264.  —  Donnons  à  ces  équations  une  forme  applicable  aux 
conducteurs  à  trois  dimensions. 

Si  f  est  la  densité  de  l'électricité  libre,  p^T  est  la  quantité 
d'électricité   contenue    dans   le  volume  di:  ;  udtù  est  la  quantité 
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d'électricité  qui  traverse  dans  l'unité  de  temps  Taire  dio  normale 
à  Ox  ;  de  même,  i^dd)  c'est  la  quantité  d'électricité   qui  traverse 
l'aire  rfo)  normale  à  Oy;  wdu)^  celle  qui  traverse  dio  normale  à  Oz» 
On  a  : 

du     .     d^         div  dp 


dx         dy         dz  dt 

C'est  l'équation  dite  de  continuité  (Cf.  i*"®  partie,  n®  29). 

Le  fil  conducteur  peut  être  assimilé  à  un  cylindre  de  section 
diù.  L'élément  de  longueur  étant  rfs,  l'élément  de  volume  a  pour 
valeur  c/t  =  dtads, 

La  section  par  un  plan  perpendiculaire  h  dx  est  --7— . 

Donc, 

d- 

i  =  u 


d'où, 


et  pour  l'élément  rf«. 


dx 


■  udn  =  idx^ 

j  çd'z  =  idy^ 

wd'z=  idzy 


uUk'  =  i'dx', 

j  v^dx'  =  i'dy\ 

u/rfV  =  i'dz'. 


Donc, 


T  =  Ç{Vn  +  G(^  -f-  \hv)  dx 


avec, 


/ 

!    F 


(7) 


—k  4 


rf-r' 


rfV        I  —k    4 
2        rf* 
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Transformons  maintenant  Texpression  (6)  ;   nous  avons, 


,-ji'i. 


Si  nous  cherchons  le  potentiel  électrodynamique  mutuel  total 
nous  avons  à  prendre  Télément  différentiel  : 

(FM  +  Gr  +  ILv)rfT 

où  F,  G,  II  sont  des  intégrales  étendues  à  tous  les  éléments 
d-z"  de  tous  les  conducteurs,  d^  excepté.  En  opérant  de  la  sorte 
on  compte  deux  fois  dans  l'intégrale  double  le  potentiel  mutuel 
d'un  couple  d'éléments  d'z  et  d'z'.  Donc  il  faut  diviser  par  2  l'inté- 
grale ainsi  calculée  pour  avoir  T  : 


(8)  T=—    /    (Fi/  +  Gr  +  Hn')^/T. 


On  peut  dire  que  l'intégrale  est  étendue  à  tout  l'espace,  car 
eu  dehors  des  conducteurs,  1/,  (',  n'  sont  nuls. 

On  pourra,  dès  lors,  appliquer  le  théorème  de  Green,  relatif  à 
l'intégration  par  parties  dans  tout  l'espace  (*);  cela  nous  donnera 


{*)  Nous  intégrons  par  partie  par  rapport  à  x  entre  les  limites        00  et  —    00  et, 
comme  u'  pMt  supposé  nul  ù  l'infini,  le  terme  tout  connu  disparait. 
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J/  prend  alors  la  forme 


/-(^-^-4^)-/'-^- 


(9)   <i  =  - 


265.  —  Considérons  deux  quantités  d'électricité  e' ,  e'  ;  elles  se 
repoussent  avoo  une  force  d'intensité  -r-  — ^  ,  a  étant  une  cons- 
tante. Si  Ton  adopte  les  idées  universellement  reçues,  A  est  i  dans 
le  système  d'unités  électrostatiques  et  est  le  carré  de  la  vitesse 
de  la  lumière  dans  le  système  électromagnétique.  Je  conserve  A 
parce  que  nous  serons  conduits  à  modifier  un  peu  les  idées  reçues. 

Le  potentiel  électrostatique  ©  est  donné  dès  lors  par, 


X5  = 


d'où,  par  differentiation, 


dt  I     r     dt 

Or  : 


i          rfs'    ,  , 

Ai          /    A.    ^^   ./.', 

J 

et  comme. 

• 

dr         s  —  x 

dx              r       ' 

d^r           I          [s — .r')- 

dx^          r                r^ 

il  en  résulte  que 

A.         ^. 

/• 

Donc, 


iH2  THÉOBIE  DE  HELMHOLTZ 


Appliquons  maintenant  aux  deux  membres  des  équations  ['j) 
ropéraieur  A  ;  il  vient  pour  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions, d'après  le  théorème  de  Poisson, 


/ 


/u'd-z'  , 
=  —  41://, 


—  4^*'- 


En  ce  qui  concerne  les  seconds  membres,  nous  avons, 

A-y-=-j- Ai  ;  etc., 
dx         dx      • 

et,  en  tenant  compte  de  (9  bis)^ 

,   d^l  .      dH 

dx  dxdi 


\       4    _    .     rf=^o 

r-di-^'^-d^r 

f   ,    r/'i  .     dH 

dz  dzdl 


Donc, 


d'^ 


AF  =  —  47ZU  +  { I  —  k)  X,  -— ^  , 

dxdl  ' 


(10)  '  AG=  — 4m^+(i  — Â)A.     '^"''' 


hjdt  ' 
,    An  =  — 4'nH'+(i— /•)  A.  -7-^. 

Calculons  maintenant 

dV        dG        dli        , 

H — 1 1 — 1 —  =  J' 


dx  dy  dz 
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Nous   avons    en    différentiant    la  première    équation    (j)    par 
rapport  à  .r. 


dx 


=    f    hWt' 


Or, 


,1 


Donc, 


dx 


dx 


"-  1  ■ 

*    rf^^l^ 

dx      '         2 

d.v'  • 

.     I 

d 

r 

dx' 

/» 

I 

/ 

<z 

f 

f 

1     #/'//- 

J 

et,  en  appliquant  le  théorème  de  Green, 

I 


—    I     d-^n' 


d  — 
r 


dx 


I 


d-z'    du' 
r    dx!' 


En  eiFectuant  des  translbriuations  analogues  sur 


dij 


d 


I 


, ,  ,       /•         I  — k    «Pi 


dy 


df 


et 


du 

ds 


J/^   r  I  —  *    d^ 


on  trouve, 


dF 

dx 


dCj 
dij 


d\\ 

dz 


if  i. 

dz      '        2        </r' 

d-d 

r 

du'  I  A-  f/-^- 
rfx'    '         2        </.r^  " 

rfV 

</♦''         I       A-    d^\ 

1 

r 

rfy'    '        2        '/y^  ' 

d^' 

</(v'         I       k    dS\ 

J    1         \                                    J    -à 
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f/expr#fSsion  que  nous  nous  sommes  proposé  de  calculer  s'écrit 
rlonr. 


'V 


dx  dy  dz  J      ^    \dx         dy'         dz'  /  i         ^ 


et  en  tenant  compte  de  Téquation  de  continuité, 


dV         dG         dll  I     d^   dz'    .     I— A     , , 

—  Av 


d.i'  dy  dz 

ou  encore,  d'après  (9  A/«), 


J  '  " 


^    d'^      ,    ,  j,^dz> 

dt  '  ^      dt 

On  a  donc  finalement, 

dx  dy  dz  *    dl 

On  voit  que  J  serait  nul  en  particulier  si  on  faisait  k  =0. 

266.  Équations  de  la  loi  de  Ohm.  —  La  formule, 

dt 

s'appli(|ue  aux  courants  fermés.  Si  on  l'applique  à  une  portion 
de  courant,  il  faut  tenir  compte  de  la  différence  de  potentiel  aux 
extrémités.  Appelons  cp^ — y^  cette  différence  de  potentiel;  on  a 
donc  dans  ce  cas, 

d  (Ml") 


R'*=?o  — ?,+''  — 


dt 


Si  on  a  un  élément  rectiligne  parallèle  i\  O.r,  'f^  — 'f^  devient, 


"^ 


•  *        *  "^  dx 

On  peut  poser, 

K  =  \dx 
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et, 


Crfw  ' 

C  étant  la  conductibilité  spécifique  ;  d'où 

-^  .        iJx  ndx 


Qdiù  C 

Quant  à  la  force  électromotrice  d'induction,  on  a  ici  : 

T  =  i¥dx  =:  M/V 
d'où 

dl  dt 

Les  équations  de  la  loi  de  Ohm  s'écrivent  donc  : 

a  d'^  dF 

-  =  — -r 77-+X, 


C  d,r  dt 

n'  do  dll         „ 

C  ^    d7~'~dr^ 

On  .peut  dire  qu'il  y  a  quatre  forces  électromotrices  se  faisant 
équilibre   ; 

1°  La  force  electrostalique r-  , r-  > r^  l  ; 

'  '       \      ax  dy  dz  ) 

20  La  force  d  mducUon  ^_  _,__,_  _j  ; 

3'^  La  force  éleclromotrice  extérieure  (d'origine  chimi(iue, 
thermoélectrique,  etc.)  (X,  Y,  Z)  ; 

4°  La  force  électromotrice  résistante  ( tt  , p-  ? p-J . 

L'hypothèse  sur  laquelle  reposent  les  formules  (12),  Tex- 
tension  de  la  loi  de  Ohm  aux  conducteurs  à  trois  dimensions, 
semble  très  plausible  ;  mais  c'est  une  hypothèse,  et  M.  Ber- 
trand n'en  admet  pas  la  légitimité.  Nous  verrons  qu'en  faisant 
sur  la  généralité  de   la  loi  de  Joule  dans  les  conducteurs  h  trois 


fM  TU  KOHI  E  hE   ItKLMHOUZ 

(riincnsioiis  iiih'  liv[)()tliôse  (|iil  paraît  siniposer  |^voir  formule 
'18  /y/.vj,  ii"270!.  les  (oiiniili^  \'jl  s'accorclenl  avec  le  principe 
(le  la  conservation  de  Irnergie.  11  v  a  plus  :  on  pourrait  appli- 
(|ner  aux  conducteurs  à  trois  dimensions  les  équations  de 
Laf^range  cl  de  la  théorie  de  Tinduction  de  Maxwell  (i*''^  partie, 
n"  151)  ;  si  je  ne  donne  pas  dans  ces  leçons  ce  calcul,  c'est  qu'on 
a  ici  un  nombre  infini  de  paramètres,  et  que  je  serais  forcé 
d'emplover  le  calcul  des  variations. 

Je  me  bornerai  il  dire»  (jue  si  fan  (idniet  la  formule  (^iS  i/s), 
l(*  calcul  conduirait  aux  é(}uations  (12  . 

267.  Définition  de  la  force  magnétique.  —  Dans  le  cas  où 
iotts  1rs  courants  sont  fermés^  la  force  magnétique  est  susceptible 
de  d(*ux  définitions  éiiuivalentes. 

i"  On  peut  dire  (pie  la  force  magnétique,  dont  nous  avons 
appelé  les  composantes  a,  [i,  y,  est  la  résultante  de  toutes  les 
actions  électromagiiéticjues  applicpiées  ii  un  pôle  magnétique 
égal  il  1.  Cl'est  la  définition  ([ue  nous  avons  donnée  plus  haut 
au  II"  147.  in  pob»  magnéticpie  peut  être  assimilé  ii  un  solénoïde 
iiuh'fini.  Mn  effet  raction  d'un  courant  ferme  sur  un  solénoïde 
fermé  est  nulle  ;  son  action  sur  un  solénoïde  limité  ne  dépend 
par  conséquent  que  de  la  position  de  ses  deux  extrémités  qui 
|M*uvent  être  assimilées  ii  deux  pôles  magnéti([ues  égaux  et  de 
signe  contraire  ;  son  action  sur  un  solénoïde  indéfini  est  donc 
la  même  tpie  sur  un  pôle  magnétiipie  uni([ue  situé  à  Textrémité 
libre  du  solénoïde  (^Cf.  i***"  partie,  n'*  124)  ; 

•«"  Considérons  un  élément  magnéti<(ue  et  soient  A^t,  BrfT, 
('.(/t,  les  conqMisantes  de  son  moment  magnétique.  Les  actions 
subies  pur  cet  élément  peuvent  se  réduire  à  une  force  unique 
appliquée  au  centre  de  gravité  de  rélément  et  dont  les  compo- 
santes sont  : 

.    \  rt.r  dij  dz       ' 


^<^V- 
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et  à  un  couple  dont  le  moment  a  pour  composantes  : 

(C?-BY)rfT, 

f     (Ba  — A?)c/t. 

En  d'autres  termes  le  moment  de  ce  couple  est  normal  au 
plan  des  deux  vecteurs  qui  représentent  le  moment  magnétique 
de  Télément  et  la  force  magnétique  et  est  égal  au  produit  de  ces 
deux  vecteurs  par  le  sinus  de  leur  angle. 

Si  l'élément  change  de  direction  sans  que  son  centre  de 
gravité  se  déplace  et  sans  que  la  grandeur  de  son  moment  varie, 
le  travail  de  ce  couple  est  égal  à  la  variation  du  produit  de  ces 
deux  mêmes  vecteurs  par  le  cosinus  de  leur  angle,  c'est-à-dire  à 
la  variation  de  l'expression  suivante  : 

(Aa +  33+07)^7. 

Imaginons  maintenant  un  circuit  fermé  infiniment  petit, 
parcouru  par  un  courant  d'intensité  /;  soit  dtù  l'aire  «de  ce  circuit  ; 
/,  /w,  n  les  cosinus  directeurs  de  son  plan.  Ce  circuit  sera  équi- 
valent il  un  élément  magnétique  dont  le  moment  aura  pour  com- 
posantes : 

'  ArfT  =  ild(i), 

'  Bd'z==zimdio, 

Cd'z  =  indii>, 

Les  actions  subies  par  ce  circuit  se  réduiront  donc  à  une  force 
unique  appliquée  au  centre  de  gravité  du  circuit  et  à  un  couple 
dont  le  moment  aura  pour  composantes  : 

(  1 2  bis)  }  idti>  (/y  —  rt)  , 

[  idio[moL — /|3). 

Si  le  circuit  change  de  direction  sans  que  son  centre  de 
gravité  se  déplace,  sans  se  déformer  et  sans  que  l'intensité  i 
varie,  le  travail  de  ce  couple  sera  la  variation  de  l'expression  : 

(1»  ter)  irfw(/a-f-/w^-f-/iy). 
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l)*oij  la  d#'finitioii  suivante  de  la  force  magnétique  : 

Cent  un  ifevteiir  dont  j*appellerai  les  composantes  a,  3,  •'  et 
y//i  ('Ht  tel  ffiie  t action  exercée  sur  un  circuit  infiniment  petit 
ne  rétlnine  a  une  force  appliquée  au  centre  de  gravité  du  circuit 
et  il  un  roupie  dont  le  moment  a  pour  composantes  les  exprès- 
Hionn  '  \'x  hiH)  et  dont  le  travail  est  é^al  à  la  variation  de  V expres- 
sion (l'A  ter,. 

Imaginons  maintenant  un  système  S  contenant  des  courants 
non  fer  tués, 

La  première  définition  de  la  force  magnétique  na  plus  aucun  sens. 

Il  est  en  ed'et  impossible  de  réaliser  un  pôle  magnétique  isolé 
il  Taide  d'un  solénoïdc*  indéfini.  Voici  pour(|Uoi  : 

I /art ion  d'un  courant  non  fermé  sur  un  solénoïde  Terme  nVst 
pas  nulle  ;  son  action  sur  un  solénoïde  non  fermé  ne  dépend 
donc  pas  seulement  de  la  position  des  deux  extrémités  mais  de 
la  l'orme  du  solénoïde  ;  et  son  action  sur  un  solénoïde  indéfini  ne 
se  réduit  pas  ii  une  force  unique  appliquée  à  son  extrémité  libre. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  ado[>ter  la  seconde  définition. 

(Cherchons  Texpression  du  potentiel  électrodynamique  T  d'un 
circuit  fermé  (pielcompie  (1  par  rapport  au  système  S. 

Supposons  d'abord  que  le  circuit  (1  soit  infiniment  petit. 
Tact  ion  du  système  S  sur  ce  circuit  se  réduira  à  une  force 
appli(|uée  à  son  centre*  de  gravité  et  à  un  couple.  Si  le  circuit 
ebange  de  direction  sans  se  déformer,  sans  ((ue  l'intensité  varie 
et  sans  cjue  son  centre  de  gravité  se  déplace,  le  travail  de  la 
force  sera  nul  ;  celui  du  couple  sera  par  définition  égal  à  la 
variation  de  l'expression  [i'à  ter),  c'est-ii-dire  à  : 

iduï  (ao/+  [3o/w  +  vo/i). 

Si  ilonc  l'intensité  /  du  courant,  l'aire  dM  du  circuit,  les  coor- 
données .r,  y,  z  de  son  centre  de  gravité  ne  changent  pas  ;  si  par 
conséquent  les  cosinus  directeurs  /,  //i,  n  varient  seuls,  on  aura  : 

oT  -^  idto  y|ao/+  |3o/;;  +  yo/j). 
On  en  déduit  : 

r    -  idio  \^%l  -|-  [Jw  +  Y"!^ 

Jonction  arbitraire  de  idto,  de  .r,  de  i/  et  de  r. 
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Cotte  fonction  arbitraire  qui  ne  contient  pas  les  cosinus  direc- 
teurs /,  m  et  n  est  évidemment  nulle  ;  car  T  doit  changer  de 
signe  quand  le  courant  change  de  sens,  ou  ce  qui  revient  au 
même,  quand  on  fait  tourner  le  circuit  de  180**  autour  d*un  axe 
situé  dans  son  plan,  ou  ce  qui  revient  encore  au  même,  quand  on 
change  /,  m,  n  en  —  /,  —  //i,  et  —  n. 

On  a  donc  finalement  : 

T  =  idtù  [cal  +  j3/;2  -|-  y/i) . 

Si  le  circuit  C  est  fini,  on  le  décomposera  en  une  infinité  de 
circuits  infiniment  petits  ainsi  qu'il  a  été  dit  au  n**  107  de 
la  première  partie  et  on  aura  : 

(  1 3)  ï  =Jidio  (a/  +  '^m  +  yn  ) , 

rintégration  étant  étendue  à  tous  les  éléments  du)  d'une  aire  A 
appartenant  à  une  surface  d'ailleurs  quelconque  passant  par  le 
circuit  C  et  limitée  par  ce  circuit. 

Quant  à  /,  //?,  /?,  ce  sont  les  cosinus  directeurs  de  Télément 
rfo)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  normale  à  la  surface  à 
laquelle  appartient  Taire  A. 


268.  —  On  a  [équation  (i)) 


T  =  ij{lulx  +  Gdi/  4- 11^/^^) 


Transformons  cette  équation  à  Taide  du  théorème  de  Stokes  ; 
il  vienl 


n^    .  /  7  r,/^ii    ^^G\      fdv    du\      /dG    dv\~] 

Comme  on  a  par  définition  de  (a,  ^,  y), 
( 1 3)  T  =  iC{[ai  +mp-\- n^)  diù, 
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il  s'ensuit  que 

_  d  H         dG 

i  dy  dz  ' 


dC.        dV 


\ 


•  r 


d.v  dy  ' 


Calculons  maintenant 


r/-         di 


^/y         dz 

Nous   avons,   en  ilifférentiant   la   troisième   des  équations- ( 1 4) 
par  rapport  à  y  et  la  seconde  par  rapport  à  r, 

d-  d'C  rf-F 


</</ 

d.rdy         dy^  ' 

dp 

^/*F        dm 

dz 

dz'         dxdz  ' 

et  en  ajoutant  l'identité 

d'V 

d'Y 

—  n. 

dx'         d.v' 
il  vient, 

d^: 


c^y  dz  dx    \  dx  dy  dz  ) 

Or,  nous  savons  déjà  que  [équations  (lo)  et  (ii"^] 


\ 


An=-4«.  +  (.-A)>.-g^. 

,       d¥    ,    f/G    .    d\\  ,.  rf'^ 

rt  x        a  */         dz  dt 


(^ 
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Donc, 

/y        d^         rfJ         ,^  ,.    d^'s     ,     ,  /  ,,  .     rf^'5 


r//^         ^/^         ^:r  dxdi  ^  '      dxdt 


=  ^TM  X 


dxdt  ' 


doL  dy 

Un   calcul   analogue   au   précédent    nous    donnera  --^ 


dp    d.  '^^      ''■'■ 

et - , 

dx        dy  ' 

On  obtient  ainsi  finalement, 


rfy        rf3         ,  .     d-o 


</y  ^/3  dxdt  ' 


^     ^  i   dz  dx  dydt 

^    d'à         d%        ,  ,     dP-:^ 

dx        dy  dzdt 

Dans  Maxwell,  les  derniers  tenue»  n'existent  pu».  Nous  verrons 

en  effet  que  Maxwell  suppose  X  =  o. 

Les  équations  (i5)  se  prêteiît  à  la  vérification  suivante  : 

En  différentiant  la  première  des  équations  (i5)  par  rapport  a  r, 

la  seconde  par  rapport  à  ?/,  la  troisième  par  rapport  à  r,  et  ajou- 

tant  il  vient  : 

,     /  dn        dv        dw  \        ^  ^  do 
En  eSet^  iio«b  sarvims  que  (u^  lfi5), 


AZ^ 


d'où, 

/A,p  =  —  4:13, 

et  en  différentiant  par  rapport  à  /, 

,  ,    rf'^  ,     do 

aA  -y-  =  —  4-  -T-, 
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d'où, 

,      /(ht  (h*  ch\'  dz  \ 

Nous  retrouvons  ainsi  l'équation  tle  continuité. 
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269.  Expression  de  l'énergie  électrocinétique  T  et  de 
l'énergie  électrostatique  V.  —  Je  vais  donner  de  T  une  expres- 
sion nouvelle.  Remplaçons  dans  l'équation  (8) 


Kl  "■ 


liy  t%  iv  par  leurs  valeurs  tirées  de  (iT)).  Il  vient  alors, 


<"""■"     T=ifcZ($-w)'"'^ 


ot:     f     jLj      axai 


où  le  signe  >    indique  une  permutation  circulaire  à  effectuer  sur 

les  lettres  a,  [ï,  y;  .r,  ^,  r  et  F,  G,  H. 

En  intégrant  par  parties  dans  tout  l'espace  ou  a, 


fi- 


^-'=-  /  ^■^^- 


dz  I      dz    ^ 
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'• 


dz  I      dz 


è^'^'=  /  ^^'^'^ 


a.r  f     djc   ' 


-— -  l\d'z=    I    —j—  ^d'z. 

^y  1    ^y 


La  première  intégrale  de  [i&Jbis)  a  donc  pour  valeur 


rfH       rfG\        .  /rfF        rfH\  fdG   -    rfF  _  , 


dy 


^  /  (^' + ?^ + f  )^^ 


d'après  (i4). 


La  seconde  intégrale  de  (i6  bis)  se  transforme  de  même,  et  on 
obtient 


rf^rfi     '  J     di/     dl      '' 


dzdt     *  I      dz     dt     "  ^ 
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...    d'^  /d¥       dG        d\\ 


^  d.idt  87:     j     di    \  dx         dij 

cl,  en  tenant  compte  de  (ïi], 


r)-. 


I/exprcssîon  (16  bis)  devient  donc  finalement, 
(.6  ,er)  T=±.j  ,V+  r  +  ^  d.+J^  fi^Ï'^- 

Si  k  e&t  p9«iliil^  «u  nul,  toihs  les  élémeiite  «le  rkitégimle  «ont 
positifs,  et  si  T  est  nul,  c'est  que  tous  ses  éléments  sont  nuls  ; 
au  contraire,  si  k  est  négatif,  on  ne  peut  alllriiner  que  du  moment 
que  T  est  nul,  tous  les  éléments  soient  nul«  et  qu'il  n'y  ait  pae 
de  courant. 

T,  énergie  électrocinétique,  n'est  qu'un  des  termes  de  l'énergie. 
L'autre  terme  est  l'énergie  électrostatique 

U  =  -    /    p'^</t. 

V 


Or: 


Donc, 


A'xj.'^^/t. 


I    t 


Or,  d'après  le  théorème  de  Green, 


'■^-^^^-~fmMir^m> 
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L'e^cpression  U  s'écrit  alors, 


(•7) 


U  est  donc  essentiellement  positif. 

L'énergie  totale  T  +  U  est  positive  si  A*  ^  o.  Si  A*  est  <  q, 
T  +  U  peut  être  de  signe  quelconque. 

Supposons  que  F,  G,  M,  soient  tels  que  Ton  ait, 

dx  ^  dy  ''  dz^ 

y  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  z;  les  trois  binômes  (i4) 
sont  alors  nuls,  et  le  premier  terme  de  (i6  ter)  disparaît.  Le  se- 
cond ne  disparait  pas. 

Supposons  maintenant  que  '^  =:  o  à  Torigine  des  temps;  T  +  TJ 
sera  négatif;    comme  o  =  o  à  l'origine  des  temps,   il  n'y  a  pas 

d'électricité  libre  au  début,  mais  il  y  en  a  tout  de  suite  après, 

d:o      ,  - 

car  ——  n  est  pas  nul. 
dt  ^ 

270.  Conservation  de  l'énergie.  —  Vérifions  que  Ténergie  se 
conserve,  c'est-à-dire  ([ue  la  variation  T  -[-  U  est  égale  au  travail 
accompli  par  les  forces  électromotrices  extérieures  (chimiques, 
thermo-électriques,  etc.),  diminuée  de  la  chaleur  dégagée  dans  les 
résistances  en  vertu  de  la  k)i  de  Joule  : 

(i8)      d{T-\-V):=—dt   1    '''^^'^''''rfT-f-6/^J(X//+Yr+ZK>)(/7. 

Remportons-nous  aux  équations  (12)  et  multiplions  la  première 
par  —  ud'z,  la  seconde  par  —  t^/t,  la  troisième  par  —  h'^t,  puis 
intégrons  dans  tout  l'espace  et  ajoutons  ;  il  vient, 

(18O  —    1     ''"-^''^-^''^  r/T+/(X//  +  Y(^  +  ZH>)  d-z 


I     /    rf':>  d-:^  d?:p\    ,  /    /    dV    ,       dG    ,        ^/G\ 
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Nous  allons  démontrer   que  la  première  intégrale  du  second 

rfU  ,  ,    rfT 

membre  est— 7—,  et  la  seconde— i — 

dl  dt 

' — - — rfT,  c'est  la  chaleur  de 

Joule.  Montrons  cela.  Une  ligne  de  courant  est  une  ligne  qui  sa- 
tisfait aux  équations  différentielles  =  — ^  =  — ^,  c'est-à-dire 

qui  a  pour  tangente  en  chaque  point  la  vitesse  de  Télectricité. 

Un  conducteur  à  trois  dimensions  peut  être  considéré  comme 
formé  d'une  infinité  de  conducteurs  linéaires  élémentaires  ayant 
la  forme  de  cylindres  infiniment  petits,  de  hauteur  ds^  de  section 
droite  rfw,  de  volume  ^t  =  dsdto  et  dont  la  hauteur  est  dirigée 
suivant  les  lignes  de  courant. 

Admettons  que  la  loi  de  Joule  s'applique  à  ces  conducteurs 
linéaires  élêmen  ta  ires . 

Si  l'on  considère  Tun  d'eux,  la  chaleur  dégagée  par  le  passage 
du  courant  est  Rf^d(  ;  or 


Cd 


(1) 


et 


i'  =  («2  +  «^»  +  H'^)  rfw»  ; 


donc, 


( .  8  In.)       m^dt  =  "'+;:+"''  dsdu^dl  =  'ttpml  d,.  dt. 

C.  Q.  F.  D. 

271.  — Je  me  propose  maintenant  de  démontrer  que  la  pre- 
mière intégrale  du  deuxième  membre  (de  18')  est  égale  à  —y-' 
Nous  avons  vu  que, 


P'frfT. 
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Je  dis  que, 


_rfU 
dt 


Wt. 


Car, 


rfU 
dt 


et, 


od':^= 


En  effet, 


?  = 


À/' 


Nous  tirons  de  là, 


(18 /er) 


dp'    d-di' 


dt       1 


r 


car  la  première  intégrale  ne  change  pas,  si  on  permute  p  et  p'  en 
même  temps  que  d'z  et  rfx',  puisque  les  deux  intégrations  par  rap- 
port à  dz  et  d^'  s'étendent  à  tout  Tespace. 
Donc, 


dt 


D'autre  part. 


du         dv         div  \ 
dj-         dy  dz }  ' 


par  conséquent, 


rfU 


du 


dt 


d^ 


C.Q.F.D. 


©*• 
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et  en  intégrant  par  parties  dans  tout  Tespace  il  vient  iinalonient. 


dt  J     \      (iv  (il)  dz 

c'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 
272.  —  Passons  maintenant  à  l'intégrale 


di\  d\\  ,  , 


Nous  avons  vu  que, 


T=--   j    (F// +  C^  +  lliv^rfT, 


d'où 

rfï  _ 

le  signe   >    ayant  la  môme  signification  ([ue  précédemment.  Je 

dis  que  ces  doux  intégrales  sont  égales.  Paai*  le  .déiitonlpcr,  po- 
sou«, 

2        dx 
avec, 


-i" 


L'identité  à  démontrer  devient  alors, 


/s^-ï"-^/si 


rf'i   ^«    , 


^< 
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Or,  on  a, 


'  I 


rfp 

"rfT 


d-, 


car 


du    d:zdr:' 
dt       r 


Au'  d-zdz' 
dt        r 


les  inlégrakMins  par  «rt^port  à  c/t  et  rfr^-s'étCBclaiit  à  tout  Tespacc. 
En  ce  qui  concerne  les  intégrales 


d'I    du 

lu 


di      et 


/   n         ;•  d-z, 
JLà      djcdi       ' 


je  dis  que. 


Z^.djc   dt    ^  "         ê    Za^  dvcdt 


En  effet,    en   intégrant  par  parties  dans  tout  l'espace,  il  vient 
pour  la  première  intégrale, 


d'ij   du 


dv    dt 


d-  =  — 


et  pour  *la«econde. 


rf'i 


dxdt 


V  u(ù:=^  — 


d'I  du 


dt  dr 


dr:  . 


Il  faut  donc  démontrer  que 


«t: 


72  ' 

«^ 

(l.idl 


ld-.= 


tilt   du 


dt    d.r 


d-.. 


Or  on  a, 


y^  dit 

2jdI-^~ 


'Il 


dt 


•)    > 
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d'autre  part, 


et,  par  un  artifice  de  calcul  analogue  h  celui  qui  nous  a  servi  à  la 
démonstration  de  Tégalité  (i8  ter)^  on  obtient  régalité, 


df        dt'  I  I         dt        dt- 


donc, 


yi  ,   d'il  /    V  ^^'^   ^'"  ^ 

Lj^dldt~    I    Ij'd^'dl 


C.  Q.  F.  D. 

En  remplaçant  les  deux  intégrales  du  second  membre  de  (18') 
par  les  valeurs  ainsi  trouvées,  on  a  : 

j^ -=—     j     -^ rfT+J  (XM  +  \^  +  Ztr)rfT. 


Si  on  multipliait  cette  équation  par  d(^  le  premier  membre  re- 
présenterait Taccroissement  de  l'énergie  tant  électrodynamique 
qu'électrostatique,  la  seconde  intégrale  du  second  membre  repré- 
senterait le  travail  des  forces  éleclromotrices  extérieures  (chi- 
miques, thermo-électriques,  etc.);  la  première  intégrale  du  second 
membre  représenterait  l'énergie  perdue  sous  forme  de  chaleur 
de  Joule. 

Cette  équation  exprime  donc  bien  qu'il  y  a  conservation  de 
l'énergie. 

273.  Stabilité  de  l'équilibre.  —  Dans  le  cas  où  il  n'y  a  aucune 
force  électromotrice  extérieure  au  système, 

rf(T+U)  r  u'+i>'+w^  ^ 

dt    =-  '  — ^ — ^^' 
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la  dérivée  de  T  +  U  par  rapport  au  temps  est  donc  essentielle- 
ment négative  dans  ce  cas. 

Si  la  constante  k  de  Helmholtz  est  ^  o,  l'équilibre  est  stable. 
En  effet,  T  +  U  est  essentiellement  positif  et  ne  s'annule  que 
s'il  n'y  a  ni  électricité  libre  ni  courants  dans  l'espace  ;  si  T  -f-  U 
est  très  petit,  c'est  que  les  courants  et  la  densité  de  l'électricité 
libre  sont  partout  très  petits.  Partons  de  l'équilibre  :  T  +  U  =  o, 
et  faisons  subir  une  petite  perturbation,  T  +  U  prendra  une 
valeur  positive  très  petite  ;  mais  si  nous  abandonnons  le  système 
il  lui-même,  T  +  U  va  aller  en  diminuant,  tout  en  restant  po- 
sitif; T  +  l)  restera  donc  très  petit,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
que  si  les  courants  restent  eux-mêmes  très  petits.  Donc  il  y  a 
stabilité. 

Au  contraire,  si  k  est  négatif,  nous  pouvons  encore  partir  de 
l'équilibre  absolu  et  faire  subir  au  système  une  perturbation  très 
petite  ;  mais  nous  pouvons  toujours  supposer  cette  perturbation 
telle  que  la  valeur  initiale  très  petite  que  prend  T  -f-  U  soit  néga- 
tive. A  partir  de  là,  T  +  U  va  diminuer;  sa  valeur  absolue  va 
aller  en  croissant,  et  on  s'éloignera  de  plus  en  plus  de  ré([uilibre 
primitif.  L'équilibre  est  instable. 

Nous  devons  donc  rejeter  toute  théorie  <[ui  donne  à  h  une  va- 
leur négative,  en  particulier  la  théorie  de  Weber,  qui  se  déduit 
de  celle  de  Helmholtz,  en  faisant  k  =  —  i . 
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2T4.   —  Que  deviennent,   dans  les   milieux   magnétiques,   les 
équations  (i4)  et  (i5)? 

Définissons  d'abord  la  force  et  l'induction  magnétique  en  un 
point. 

La  force  magnétique  sera  la  somme  géométrique  de  deux  vec- 
teurs : 

1°  La  force  électro-magnétique,  due  aux  courants  fermés  ou 
non,  et  définie  comme  au  n"  28,  telle  qu'elle  serait  au  point  con- 
sidéré si  le  milieu  n'était  pas  magnétique  :  cette  force  pourra  ne 
pas  dériver  d'un  potentiel,  cela  aura  lieu  si  au  point  considéré  le 
courant  électrique  n'est  pas  nul. 


\oi  THÉORIE  DE  nELMItOLTZ 

'1^  La-  force  magnétique  due  aux>  aîinunt& permanont»  ow  non; 
«'lie  pourra  se  réduire  à  raclion  qu'exerce  ridinarntcitiun  induite 
par  les  cowantB-  danfr  la  maese  magnétique  à  Uifitiériour  de  la- 
<pielle  est  prifr  le  point  eon«îdépé.  (uertte  force  dérive  toujani^s 
d'un  potentiels,  du>  potunti»!.  nragnétique  : 


"=-/(§ 


Donc, 


dk.'       dh'        dC 


7  + 


dz'l    dx   '^'• 


d.v'  '  dy 

Quant  h  l'induction  magnétique,  elle  est- la  somme- ^ométinque 
de  la  force  magnétique  et  de  l'aînauntutioni  au^  point  considéré, 
multipliée  par  4^, 

275.  —  Je  dis  que  dans  un  milieu- magnétique,  les  équation» (i4) 
doivent  être  remplacées  par  les  équations  : 


dll         dG 
a 


('9)  « 


dy 

dz 

dV 

d\\ 

dz 

d.v 

dG 

dF 

d.v 

dy 

et  que  les  équation»  ( lo-)  restent  encore  vrait?». 

276.. —  En  offety  coneidcTons  ont  aimant;  suppooene  qu-il  n'y 
ait  pas  de  courant  extérieur.  L'aimant  peut  être  considéré  comme 
ooii&titué  par  uni  sj^stènBe  de  oomxint»  partiouluipos  df après-  les 
idées  d'Ampère. 

Lai oom posante  F  du  patantiBl  vecteur  dtV  h  l'un  de-ces  oouRints 


,:=i/  r-^+- 


dar 
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if 

Tous   les  courants  particulaires  étant  fermés,    1».  clérivtée  -7-^ 
disparaît,  et  il  reste 


Jd.v' 


En  transformant  cette  intégrale  de  ligne  eo  une  intégrale  do 
surface  il  vient 


V  =  i 


dix}'  étant  1  élément  de  Taire  embrassée  par  le  courant  ;  cette  aire 
est  infiniment  petite  ;  donc  Tintégrale  se  réduit  au>  seul  élément 


di       di 


\a 


¥/• 


Le  courant  est  équivalent  à  un  élément  magnétique,  dont  le 
moment  a  pour  composantes  AWV,  BWt',  CWt', 


ls!d^  =  H'dm\ 
^  BV/t'  =  i'in'dii^, 
\  Ç.'d'^  =  i'n'dK^'y 


par  suite  la  composante  F  du  potentiel  vecteur  du  à  cet  élément 
est 


Pour  avoir  la  composante  due  à  Taimant  entier  il  faut  intégrer 
par  rapport   aux  éléments  di'  du  volume  de  l'aimant,  ou,  ce  qui 
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revient  au  même,  intégrer  dans  tout  l'espace,  car,  h  l'extérieur, 
A'  =  B'  =  C  =  o.  Il  vient  donc 


F  = 


Voici  le  point  délicat  du  calcul  :  /*  est  la  distance  de  deux  élé- 
ments dz  et  ^T^  et  l'élément  (h  est  à  l'intérieur  de  la  masse  ;  donc  /• 

peut  être  infiniment  petit  ;  —  est   alors    infiniment    grand  :    s'il 

V 

est   infiniment    grand    du   premier    ordre,  -j-f  l'est  du    second, 

ce  »<' 

y 

et  •  .  ,.    du  troisième;  et  ainsi  de  suite. 
dx 

J'ai  à  prendre  des  intégrales  triples;  si  j'ai  sous   le  signe  / 
des  termes  en  —,  l'intégrale  est  finie  et  déterminée,  de  même  pour 

di- 

des  termes  en  -tt»  î^^^ds  il  n'en  est  plus  ainsi  si  l'on  a  des  dérivées 

secondes.  Si  on  ne  faisait  pas  attention  à  cette  remarque,  on  dé- 
montrerait aisément  que  AV  est  nul  même  à  l'intérieur  du  corps 
attirant,  ce  qui  est  faux. 

Je  dois  donc  m'arranger  pour  ne  pas  introduire,  comme  aux 

n''147  et  n°  148,  les  dérivées  secondes  de  —  par  rapport  aux  cor- 
données. 

En  intégrant  par  parties  dans  tout  Vespace,  on  a, 


'-  'é^  d-' 

r  d-J  "'  • 
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L'expression  de  F  que  nous  voulions  transformer  devient  donc, 


P  /   (dC         rfB'\  I   ^^        ^ 


(20) 


G  = 


idS!_dÇ\j_ 
\  d-J         dx'J  /•     •  ' 


II 


Calculons  maintenant  l'expression  qui  nous  intéresse, 

d\\         dG 

•■        _^_  - 

dt/  dz 

Il  vient  en  différentiant  la  troisième  relation  (20)  par  rapport 
à  y  et  la  deuxième  par  rapport  à  z  : 


rfll 


_  rfG  _ 


(21)      '  dz 


dB'       r 


d.v'    dij 


d-J— 


diJ        r 
dj'     dz 


dA'  "^  r 


dxj    dy 


dz'    dz 


d-:/ 


d-z' 


Considérons  encore  l'identité, 


o 


Transformons  ces  intégrales  ;  nous  savons  que, 


d 


r 


dy 

PoiNCARÉ.  Electricité  et  Optique. 


d^ 

r 


ao 


io*', 
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pîirr**  i\\\*'  r  est  fonction  i\o  ,r  —  .r\  y  —  /^  et  r  —  z  ,  On  a 
(lonr  eu  Irnnnt  conipte  de  cette  identité  et  intégrant  par  parties 
dans  tout  l'espace  par  rapport  à  y  : 


rf-B'     I 


dj'  dij 


dx'dy'  r 


'  -.  d'z' , 


et,  en  intégrant  de  nouveau  par  parties  par  rapport  à  x' 


I 


d'W     I 
dx'dij'  r   ''' 


rfB'^'7 


df/'  dj 


Td^'  = 


r 


dx 


d-:'. 


Donc, 


dW   '^  r 


dy'    d 


T  d~' , 


cl  de  inùinc, 


dC 


d± 
r 


dz      d,r 


rfT'. 


D'autre  pari,  si  l'on  post 


AWt' 


/• 


nous  avons 


f/.r 
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et,  en  intégrant  par  'parties  •duiis  itout  l'espace,  lil  .vieat 

(IN 


3io7 


dx 


d'où,  en  diflerentiant  par  rapport  à  jr, 


d'\ 
(U' 


dx'      dx 


d-'. 


et  par  un  calcul  analogue, 


(M 


'!>/ 


d.V    '^T 


dy'    //y 


i/t', 


d-J 


<lk' 


d 


dz'     (h 


d-:'. 


Les  équations  (21)  s'écrivent  alors, 


dG 

dz 


o 


d\' 


d^ 

r 


dx'      dx 


d-'  — 


d'\ 


d'\ 
d-J  ' 


d'\ 
dx' 


En  additionnant  membre  ù  membre  ces  équations  on  obtient, 


dij 


dG 
dz 


dC'\        r    j,       .^, 
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tV'anitt'.  part  la  relation  de  Poisson  nous  donne, 

A^  =  —  \7:\, 


Il  vient  donc, 


d\\         dG  ,    , 
-j —  =  a  4-  4î:A. 


et.  en  tenant  c€>mpte  des  relations  ^12  du  n*  8,11  \-îent  finalement, 

d\\  dG  _ 

dy  dz 

et,  par  un  calcul  analogue  au  précédent, 

dV         d\\        ^ 


dz  dx 

dG  dV 


dx  dy 


t\ 


C.  Q.  F.  D. 


277.  —  Prenons  maintenant  un  milieu  magnétique  parcouru 
par  des  courants  finis  ;  //,  v^  ^'  sont  les  composantes  du  courant  ; 
a,,  Jij,  Yi  *^*"*^  ^^*  composantes  de  la  force  électro-magnétique 
du(!  aux  courants  finis,  F,,  G,,  11^  les  composantes  de  leur  poten- 
tiel vecteur.  De  môme,  a,,  jj^,  y,  seront  les  composantes  de  la  force 
magnétique  due  aux  courants  particulaires  ;  «,,  6,,  c,  les  compo- 
santes de  rinduction  qui  leur  est  due,  et  F^,  G„  11^  les  compo- 
santes de  leur  potentiel  vecteur.  On  a  pour  les  composantes  de 
la  force  magnétique  totale,  de  Tinduction  totale  et  du  potentiel 

vecteur  total  : 

'  a  =  ttj  H-  a^, 

P  —  i-*!  ^  Pr 

f    Y  =  V     —1—  Y 

•  Il      "^    il' 


,  F  =  F,  +  F„ 
JG  =  G,  +  G„ 
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Or,  d'après  le  n^  268,  on  a,  pour  les  courants  finis, 

dU.        dG. 


!  a   =  ■— -1—     ^  . 
*  dt/  dz 

_  rfF^_  dU. 


dz  d:r  ' 


\  ^1 


et 


da-  dy  ' 


^_iËi=4„„_,  ''^'f 


dy  dz  dxdl  ' 


e/c  dx  dydt  ' 

—5 j —  =  47:fv  —  À  -7—7-  • 

a:r  a//  dzdt 

Pour  les  courants  particulalres,  d'après  le  n**  275,  on  a, 

rfll,         rfG, 


•  a. 


2  dy  dz    ' 

^  ^  ~   rfr.  dx  ' 


/ 


c.  — 


et 


'  dx  dy    ' 


''Y,  d-,,  _^ 


\rfa, 


rfy  t/3 


-4^=o, 


rfc  dx 


o. 


\    dx  dy 

En  ajoutant  ces  quatre  séries  d'équations  membre  à  membre  il  vient, 

I  a  =  — ^ 


\ 
I 


dy  dz 

dF  du 

dz  dx  ' 


_   rfG  dV 

\  rfo^"  dy 


)io  niuonii:  ve  iip.lmiioltz 


(h         (1?i         .  •.     (f''f 


I 


-i f-  =  4r.ii  —  A 


(j/  (h  (f.vdf  ' 

dz           dx                        '  dijdl  ' 
— ' T-  =:=  4?:^'  —  A  '— 


dx  dij         ^'  dzdt  ' 

re  (lul  était  à  démontrer. 


N 


CHAPITRE  V 

PAS6AGK    DE  LA  TIIÉORiE  DE   HELMHOLT/ 
A  CELLE  DE  MAXWELL 


278.  —  Pour  se  rendre  compte  de  la  façon  dont  on  peut  pas- 
ser de  la  théorie  de  Ilelniholtz  à  celle  de  Maxwell,  qui  n'en  est 
qu'un  cas  particulier  ou  plus  exaclenient  qu'un  cas  limite,  il  faut 
connaître  les  diverses  hypothèses  faites  au  sujet  du  magnétisme 
induit  et  de  la  polarisation  diélectri(jue.  Le  présent  chapitre  est 
intimement  lié  ou  chapitre  IH  de  la  première  partie  où  j'ai  exposé 
des  idées  analogues  à  celles  de  llelmholtz  sous  une  forme  difl'é- 
rente. 

Ayant  d'aborder  h)  question  de  la  polarisation  diélectrique,  rap- 
pelons les  théories  du  magiiétisme  induit.  Nous  commencerons 
par  celle  de  Poisson,  la  plus  importante  au  point  de  vue  de  ce  qui 
va  suivre.  Mais  comme  les  calculs  ont  été  exposés  en  détail  dans 
la  première  partie  de  ce  volume  (n"*  52  à  59),  nous  nous  bornerons 
à  rappeler  succinctement  les  résultats.  Je  dois  avertir  toutefois 
que  la  théorie  exposée  dans  les  numéros  cités,  52  à  59,  se  rap- 
portant plus  particulièrement  aux  diélectriques,  il  faut,  pour  en 
déduire  la  théorie  du  magnétisme  qui  n'en  diiVère  pas  au  point 
de  vue  mathématique,  changer  quel([ues-unes  des  notations. 

C'est  ainsi  ([ue  ce    que  j'ai   appelé ^  et  h  dans  ces  para- 

graphes  s'appellera  ici  a  et  î.  En  ell'et  U  représentait  le  poten- 
tiel électri(|ue  ;  il  doit  être  remplacé  ici  par  le  potentiel  magné- 
tique dont  Ibs.  dérivées  changées  de  signe  ne  sont  autre  chose 
que  les  composantes  de  la  force  magnétique.  De  même  ce  que 
nous  appelions  K  s'appellera  ici  ;jl. 

279.  laduaUan.mBgnétiqiiex  -^  Poi&6on  attribue  les  phéno- 
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mènes  magnétiques  à  deux  fluides,  austral  et  boréal.  Un  corps 
magnétique  est  constitué  par  de  petites  sphères  conductrices  du 
magnétisme,  distribuées  irrégulièrement  dans  un  espace  inter- 
médiaire isolant.  Chaque  sphère  peut  être  regardée  comme  étant 
la  superposition  d'une  sphère  solide  de  fluide  austral  et  d'une 
de  fluide  boréal  :  reflet  de  Taimantation  est  de  faire  glisser 
Tune  de  ces  sphères  par  rapport  à  Tautre  d'une  quantité  plus 
ou  moins  grande  ;  on  a  ainsi  des  couches  de  glissement  (*). 

Poisson  admet  que  les  actions  mutuelles  de  toutes  les  autres 
sphères  sur  Tune  d'elles  se  neutralisent.  Si  m  est  la  masse  de 
chacune  des  sphères,  australe  et  boréale,  et  si  i,  Tj,  Ç  sont  les 
composantes  du  déplacement  du  centre  de  la  sphère  qui  glisse, 
on  a 

m\  =  A(hy 

ArfT,  Bihj  C(h  étant  les  composantes  du  moment  magnétique  de 
cet  élément  sphérique. 

Pour  pouvoir  définir  la  force  magnétique  en  un  point  inté- 
rieur, il  faut  supposer  une  cavité  creusée  autour  du  point,  et  la 
force  dépend  de  la  forme  de  cette  cavité,  contrairement  à  ce  que 
croyait  Poisson.  Rlle  a  pour  composantes  a,  p,  y  à  l'intérieur 
d'un  cylindre  infiniment  long  par  rapport  à  sa  base  et  dont 
Taxe  est  dirigé  suivant  l'aimantation  ;  les  composantes  sont 
ciL-\- ^TzAy  [:i-4-4^B,  Y  +  4^C  à  l'intérieur  d'un  cylindre  infini- 
ment plat,  parallèle  aussi  à  l'aimantation  ;  enfin,  elles  sont 

a  -|     rr"  7^ A ,         jj  -| — —  t:13  ,         y  -| — :t-  tzL. 

il  l'intérieur  d'une  sphère. 

Décrivons  autour  du  point  O  une  sphère  7  de  volume  rfx,  très 
petite  d'une  façon  absolue,  mais  grande  par  rapport  aux  élé- 
ments sphéri(jues  ;  écrivons  qu'il  y  a  é(juilibre  h  l'intérieur  d'un 
de  ces  éléments,  s.   L'action  des  corps  extérieurs   à  la  sphère  c 


(')  Voir  pour  ceUe  théorie  des  couches  de  glissement,  première  partie,  ch.  iil. 


i 
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a  pour  composante  parallèle  a  Ot,  a  -f-  t  ^A.  A,  B,  C  sont  les 
composantes  de  la  magnétisation.  Si  s  est  le  rapport  du  volume 

des  petites  sphères  s  au  volume  di:  de  t,  Faimantation  de  chacun 

ABC 

de  ces  éléments  s  a  pour  composantes  —  ,  —  ,  — .  L'action  sur  un 

point  intérieur  a  c  des  éléments  sphériques  extérieurs  à  s^  mais 
intérieurs  a  o",  est  supposée  nulle  (Cf.,  première  partie,  n"  55). 
L'action  de  l'élément  s  lui-même  a  pour   composante   parallèle 

à  Os.  — tttc  — . 

L'équation  de  l'équilibre  s'écrit  ainsi 

I  \  ,    4      4        4      A 

(l)  a  +  —  TlA—    yTT—  =0, 


d'où, 


et, 


4  I  — £ 
a  =  -77-  <w/v , 

5  £ 


4tc  A  =  — 


y 

ç 


donc, 


I     /     A  I  +  '^£ 

a  =  a  -|-  47rA  =  a 

I  — £ 


et  en  posant 


1  +  2£ 

UL 


k 


t 


il  vient  finalement 

a  =  [xa, 

=  \f^  est  ce  qu'on  appelle  lu  perméabilité  magnétique. 

J'insiste  sur  la  signification  de  l'équation  (1). 

Une  molécule  magnétique  située  à  l'intérieur  de  la  sphère  s 
qui  est  conductrice  du  magnétisme  doit  ôtre  en  équilibre  sous 
l'action  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  elle.  Si  l'on  consi- 
dère seulement  les  composantes  parallèles  à  l'axe  des  x,  la 
somme  de  ces  composantes  doit  ôtre  nulle.  On  a  donc  : 
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(Action  des  aiinaiils  extérieurs  et  des  éléments  magnétiques 
extérieurs  à  7  =  ct  +  —  -A)  +  (action  des  éléments  magnétiques 
intérieurs    ii     t   et    autres     que    ,«f  =  o|  -|-    faction     de    .v  --:=  — 


La   théorie  présente    des  diflicultés   ;    £   doit   élre<-T,  ce  qui 

impose  à  ui  une  linnle  supérieure  qui  est  dépassée  pour  le  fer. 
On  peut  dire,  il  est  vrai,  ([ue  rien  n'obligeait  à  considérer  des 
«déments  s])hériques  ;  on  peut,  comme  Ta  lait  M.  Mathieu, 
prendre  des  éléments  d'autres  formes,  et  Ton  échappe  à  cette 
dilTiculté. 

Tne  autre  difficulté  c'est  ([ue  |x  n'est  pas  une  constante  mais 

varie  avec  la  force  y  a*  -|-  [j-  -|-V'- 

Weher  suppose  des  éléments  déjà  polarisés,  mais  orientés 
d'une  manière  ([uelconcjue  :  la  lorce  magnéti(jue  les  ramène  à 
une  direction  commune,  ce  qui  se  rapproche  des  idées  d'Am- 
père. 

Quant  au  diamagnétisme,  remar(|uons  que  pour  s'en  rendre 
compte  dans  les  idées  de  Poisson,  il  faut  admettre  que  le  vide 
est  susceptible  de  polarisation  magnétique  et  que  les  corps  dia- 
magnétiques  sont  seulement  moins  magnétiques  que  le  vide. 
Alors  le  |JL  du  vide  n'est  plus  i  :  on  nous  avait  défini  l'unité  de 
magnétisme  en  admettant  ([ue  deux  pôles  égaux  a  i  s'attirent 
avec  une  force  i  à  l'unité  de  distance;  si  |jl^-- i  pour  le  vide, 
l'attraction  observée  dans  le  vide  est  bien  l'attraction  réelle.  Il 
n'en  est  plus  de  même  si  a  >  i . 

280.  Polarisation  diélectrique.  —  Mossotti  est  arrivé  ii 
rendre  compte  des  phénomènes  que  présentent  les  diélectriques 
dans  les  idées  de  (Coulomb,  en  transportant  les  théories  de 
Poisson  à  l'électricité,  et  ces  théories^  qui  ne  sont  plus  que  de 
rarchéidogie  en  magnétisme,  peuvent  enoore  servir  dans  Pétude 
des  diélectri<[ues,  sans  pourtant  cori'ospondre  pii)bablement  ù 
aucune  réalité  objective. 

Les  diélectriques  seraient  composés-  de  sphères  conductrices 
plongées  dans  un  milieu  isolant.  Ce  <jui  jouo  le  rôle  de  l'aiman-* 


POLA  RISATIOy  DJ/ÎL  ECmiQUE  3 1 5 

tatJon,    c'est    la  polarisation  ditUecirif/tie,  que  MaxAVoU  appelle 
déplacement  électrique  :  /*,  g^  h. 
On  a  donc  dans  ce  cas, 


Un  diélectrique  constitué  de  la  sorte  est  tout  à  fait  assimi- 
lable à  un  aimant;  je  veux  dire  que  le  (luide  électrique  y  est 
distribué  absolument  de  la  même  façon  que  le  fluide  magnétique 
dans  un  aimant  constitué  comme  le  suppose  Poisson. 

Le    potentiel    magnétique    d'une    masse     magnétique    m    par 

/fi 
rapporta  un  point  extérieur  est  — .  I.e  potentiel  électri([ue  d\ine 

masse  électrique  m  est  de  même,  d'après  les  notations  ([ue  nous 

avons  adoptées,  ^ — . 

Le  potentiel  d'une  des  sphères  de  Poisson  par  rapport  à  un 
point  extérieur  est,  en  appelant  Kd'z,  Bd'z,  Cd'z  les»  composantes 
du  moment  magnétique  de  cette  sphère  : 


d^'V  A 


Dfe  même  le  potentiel  d'une  des  sphères  de  Mossotli  par  rap- 
port il  un  point  extérieur  sera  : 


De    même  donc  que   le  potentiel    d'un   aimant  est  représenté 
par  rînlégrale  :  . 

r   /    d^      d^      dS\ 
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celui  d'un  diélectrique  sera  représenté  par  Tlntégrale  : 

La  force   niagnéti([ue  (parallèle  à  Taxe  de  ,r)  due  à  un  aimant 

est   en  un    point   extérieur  a  = 7—;    la  lorce    électrostatique 

*  d.r 

due  à  un  diélectrique  sera  de  même p  . 

*  dw 

Si  l'on  veut  calculer  cette  force  en  un  point  intérieur,  ou 
retrouve  l'analogie  avec  les  aimants.  Il  faut  pour  la  définir  sup- 
poser une  petite  cavité  creusée  dans  le  diélectrique  autour  du 
point  considéré  ;  on  voit  alors  que  la  composante  parallèle  a 
Taxe  des  x  est  égale  à  : 

d'^ 

~-  si  la  cavité  est  un  cvlindre  très  alloniré  ; 

djr  "  ° 

j^-\ zr^—  SI  elle  est  un  cylindre  très  aplati  ; 

d'o    ,     ^T^f    .    ,,  ,  ,   . 

T-A — rr^  SI  elle  est  spherique. 

dx         3 A  *  * 

Ecrivons  comme  précédemment  les  équations  de  l'équilibre; 
il  faut  seulement  ajouter  ici  les  forces  électroraotrices  d'induc- 
tion, et  d'autre  part  les  forces  électromotrices  d'origine  quel- 
conque, chimique  par  exemple  ou  thermoélectrique,  et  dont 
j'appelle  les  composantes  X,  Y  et  Z. 

d'L 

a  doit  être  ici  remplacé  par  —  -7^'  ^  étant  le  potentiel  élec- 
trostatique. 

Une  molécule  électri([ue  située  à  l'intérieur  d'une  des  sphères 
de  Mossotti  doit  être  en  équilibre  ;  si  donc  on  considère  les 
forces  électroniotrices  d'origine  diverse  auxquelles  cette  molé- 
(!ule  est  soumise  et  les  composantes  de  ces  forces  suivant  Taxe 
des  .r,  la  somme  de  ces  composantes  doit  être  nulle,  ce  qui  nous 
donne  une  équation  tout  à  fait  analogue  à  l'équation  (i)  ;  nous 
supposerons  comme  plus  haut  que  l'on  a  creusé  dans  le  diélec- 
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trique  une  cavité  limitée  par  une  sphère  d  concentrique  ii  .s*  ;   on 
aura  : 


action  des  conducteurs  extérieurs  et  de  la  portion   du  dié- 


( 

lectrique  extérieure  h  ^  =  —  j'^'x^^]  +  (action  des  sphères 
de  Mossotti  intérieures  à  t  et  autres  que  s  =  o)  -f-  (action  de 

s=  —  ïï^y^)  "h  (f"^rces   d'induction  = 7~)  +  (iorces  élec- 
tromotrices extérieures,  d'origine  diverse  =X)=o,  c'est-à-dire  : 


d'où, 


d.V  (Il  s  A  ô  £A 


et  en  posant, 


K 


A  (  I  +  as) 


on  a  : 


^^■'  K-A~       dx        di   ^^- 

K  est  lepouçfoir  inducteur  spécifique  du  milieu. 

Proposons-nous  maintenant  d'évaluer  le  courant  de  déplace- 
ment qui  se  produit  dans  un  diélectrique  quand  son  état  de 
polarisation  se  modifie.  Nous  avons  défini  plus  haut  les  com- 
posantes w,  ^  et  fv  du  courant.  Cette  définition  peut  encore 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

ud-z  est  la  projection  sur  Vaxe  des  x  de  la  quantité  de  mouve- 
ment de  toutes  les  molécules  électriques  contenues  dans  Vêlement 
de  volume  d'z. 

Considérons  un  élément  dT  contenant  une  sphère  de  Mossolli. 
Quand  cette  sphère  est  polarisée  on  peut  la  regarder  comme 
formée  de  deux  sphères.  Tune  de  Huide  positif,  l'autre  de  fluide 
négatif,  dont  les  masses  électriques  sont  égales  et  de  signe 
contraire,  qui  ont  même  volume  et  dont  les  centres  ne  coïncident 
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j)as  ;^voîr  j)rcnil(îre  partie,  ii" 47  L  Soient  + //^  et — /;/  les  masses 
des  deux  sphères  ;  soient  j'^,  //j,  z^  les  coordonnées  du  centre  de 
la  sphère  positive  ;  .v^=j^  —  ;,y^  =  yj  — y^,  -3  ^^= -i  —  ^  celles  du 
centre  de  la  sphère  négative. 

Alors   ;,    'f^,    ^,   ont    la    même    signification    qu'au    début   du 
paragraphe. 

On  a   pour   la   composante  parallèle   à  O.v  du  courant   dû  nu 
déplacement  relatif  des  deux  sphères  : 

,  r/.r,  (ij\  (il 


or. 


donc. 


et  de  même 


(Il  iit  dt    ' 

m'C^  =  h(h^ 


dl  ' 


dl  ' 
dh 


sv 


dl 


284.  —  Ke  potentiel  électrostatique  '^  est  dû  à  réleclricité  ré- 
pandue dans  les  conducteurs  et  à  celle  qui  polarise  les  diélec- 
triques :  ceux-ci  se  comportent  comme  des  aimants. 

On  a  donc 


en  appelant  t  la  densité  au  -point  (.r,  //,  z)  du  conducteur.  Dans 
cette  équation  la  première  intégrale  représente  le  potentiel  dû 
il  Télectricité  libre  des  conducteur6,  la -âceunde  Icipolenticl  dû 
il  Télectricité  polarisée  dans  les  diélectriques. 

D'ordinaire  il  n'y    a    d'électricité    libre    qu'à   la  fiurface   dee 
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conducteurs.  Appelons  fy)  la  densité  superficielle  de  cette  élec- 
tricitc  au  point  x\  /y,  r  de  cette  surface,  [t'j  la  densité  superK- 
cielle  au  point  y,  y' y  z' .  S'il  y  a  de  l'électricité  non  scellement 
à  la  surface,  mais  \\  l'intérieur  des  conducteurs  j'appellerai  de 
même  t  la  densité  de  volume  de  Télectricité  au  point  x,  //,  r 
du  conducteur. 

Nous  avons  alors  : 


d-L      d^-      d  ' 


i  /    <^—       "--      ''-- 

'/  Kf-dz^^'-w^"^^''- 

la  première  intégrale  devant  être  étendue  à  tous  les  éléments  de 
volume  d'z'  des  conducteurs,  la  troisième  à  tous  les  éléments  (h' 
des  diélectriques  et  la  seconde  à  tous  les  éléments  rfoj'  de  la  sur- 
face qui  sépare  les  conducteurs  des  diélectriques. 

La  troisième    intégrale  peut  se  transformer  par   l'intégratiou 
par  parties  et  donne  : 

j-i-      d^ 


tt 


.       r         ..        r 


dij'  dz 


/,'  /  dr^fil'f'+n,'g'  +  n'/,']dio' 


d,/^  dz'   '     •■ 


Dans  le  second  membre,  la  première  intégral-e  doit  être  éten- 
due à  tous  les  éléments  dio^  de  la  surface  qui  limite  les  diélec- 
triques et  la  seconde  à  tous  les  éléments  de  volume  des  diélec- 
triques. 

Pour  abréger  les  écritures  dans  Téquation  (3),  j'ai  supposé 
que  les  propriétés  du  diélectrique  varient  d'une  manière  conti- 
nue de  telle  sorte  que  f,  g,  li  soient  des  fonctions  continues;  si 
donc  on  a  plusieurs  diélectriques  différents  je  supposerai,  qu'ils 
sont  séparés  les  uns  des  autres  par  une  couche  de  passage  très 
minée.    Au    contraire,  jtî    regarderai    les   diélectriques    comme 
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séparés  des  conducteurs    par  une   surface  géométrique  de    telle 
façon    que   les   propriétés  du  milieu  varient  brusquement    quand 
on  traverse  cette  surface. 
Posons  maintenant 


dans  les  conducteurs  ; 


?  = 


df         dg         dit 


'  dx  dy  dz 

dans  les  diélectriques  ; 

[?]=[=^]-+-V"-+-'«^+«/« 

à  la  surface  de  séparation  des  conducteurs  et  des  diélectriques. 
Il  viendra  alors, 


A 


"i 


r,  ^  ^j^ 


Rn  d'autres  termes  tout  se  passera  comme  si  Ton  avait  de  l'élec- 
tricité répandue  dans  tout  l'espace  avec  une  densité  p  et  d'autre 
part  de  l'électricité  répandue  à  la  surface  des  conducteurs  avec 
la  densité  superficielle  \p]. 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  de  ce  résultat  : 

Si  l'on  considère  un  aimant,  on  sait  que  tout  se  passe  comme 

SI  la  densité  magnétique  a  1  intérieur  était -. r- et 

"  a.v       d  ij       dz 

la  densité  superficielle  à  la  surface  de  l'aimant  égale  à  A/  + 
B/;?  +  C/2.  Les  diélectriques  étant  assimilables  à  des  aimants, 
tout  se  passe  comme   si  on  avait   à  l'intérieur    des  diélectriques 

une  densité  électrique ~ -^ 1-  ^*^  ^^  ^f*  surface  une  den- 

dx      dy       dz 

site  égale  à  //*+  mg  +  nh. 

Si  on  considère  donc  la  surface  de  séparation  d'un  conducteur 
et  d'un  diélectrique,  qui  sera  par  exemple  extérieur  w  cette  sur- 
face, nous  aurons  à  l'intérieur  de  cette  surface  une  couche  élec- 
trique infiniment  mince  de  densité  [^],  provenant  de  l'électricité 
qui,  libre  de  circuler  dans  le  conducteur,  s'est  portée  h  sa  sur- 
face ;  et  nous  aurons  d'autre  part,  à  l'extérieur  de   cette  surface, 


yoy  uoMOGÉyÉiTÉ  dc  diélectrique 


3.2  1 


une  couche  infiniment  mince,  de  densité  If -\' mg -\- nh ^  prove- 
nant de  la  polarisation  du  diélectrique. 

Tout  se  passera  en  définitive  comme  si  nous  avions  une  cou- 
che unique  de  densité  [pi. 

Il  importe  de  ne  pas  confondre  ces  deux  densités  superfi- 
cielles [p]  et  [t]  dont  la  définition  est  très  diflerente. 

Dans  un  diélectrique,  on  a  : 


df         dg         dit 
dij  dz 


dx 


?^ 


et  en  différentiant  par  rapport  au  temps,   en  tenant  compte  des 

If 
relations  u  =  -j'^  etc.,  on  retrouve  Téquation  de  continuité  : 


du  d\> 


ds 


d^J 


d\v 


dt 


282.  —  11  y  ïi  "ne  remarque  à  faire.  Une  molécule  électrique 
situé  à  rintérieur  d'une  sphère  de  Mossotti  est  soumise  à  une 
force  électrostatique  dont  la  composante  parallèle  à  Ox  est  : 


(4) 


x  = 


d.v 


K  — /. 


y 

/ 

0 

.7' 

On  peut  s'étonner  de  voir  que  sa  force  n'est  pas  la  dérivée  du 
potentiel,  changée  de  signe.  C'est 
que  le  diélec(rif/ite  n'est  pas  un  mi- 
Lieu  homogène  ;  le  potentiel  vrai  va- 
rie irrégulièrement  ;  à  l'état  sta- 
tique, par  exemple,  il  est  constant 
a  rintérieur  de  chacune  des  sphères 
de  Mossotti  et  variable  au  dehors. 
Un  observateur  traversant  le  diélec- 
trique en  ligne  droite  verra  le  poten- 
tiel varier  suivant  une  courbe  telle  que  la  courbe  M'N'  de  la 
figure  8  ;  cette  courbe  présente  des  sinuosités! 

La  fonction  '^  définie  par  les  équations  du  n*^  276  est  au  con- 
traire continue  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  ;  ce  n'est  qu'à  cette 
condition  qu'elle  peut  être  introduite  dans  les  calculs  avec  avan- 
tage ;   cette  fonction  'o,  qu'on  pourrait  appeler  potentiel  moyen, 
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n'est  donc  pas  rigoureusement  égale  au  potentiel  vrai,  mais  la 
tlinerence  est  très  petite  et  du  même  ordre  de  grandeur  que  la 
distance  qui  sépare  deux  sphères  de  Mossotti  ('). 

Ce  potentiel  vrai  oscille  autour  d'une  valeur  moyenne  qui  est  :p, 
les  deux  courbes  représentant  le  potentiel  vrai  (M'N')  et  le  po- 
tentiel moyen  (MX)  sont  extrêmement  voisines,  mais  les  tangentes 
sont  très  différentes,  et  c'est  pourquoi  la  force,  qui  est  la  dérivée 
du  potentiel  vrai  (au  signe  près),  est  très  diflerente  de  la  déri- 
vée du  potentiel  moyen. 

283.  Expression  de  l'énergie  électrostatique  dans  le  cas 
de  diélectriques.  —  Une  force  électromotrice  (X,  Y,  Z)  appli- 
quée à  une  masse  d'électricité  m  placée  en  un  point  (.r,  i/,  z) 
produit  dans  le  temps  dt  un  travail. 


m 


/^,  d.v         -,    du        ,,    dz  \  , 
\      dt  dt  dt  ) 


Pour  toutes  les  masses  de  l'élément  rfT,  le  travail  rapporté  à 
l'unité  de  temps  est  : 

X  >  m  -^  =  Xêuh, 


(•)  Si  on  considère  j)ur  exemple  un  point  situé  en  dehors  de  ces  sphères  le  poten- 
tiel moyen  est  égal  à  l'intégrale 


t./ 


et  le  potentiel  vrai  est  égal  à  la  somme 


a  —  a     — 


obtenue  en  décomposant  lo  volume  du  diélectrique  en  cléments  At'  contenant  cha- 
cun une  sphère  de  Mossotti  et  un»*  seule  et  par  conséquent  finis  quoique  extrême- 
ment petits. 

On  voit  ainsi  avec  quel  depré  d'approximation  le  «  potentiel  moyen  »  représente 
le  n  p»>tentiel  vrai  ».  Ces  difl'érences  n'ont  aucune  importance,  puisque  d'une  pari 
rien  n'empêche  de  supposer  les  sphères  aussi  petites  qu'on  le  veut,  et  que  d'autre 
part  les  hypothèses  de  Mossotti  ne  doivent  être  considérées  que  comme  une  ma- 
nière commode  de  considérer  les  choses  et  n'ont  probablement  aucun  rapport  avec 
la  réalité  des  faits.  J'ai  «ru  néanmoins  devoir  entrer  dans  tous  ces  détails  afin  de 
lever  une  apparente  contradiction. 
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et  pour  le  volume  entier,  on  a  le  travail  : 

r^X/z  +  Yr  +  Zny/T. 
Or  on  a  (4)  n*>  282. 


\= T^  — 


Y  =  - 


^:~  ) 


du  K  —  /. 

d^  ^r:/f 


dz  K  —  A 

Le  travail  changé    de   signe,  est  — r—   en  appelant  U  Ténergie 
électrostatique)  ;  donc  : 

rflJ  /    /      d':>  dz>  d-c  \  , 


La  premiÎM'e  intégrale  est  égale  à  'en  intégrant  par  parties  dans 
tout  respace»), 


et  en  tenant  compte  de  Téquation  de  continuité, 


[du         dv  div\  , 


Mais 

>  V.. ;— - 
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L  intégrale  rst  donc, 


ih 


A       /    f  do     d^'O  d'O     d-'S  d'O     d^'O   \  , 

47:     I     \d.v   d.vdt         dy    dijdt         dz    dzdt  J 


\a\    secundo    intégrale   est ,    en    tenant    compte    des    relations 

'if 

//  =-r-,  etc. 

dt' 

4"         I    /    V.  ,  V   ,  4^        i     / .  df  dfj[       .  d/t  \  , 


•■ 


I/expression  du  travail  devient  ainsi, 


r/i;  A        d 


(il  H'df     I     I A  dx  /         \  dij 


m^m-mv 


K 


r<7^ <l_     I 


+  -r-^r^   /  (r+^-'  +  Z'^.'/T. 


Nous  supposerons  (|n'à  Torigine  des  temps  tous  les  conducteurs 
partent  de  l'état  neutre  et  (ju'il  n'y  a  ni  électricité  libre  ni  cou- 
rant. 

On  a  donc  pour  /  .:^_  o  : 

l   -=o 
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et  pour  une  époque  ultérieure  quelconque, 


Kr  +8'  +  /'^'  d-z. 


284.  —  Telle  est  Texpression  générale  de  Ténergie  électrosta- 
tique. Quand  on  a  affaire  à  des  phénomènes  purement  électro- 
statiques, Texpression  se  simplifie  ;  on  a  en  effet  : 

r/'f    K  —  A 

et  deux  autres  équations  analogues  ;  d'où  : 

•>.-        ., K  —  A  /  d'^  \  - 


K  —  À  '  St:      \dx 


Il  vient  donc  : 


le  signe  \  indiquant  une  permutation  circulaire  sur  les  lettres  .r, 


Ou  enfin, 


Dautre  part,  nous  avons  à  rinlérieur  des  conducteurs  : 
(6)  '^r^=:consl. 

A  rintérieur   des    diélectriques,    Téquation    de    Poisson    nous 
donne  : 


;/>#    1-  i-y.x',f,  bf.  LA   TUEOhiE  bC  BELMUOLTZ  A  CtiLL  DE  HAJirELL 

i*-  *»^';;''  ^    '^y^ji*  \'4  nà*r7tif  ^î^'TiîficatiMn  qn<?  p:uç  ban?:  J'oa.  en 
t*'Ui\/:-44'^iî\  f  ^t  ^a  Vd>ur  u    284. 

«-••  qui  (>eot  *rricore  s'^rJre. 


7[-'l] 


i'jtUh\t\i'H9u^  maintenant  un  point  de  la  surface  de  séparation 
d'-s  roii'lijrtfuf s  *-t  d'rà  diélectriques.  Nous  poserons,  conformé- 
ment a  uiif  notation  généralement  adopté»': 

^^  l  —'-  ^  m  —z^ t-n 


dn  d.r  dy  dz 

Nous  aurons  alors  en  noun  rapp<'lant  qoe  z  est  constant  à  1  in- 
térieur d<'S  conducteurs  eu  un  point  situé  dans  le  diélectrique 
mais  infiniment  voisin  de  la  surface  de  séparation: 

h 


.    fi 

dn  ^      • 


\ 


ons  iivons  pos<* 


nous  sij|qMisions  îilors  que  /,  /y/,  //  étaient  les  cosinus  directeurs 
i\i*  l:i  norniiile  diri^()v  i'crs  le  ro/idittletir  ;  si  nous  supposons 
<'oninie  dans  la  fornuile  S  que  /,  //^.  n  sont  les  cosinus  de  la 
norniiile  dirigt'ui  i^ers  le  dicli'ctriqtie,  il  faudra  écrire  : 

p     _  7  —  \lf-\-  nii:-\-  n/t] 

d^ 
/.  -^  -^  —  4"  >  +  4-   //■+  tui^+nh ) , 

v\  en  remplaçant  /',  g^  h  par  leurs  valeurs 

-  dz    K  —  /. 

f  -^ — f 7 — ;  etc. 

'  dx        4-      ' 
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il  vient. 


OU 


rfc 


r/rt  •»    L   j       V  /    ^^j 


ou  enfin  : 


(9-  '^-è=-4-H- 

J'observe  encore  que  Ton  a  : 
(  10}  charge  d'un  conducteur  quelconcjue  =-=  l  [7]  dto^ 

rintégration  étant  étendue  à  tous  les  éléments  iIm  de  la  surface 
de  ce  conducteur. 

Les  équations  (6),  (7),  [\),  et  ;'io)  suffisent  pour  nous  faire  con- 
naître la  fonction  '^  quand  on  connaît  la  charge  de  cha([ue  con- 
ducteur. 

L'équation  (5)  nous  fait  connaître  ensuite  l'énergie  U  et  Qomme 
nous  savons  (jue  le  travail  virtuel  des  attractions  électrostaticjues 
est  égal  à  raccroissenient  virtuel  de  cette  énergie,  nous  pouvons 
en  déduire  la  valeur  de  ces  attractions. 

Ainsi,  si  nous  connaissons  la  charge  et  la  position  d(*  chaque 
conducteur,  les  équations  (.V,  (();,  (j;,  ic)  et  (10)  nous  feront 
connaître  les  attractions  électrostatlc|ues.  Mais  dansées  é([Uîitlons 
la  constante  a  ne  (igure  pas  ;  nous  n'y  voyons  figurer  (|ue  le  pou- 
voir inducteur  K. 

Les  attractions  électrostati([ues,  pour  des  charges  et  des  posi- 
tions données  des  conducteurs,  ^////  sont  lUn'ujue  ohjvt  des  c.v- 
périences  èlectroslafif/tK^s,  ne  dépendent  donc  pas  de  A.  (a»s 
expériences  ne  peuvent  donc  pas  nous  faire  connaître  A,  mais 
seulement  le  pouvoir  inducteur  K  qui  est  fonction  à  la  lois  de  A 
et  de  £. 

Nous  désignerons  par  K^  le  pouvoir  inducteur  du  vide  et  par  £„ 
la  valeur  de  £  relative  au  vide. 

Dans  les  théories  anciennes  on  suppose  ([ue  le  vide  ne  contient 
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pas  (le  sphères  de  Mossoltî,  qu*il  ne  s'y  procUiît  pas  de  polarisa- 
tion diélectrique,  c  est-à-dire  que  t^  =  o  d'où  : 

et  pour  un  diélectrique  quelconque  : 

K— K 


0 


K  +  2K, 


Mais  rien  n'oblige  ii  supposer  s^  =  o.  C'est  ainsi  que  dans  la 
théorie  du  magnétisme  induit,  après  avoir  supposé  que  pour  le 
vide  X  =  o,  |JL  =  I  on  a  été  conduit,  pour  expliquer  le  diamagné- 
tisme,  à  supposer  (|ue  le  a  du  vide  est  plus  grand  que  i,  c'est-à- 
dire  que  le  vide  est  faiblement  magnétique  (Cf.  n"  274*.  On  peut 
faire  ici  une  hypothèse  analogue. 

Comme  les  expériences  électrostatiques  ne  nous  font  connaître 
(|ue  K  et  Ky,  les  phénomènes  électi'ostatûjNes  peiii^ent  s'explùjner 
fjiielle  que  soit  la  valeur  plus  petite  que  K^,  attribuée  à  A  pourvu 
que  Ton  suppose  en  même  temps  : 

K,  — A 


et  pour  un  diélectrique  quelconque  [^) 


K  — A 


K  est  exprimé  en  fonction  de  À  et  de  c,  mais  ni).,  ni  e  n'entrent 
séparément  dans  l'expression  de  l'énergie  électrostatique.  Si  on 
change  A  en  même  temps  que  s  de  manière  à  laisser  K  invariable, 


(')  Ct»«  formulas  supposent  que,  romnio  Poisson  elMossotli,  on  attribue  lu  forme 
»iphériquo  nux  parties  condurtrices  du  diélectrique.  Cette  hypothèse  ne  joue  dons 
In  tJH'orie  aucun  rôle  es.-cnticl,  elle  sert  seulement  à  ^inlplitier  les  calcnls.  Si  on 
supposait  que  la  forme  des  j)nrties  conductrices  est  quelconque,  on  arriverait  à  un 
résultat  analog^ue  et  on  trouverait  : 

K  ^  X?  (c; 

I  4-  'it 

4   {ij   étant   une  fonction  qui  se  comporte  comme  ,  je  veux  dire  qu'elle 

1    —  i 

«•roit  avec  i,  qu'elle  est  ég-ale  à   i  pour  t  =  o  et  infinie  j)our  t  =  i. 
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on  ne  changera  rien  à  rexpressîon  de  ce  que  nous  pouvons  con- 
naître expérimentalement.  L'expérience  ne  nous  fera  Jonc  pas 
connaître  À  si  nous  nous  en  tenons  aux  phénomènes  électrosta- 
tiques. 

285.—  Dans  les  idées -de  Mossotti,  ordinairement  reçues,  £=  o. 
Alors 

^'—  I-£  ""'• 

Deux  unités  d'électricité  placées  à  Tunité  de  distance,  se  re- 
poussent avec  une  force 

I  1 


A  K 


0 


Mais  on  peut  aussi  expli(|uer    les   phénomènes   en    admettant 
que  iy  ne  soit  pas  nul,  môme  pour  Tair  et  pour  le  vide.  Alors 

,.       .  I  1 


A         K. 


La  répulsion  réelle  entre  deux  unités  d'électricité  est  {)lus 
grande  que-^-,  mais  la  répulsion  oùscn'ée  dans  le  vide  est  tou- 
jours—: elle  n'est  pas  modifiée.  Elle  est  seulement  plus  petite 

que  la  répulsion  réelle  à  cause  de  racllon  de  sens  contraire  due  à 
la  présence  des  sphères  polarisées.  La  l/tcorie  Je  Maxwell  con- 
siste à  faire  \  =  o.  Pour  ([ue  K  soit  fini,  il  faut  que  2  soit  égal  à  i . 
C'est-à-dire  que  les  parties  conductrices  occupent  la  totalité  du 
volume  du  diélectri(|ue.  Cela  revient  l\  se  représenter  les  diélec- 
triques comme  des  cellules  conductrices  séparées  par  des  cloisons 
isolantes  d'épaisseur  infiniment  petite  par  rapport  aux  dimen- 
sions de  ces  ccîllules  ;')  .Cl.  i""''  partie,  n"  61  f^qq.'.  I-a  répulsion 
réelle  entre  deux  molécules  unités  serait   infiniment    grande,  / 


{•)  Ceci  110  doit  pas  être  pris  à  I<i  lettn'.  11  sciail  dinicile  ilsulnu-ttro  i[uo.  le  \'u\o. 
eût  une  seniblablo  constitution.  11  no  faut  voir  là  qu'une  laron  d'exprimer  <•<•  fait 
que,  dans  le  diélectrique,  rélectricité  ne  circule  pas.  no  si-  déplace  pas,  il  y  a  seu- 
lement puluri  nation. 
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éUuït  nul,  mais  la  répulsion  observée  entre  ces  deux  moléeuleSy 
plongées  dans  le  diélectri(jue,  est  finie. 

Les  phénomènes  éleclrodynamiques  ordinaires  ne  dépendent 
pas  non  plus  de  la  valeur  de  A  et  ne  peuvent  nous  faire  coiuuiitre 

eetlo  valeur,  —r —  est  nul  pour  des  courants  constants.  L'équation 

^ '>/u  n"  280,  s'écrit  donc  : 

4-/'  rf'f 


K  —  ).  dx 

ipiiis<|ue   les  forces  électromotrices  d%)riginc   diverse  que-  nous 
avons  représentées  par  X  sont  généralement  nulles). 
On  retombe  donc  sur  les  écpiations  du  n^  280. 

(IV 
Dans  le  cas  des  courants  variables  ordinaires,  — ;— est  généra- 

'    dt  ^ 

lement  négligeable,  il  faudra  avoir  recours  à-  dos  courants  alter- 
natifs très  rapides,  comme  dans  les  expériences  die  H«rtz  sL  Ton 

dV 
veut  ([ue  —1—  soit  assez  grand  pour  (|ue  rinlluence  du  terme  en  \ 

se  fasse  sentir. 

La  théorie  de  Maxwell  n'est  donc  en  définitive  qu'un  cas  limite 
plutôt  qu'un  cas  particulier  de  la  théorie  de  Ilelmholtz.  Tl  faut  pour 
passer  de  l'une  h  l'autre  attribuer  à  X  une  valeur  in finimerU  petite. 

Voyons  ce  que  deviennent  dans  ce  cas  les  diverses  quantités 
<|ue  nous  avons  envisagées  : 

i^  Le  potentiel  électrostatique  '^,  ainsi  que  les  diensités  o*  et 
'7]  qui,  d'après  le  n"  280,  ne  dépendent  pas  de  la  valeur  attribuée 
il  A.  restent  finis  ; 

'jf*  Au  contraire  les  densités  ([ue  nous  avons  appelées  p  et  [p] 
sont  des  infiniment  petits  du  même  ordre  (jue  a. 

On  peut  s'étonner  (jue  le  potentic»!  ,5  et  les  attractions  élec- 
trostati([ues  restent  finis  bien  (|ue  les  densités  électriques  p  et 
ip!  soient  infiniment  petites;  mais  je  rappellerai  : 

1"  One  nous  avons  trouvé  : 


C5 
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d'où:  il  »uit  que  ^  est  fini  ai*  p,  ^p    et  X  sont  des  infiniment  petits 
de  inùme  ordre  ; 

?-**  (^ue  le  tr.ivail  des  forces  électrostatl([ues  qui  est  égal  ii  la 
variation  de  la  fonction  U  définie  par  Téquation  [:^\  du  n*^  284  est 
également  fini. 

On  peut  d'ailleurs  s'expliquer  la  chose  d'une  autre  ma- 
nière. 

Rappelons^  ainsi  que  je  Tai  exposé  dans  la  première  partie, 
que,  d'après  la  manière  de  voir  que  ntms  avons  été  conduits  à 
adopter,  les  diélectriques  sont  constitués  par  des  cellules  con- 
ductrices séparées  par  des  cloisons  infiniment  minces  et  que 
chacune  de  ces  cloisons  isolantes  représente  un  condensateur 
dont  les  deux  cellules  voisines  sont  les  armatures. 

Ces  deux  armatures  ont  des  charités  émiles  et  de  sîiïne  con- 
traire  q  et  —  y;  comme  la  cloison  est  infiniment  mince,  Fac- 
tion de  ces  deux  charges  sur  un  point  extérieur  est  du  même 
ordre  de  grandeur  que  l'épaisseur  o  de  la  cloison  divisée 
par  A  et  multipliée  par  fj  ;  si  donc,  comme  nous  le  sup|)os()ns, 
C  et  À  sont  de  même  ordre,  cette  action  s(M'a  de  même  ordre 
que  q. 

Il  y  a  deux  remarque»  à  faire  au  sujet  du  calcul  des  actions 
électrostatiques  : 

i**  Nous  avons  fait  ce  calcul  en  partant  de  l'expression  de  L* . 
On  emploie  souvent  en  électrostatique  une  autre  méthode  (|ui 
est  applicable  ii  un  conducteur  librv  placé  dans  un  diélectrique 
impolarisable  {t  -=^0,.  On  considère  les  diverses  molécules  élec- 
triques répandues  à  la  surface  des  conducteurs  et  les  forces  aux- 
([uelles  elles  sont  soumises  et  on  les  com[)ose  d'après  les  lois  de 
la  statique.  (]ette  méthode  appli([uét^  à  un  conducteur  placé  dans 
un  diélectri(|u<.'  polarisahle  constitué  d'après  les  idées  de  Mos- 
sotti  donnerait  des  résultats  erronés  et  si  on  riqq)li<[uait  au  cas 
d'un  diélectri([ue  constitué  conforménient  \\  la  théoiir  de 
Maxwell  et  aux  idées  ex|)osées  dans  le  présmt  iuim«'*ro,  on  trou- 
verait une  attraction  infinir».  En  <*iret  ci?  conducteur  n«'  pourrait 
se  déplacer  sans  déranger  les  sphères  de  Mossotti  ou  les  cellules 
conductrices,  ce  qui  j)ro(luirait  un  travail  électrostatique  néga- 
tif et  par  consé(juenl  une  résislance  dont  il  y  a  lieu  de  tenir 
compte  ; 
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tP  \\  ne  faudrait  pas  non  plus  pour  calculer  U  partir  de  la  for- 
mule : 


ce  qui  donnerait  U  =o  puisque  p=o. 

En  efTet  la  fonction  n'est  pas  continue  puisqu'elle  varie  brus- 
quement quand  on  passe  d'une  cellule  à  l'autre.  Si  nous  reve- 
nons aux  petits  condensateurs  dont  je  parlais  tout  à  l'heure  et  si 
nous  appelons  q  et  (/  les  charges  des  deux  armatures,  cp  et  cp' 
leur  potentiel  ;  7  +  7'  sera  de  l'ordre  de  X,  mais  ce  n'est  pas  une 
raison  pour  qu'il  en  soit  de  m^me  de  7'f  H-y''>p'  puisque  -^  —  '^' 
n'est  pas  un  infiniment  petit  de  l'ordre  de  )w 

On  a  d'ailleurs 

JpWT=^(7'f  +  7V), 

les  intégrations  étant  étendues  h  un  volume  quelconque  et  les 
sommations  à  tous  les  petits  condensateurs  contenus  dans  ce 
volume. 

On  conçoit  donc  comment  la  première  intégrale  peut  être 
nulle  sans  que  la  seconde  le  soit. 

286.  Vitesses  de  propagation  des  perturbations  électro- 
magnétiques. —  Cherchons  comment  se  propagent,  dans  les 
diverses  théories  électromagnétiques  en  présence,  les  pertur- 
bations électrodynamiques.  Si  les  vitesses  de  propagation  qui 
sont  fonctions  des  quantités  A,  k  et  K  sont  accessibles  à  Texpé- 
rience,  ce  sera  un  moyen  de  déterminer  quelqu'une  de  ces  quan- 
tités. 

On  a  dix  équations  aux  dérivées  partielles  définissant  les  dix 
quantités  //,  f^,  n',  a,  J3,  •%  F,  G,  II  et  '<p. 

Considérons  en  effet   un  diélectrique  de  pouvoir  inducteur  K. 

On  a  (n^280,  éq.  [  s>.]\ 

/^T.f     d'j         dV 

K  —  A  dj-         d( 
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En   différentîant  par   rapport   à    /,   et  eu   tenant  coniplo   dos 

relations  ii=—^  ,  etc.,  il  vient 

(ft 


4'^ii 


\ 


K— ). 

4~<' 

K       A 

4«n' 

K— À 


d.vdl 

d'V 
di' 

d'f 

d'G 

dijdt 

dt' 

d'i 

1 

dm 

rfrrf/ 

dt' 

d'autre  part  on  a  les  équations  (i5)  du  n^  268 


\ 
I 


a  y         dz  du'dt 

doL         r/v        ^     d'o 
dz         dj'  dt/df 

di         d%         .     d''^ 
47:»v-=  -y h  A 


dx         dij  dzdt 

les  équations  (ly)  du  n°  275 


dïl         dG 
a  =  «jLa  = 


i 


dij  dz 


dl^         dU 

if  =  fJLiJ  =  — ; ; 

' '  dz  dx 

dC  r/F 


l    I 


d.v  dij 


et 


dV         dG         dll  ,.    d'^ 

J  -^  —j h  -1 h— r-  =^  — 1<^^ 


d.v  dij  dz  (U 

Considérons  niaintcMiant  une  j)crturl)ali()u  éleclr()nKi<rnéii([iu' 
dans  le  milieu  diéleclri(juo.  Supposons  qu'on  ait  une  onde  phmc 
perpendiculaire  à  O.v  :  les  ([uanlités  qui  figurent  dans  1rs  (''(|ua- 
tions  précédentes  seront  donc  fonctions  seulement  d<'  v  ri 
de  /. 
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Ces  «'-({Uiitions  deviennent  pnr  suite. 


:") 


II 


(III) 


K  —  A  dxdt         (il- 

K  —À  ^        1?" 

d'-i 


(IV  4"''  =  '- 


d.tdt  ' 


(\i  4t:(-=: j^, 

d.r 

|\  I)  4~"'  =  ~7 — ' 


Vil 


r/.r 


VIII,  v/i^-    '^" 


IX 


f/.f  ' 
dc. 

•JLV 


(LV  (il 

i"    Mludions  d'abord    l'onde  ).on(;itui)ixale.    Supposons    donc 

I  t 

Il    rcsU»  K,  '^,  //  et   on  n'a  (ju'ii  satisfaire   aux  trois  écjualions 
.  I),  iIV!  et  (X:  :  les  autres  sont  satisfaites  d'elles-mêmes, 
(lomparons  f  1  ;  et  (IV  ;  on  a. 


d'-^           (i'F 
(I)  4-//^  —  :'K  — )'-^-' — -  K— a), 


(lu'dt 


I  ."■  »  ■ 


d'où 
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À         d'-o  d-z^         d-V 


K— X   djidt  dxdt         dt' 


d'où  encore, 


dn^  d'o    (  A      \  d'o         K 

dl^   "^        dxdl  V'  +  K  — /J~"       ^/.rr//  k  — X' 

d'autre  part  en  dilFcrentiant  la   relation  fX)  par  rapport  à    r,  il 

vient 

d'¥  ,.     rf^- 


..  -_ /;)  .    _r^ 

lPoù 


dxdt         X'A    r/.^" 
La  relation  précédente  en     ,  ,    devient  ainsi 

(/-F         ./-F  K 


t 


If^         (iy^    .R— A}a 


I^a  vitesse  de  propagation  des  ondes  longitudinales  est   done. 


^'  ~  V   K-Â)^>.' 


2"  Omjes  thaxsversales.  —  On  peut  satisfaire  aux  équations  en 

posant 

F  :i^  I [  — ^  //  --  u'  —   a  -^  'i—.'^^^o. 

Restent  G,  y,  i'  et  les  trois  éciuutions  (H:,    \')  et  (IX 
Comparons  (II)  et  ''V)  ;  on  a 

(II)  4' 


(V) 
d'où 


_ 

K- 

d'C, 
dl- 

1 

4"<' 

- 

(h 
dr 

1 

I 

''y 

lu 

'. — : 

dl' 

m 

F 

L  

A 

» 
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craiitre  part  en  dlHereiitiant  (IX)  par  rapport  à  .z-,  il  vient, 


dx         [JL    dx' 


II  en  résulte  que, 


d'G  I  d'O 


La  vitesse  de  propagation  est  donc, 


i        x  / 


287.  —  Il  y  a  des  cas  où  Tonde  longitudinale  ne  peut  se  pro- 
pager. Ce  sont  les  cas  où, 

/i  =  o  ; 
A=^  o; 
K  =;  /.. 

La  vitesse  de  propagation  est  alors  infinie.  C'est  Thypothèse 
de  Maxwell  ;  les  vibrations  sont  alors  transversales. 

Pour  les  ondes  transversales,  si  A=K,  la  vitesse  de  propagation 
est  infinie.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  Taneienne  théorie  de  Mos- 
sotti.  d'après  hujuelle  A  est  égal  à  la  valeur  K^  du  pouvoir  in- 
ducteur du  vide;  ;ji^y=  i.  Dans  cette  théorie,  dans  le  vide  (ou 
(huis  l'air  ,  il  n'y  a  pas  propagation  d'onde  transversale,  pas  plus 
que  d'onde  longitudinale. 

Dans  la  théorie  de3ïa\well,  il  n'y  a  (|ue  des  vibrations  trans- 
versales et  leur  vltessse  de  propagation  V^  est  égale  à  la  vitesse 
(»  de  la  lumière.  Nous  nous  supposons  placés  dans  le  système 
électromagnétique,  l'expérience  nous  apprend  que  K„  est  l'in- 
verse i\w  carré  de  la  vitesse  de  la  lumière:  ;-"•„=  i.  Si  on  donne  à 
A  la  valeur  t),  on  a  \'j  =  i».  Si  on  donne  à  A  une  valeur  positive 
dillérente  de  o,  in\  a  j)our  V,  une  vitesst»  supérieure  \\  celle  de  la 
lumière.  La  théorie  de  Maxwell  se  déduit  donc  de  la  théorie  de 
Helmholt/.  en  faisant  A:^:-:o. 
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288.  —  Reprenons  les  équations  du  n*'46  avec  celte  valeur  de  )* 
Nous  avons, 

.     K    "~~       dv        d(  ' 

4^^/*  _     rf?      ^/ii 

^  "  K  ~~  dz  ~nr' 


\ 
I 


\tu> 


dt         d 


dz         dx  ' 


,  di         doL 

^"'''"--'lû-'dii' 

dW        dC. 


a  =  'x% 


\ 
I 


t 


ly         dz  ' 


,,       dF        dll 
dz         dx 

di\         dF 


»     < 


fix  dij 


d¥         di\         d\\ 

J  --— h -7 h -7—  =^- 

dx         a  y  dz 

Diffcrentions  les  équations  du  second   groupe  respectivement 
par  rapport  à  .r,  //,  3  ;  il  vient 

dn  dv  d\v 

-   —  o 


dx  dy  dz 

c'est-à-dire  — r-  =^  o.  I/cleclricité  est  incompressible  ;    tous   les 

dt  * 

courants  sont  fermés. 

0  ne  varie  pas  avec  le  temps  ;  si  p  =  o  à  Torigine,  la  densité 
vraie  de  Télectricité  est  toujours  nulle. 

On  voit  en  somme  cpie  si  A  =  o,  le  k  (rHelmholtz  n'entre  j:as 
dans  les  équations.  On  passe  donc  à  la  théorie  de  Maxwt'll  en 
faisant  A  =^  o  et  en  laissant  k  ([uelconcpie. 

PoiNCARF.  Kîcc'lrioilé  el  Optiijiio,  11 
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lieliiiholtz  clil  dans  sa  prrface  (|iroii  passe  à  la  théorie  de 
Maxwell  m  laisanl  /  -—  o.  (]e  n'est  pas  exact  ;  on  obtient  bien, 
en  laisanl  /r  -=^  o,  ré(jnalion  .1  ^=  o  \\°  26  ,  mais  ponr  dédnli'c  de 
la  iormnle  donnant  V,  la  vitesse  des  ondes  transversales  telle 
(jn'elle  est  dans  ^lawvi^ll,  on  est  obli<ré  d'introduire  des  Iivpo- 
tlièses  eompléuKMitaires.  C'est  d'ailleurs  ce  ([u'Ilelnilioltzexpli([ue 
dans  h;  eouraîil  de  l'ouvrage  en  complétant  ainsi  l'assertion  de 
sa  pi'élace  «jui  a  cependanl  trompé  (piel([ues  personnes    '•. 

Au  contraire^  en  faisan!  A  -—  o,  cela  sullit.  11  n'est  pas  éton- 
nant (ju'on  n'ait  pas  ii  donner  à  /•  une  valeur  particulière  pour 
faire  rentrer  la  théorie  de  Maxwell  dans  celle  de  llelmhollz  : 
Maxwell  ne  considère  <[ue  des  courants  fermés,  /•  doil  donc  tou- 
jours disparaître  des  é(|i;ations. 

Nous  avons  niontié  seulement  jusqu'ici  en  (juni  consiste  la 
théoii(»  de  Maxwell  et  comment  on  peut  la  faire  rentrer  dans 
celh*  (h'  llelmholtz.  H  restera  à  donner  les  raisons  <pii  doivent  la 
lairt^  adopter  de  préférence  ii  toutes  les  autres. 

289.  —  Revenons  aux  ondes  transversah^s  :  le  courant  est  di- 
rigé suivant  (hj  et  la  force  magnétlcjne  suivant  (Iz  ;  ces  deux  per- 
turbations, éleclri<iue  et  magnéti<pie,  sont  dans  le  plan  de  l'onde, 
mais  pei[)endiculaires  entre  elles. 

La  lumière,  d'après  Maxwcdl,  est  une  perturbation  électro- 
magMéli([ue  ;  mais  on  peut  supposer  cpie  le  plan  de  polarisation 
de  la  lumièi'e  est  perpendiculaire  il  la  vibration  électricpie  et 
contient  la  vibration  magnéticpie,  ou  iaire  l'hypothèse  inverse. 
La  <(ueslion  de  la  direction  de  la  vibration  par  rapport  au  plan 
de  polarisation  paraît  plus  accessible  ii  l'expérience  dans  le  cas 
de  l'électricité  <pie  dans  le  cas  de  la  Inmière;  et  Ton  peut  attendre 
des  expériences   éIectromagnéti([ues  (b»s  arguments  en  faveur  de 


(';  IIiMiiIliull/  ilit  «Ml  l'IVi't  qin"  |)i»ur  passer  <lo  su  tlirorir  à  reile<l«*  Maxwell  il  con- 
\w\\\  «lo  fain'  : 

A  =  o,  s  —  OC  0  =  OC  . 

«•«'  <]ui  avt'<*  nos  notations  ri>\i(>nt  à    faiiv  : 

/   =  o,  À  =  1»,  X  r=   oc   . 

11  n"v  a  aiiruno  laism»   pour  tain' A   --  o  ni  X  =  OC  ;  tlii  nioinrnl qu'on  fail  À  =  <»t 
on  :'rlrt>uvo  lai  thôorio  «io  Maxwell  quels  que  soi.'nt  f*  ol  x- 


Tune  des  deux  hypothèses.  Pour  Maxwell,  h»  vibration  lumineuse 
est  parallèle  à  la  force  magnétique  ;  et  celle-ci  est  dans  le  plan 
de  polarisation,  conformément  à  riiypothèse  de  Neumann  et 
contrairement  à  celle  de  Fresnel  ;  le  courant  est  perpendiculaire 
au  plan  de  polarisation. 

Une  remarque  encore  sur  la  vitesse  de  propagation  des  ondes 
longitudinales.  A  étant  diflerent  de  zéro,  on  pourrait  se  débar- 
rasser de  ces  ondes  en  taisant  A*  =  o  ;  mais  on  pourrait  arriver  au 
même  résultat  en  taisant  A*  négatif.  On  aurait  alors  des  rayons 
évanescenls  et  Ton  retomberait  sur  les  idées  de  (".auchy  (*),  mais 
dans  ce  cas  ré([uilibre  est  instable  comme  nous  l'avons  démontré 
m"  34: . 

J'ai  exposé  d'ailleurs  dans  la  Théorie  inathcindtitjtie  de  la  bt- 
niière  qu'avec  les  idées  de  Cauchy,  l'éther  serait  en  é([uilibre 
instable. 


Ç}    Poi.NCARK,    Thcoriv    mai/icffiuh'f/ite   de    la    lumière,    p.   jS.   iv  47.    (i.    Carré  et 
C.  NiukJ,  éditoiirs. 
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290.  —  Avant  d'entrer  dans  l'étude  délainée  de  cette  théorie, 
commençons  par  indiquer  en  quelques  lignes  les  idées  que  Hertz 
avait  sur  le  point  de  départ  des  autres  théories  électrodynami- 
ques proposées  avant  lui. 

Il  constate  d'abord  qu'en  allant  de  l'idée  de  la  simple  action  h 
distance  à  l'action  par  l'intermédiaire  d'un  milieu,  on  peut  se 
placer  à  plusieurs  points  de  vue  différents  (*)  : 

i**  Action  à  distance,  —  Pour  ({ue  cette  action  puisse  s'exercer 
il  faut  que  les  deux  corps  entre  lesquels  elle  s'exerce  existent  en 
même  temps  ;  s'il  n'y  en  a  qu'un  seul,  cette  action  électri([ue  ne 
peut  pas  exister  :  c'est  le  point  de  vue  astronomique  de  l'attrac- 
tion réciproque. 

2°  Point  de  vue  de  la  théorie  du  potentiel,  —  On  suppose 
que  la  force  électrique  existe  mèmç  avec  un  seul  corps  électrisé, 
avant' qu'on  introduise  dans  le  champ  un  autre  corps  électrisé. 

3^  Polarisation  du  diélectrique.  —  On  suppose  les  diélectri- 
ques constitués  de  cellules  qui  s'électrisent  par  influence.  Si  on 
considère  un  condensateur,  les  forces  qui  s'exercent  entre  les 
armatures  seraient  alors  dues  non  seulement  aux  charges  des 
deux  armatures,  mais  aussi  aux  charges  des  cellules.  (Vest  le 
point  de  départ  de  la  théorie  de  Poisson. 

Si  on  attribue  aux  cellules  le  rôle  principal,  les  forces  à  dis- 
tance ne  jouent  plus  alors  qu'un  rôle  minime;  on  ne  peut  cepen- 
dant les  négliger  faute  de  supprimer  en  même  temps  l'action  par 
influence  sur  les  cellules  :  c'est  l'idée  de  Helmholtz. 


(')    Hkrtz.    Vntersuchun^^n    tiber     Ausbrciiting    der    clectnschen    Kraft,    p.    i 
(Leipzig,  Burth,  1892).  Voir  aussi  La  Lumière  électrique  du  21  mai   1892. 
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4°  Suppression  de  tonte  action  à  distance,  —  Le  champ  con- 
siste alors  en  une  certaine  polarisation  du  diélectrique  :  c'est  l'idée 
de  Maxwell.  Cependant  le  livre  classique  de  Maxwell  ne  s'expli- 
que pas  complètement  en  partant  de  là.  Hertz  attribue  ce  défaut 
de  clarté  à  deux  causes  : 

a]  Le  mot  «  électricité  »  n'a  pas  un  sens  précis  dans  ses  rai- 
sonnements :  il  l'emploie  pour  désigner  l'électricité  dans  le  sens 
vulgaire,  dans  le  sens  fluide  incompressible,  etc. 

lA  l/ouvrage  de  Maxwell  ne  forme  pas  un  seul  ensemble 
d'idées  :  il  donne  plusieurs  théories  se  rapportant  au  même 
sujet,  puis  il  les  abandonne  successivement,  de  sorte  qu'on  y 
trouve  plutôt  un  mélange  de  théories  qu'une  théorie  unique. 

En  somme,  Hertz  n'admet  que  les  équations  établies  par 
Maxwell,  en  laissant  de  côté  le  texte  de  son  ouvrage  classique 
comme  étant  obscur,  et  il  essaie,  en  se  posant  ses  équations 
finales  d'avance,  de  faire  une  théorie  y  conduisant. 

C'est  cette  théorie  de  Hertz  que  nous  nous  proposons  d'expo- 
ser et  discuter  en  détail t 

Toute  la  théorie  de  Hertz  est  contenue  dans  deux  mémoires 
célèbres  qu'il  a  publiés  en  1890  et  qui  sont  intitulés  :  Sur  les 
équations  fondamentales  de  Vèlectrodynamique  des  corps  en 
repos  (*)  et  l'autre  Sur  les  équations  fondamentales  de  Vèlectro^ 
dynamique  des  corps  en  mouvement  (-).  H  y  aurait  peut-être 
des  réserves  à  faire  sur  cette  distinction  peu  justifiée,  car  les 
actions  électriques  étant  mesurées  au  moyen  de  petits  corps  qui 
sont  mis  en  mouvement,  ces  petits  corps  en  mouvement  modi- 
fient un  peu  le  champ  ;  mais  on  peut  supposer  qu'ils  le  modi- 
fient peu. 

Nous  diviserons  donc  l'étude  de  la  théorie  de  Hertz  en  deux 
parties  :  Télectrodynamique  des  corps  en  repos  et  Télectrodyna- 
mique  des  corps  en  mouvement,  et  nous  emploierons  les  nota- 


f')  Hkht/..    yachrichlcn  l'on  (ter  hW/ii^I.  (iesellscha/l,  mars    i8i)0,  ci  La   Lumière 
éteclrique  du   19  juillet   iSyo  et  nunu'ros  >uivunts. 

Cl  Hkkt/.  Wiciicman,^  Annalen^  l.  XLI,  p.  lOy;  ou  La  Lumière  e'iectrit/ue  du  6  dé- 
n.'uibre  1890  et  nuuiéro  suivant. 
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lions  de    Maxwell    qu'on    retrouvera    aussi   dans   la  théorie   de 
Lorentz. 


ÉLECTRODYNAMIQUE    DES   CORPS    EN    REPOS 

291.  Première  loi  fondamentale.  —  Considérons  une  sur- 
face S,  quelconque,  limitée  par  une  certaine  courbe  fermée  C. 
Nous  savons  que  si  le  champ  varie  et  si  le  contour  de  la  surface 
est  constitué  par  un  fil,  il  naît  alors  dans  ce  fil  un  courant  d'in- 
duction et  la  force  électromotrice  d'induction  est  représentée 
par  rintégrale  de  ligue, 

que  nous  écrirons  plus  simplement 


\B^ct» 


Fig.  44. 

le  signe  ^  s'étendant  aux  composantes  du  vecteur  (P,  Q,  R)  qui 

représente  la  force  électrique,  et  aux  coordonnées  x,  y,  z. 

L' expérience  nous  apprend  que  cette  force  électromotrice  qui 
prend  naissance  dans  les  circonstances  énoncées  plus  haut,  est 
égale  à  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  flux  d'induction  ma- 
gnétique qui  traverse  la  surface  S  limitée  par  le  circuit  en  ques- 
tion. 

On  a  donc, 


(,)  /     \  Pd.v  =  ~j-    I    (*(/a  +  /«^i  +  /iy)rfco, 


rintégrale  du  premier  membre,  étant  étendue  à  toute -la  courbe  C 
qui  limite  la  surface  S  et  l'intégrale  du  second  membre  s'éten- 
dant  à  toute  la  surface  S. 

(/,  ///,  n  sont  les  cosinus  directeurs  de  l'élément  rfo>.) 


î \r,  iLFXTnoDryAMiQf^,  des  coitrs  i:.\  repos 

292.  Equations  fondamentales  de  Hertz  et  de  Maxwell,  — 
rr.'iiisidrnions  !<.•  pn-niior  nifmhn»  dr  la  relation  i)  ii  Taîde  du 
théiirènie  de   Slokes;  il  vient, 

riiil^'^rale  <Iii  serond  membre  s'étendant  à  toute  la  surface  S. 
I.a  relation   'i     d«;vient  donc, 


/v„,.,ff';i_iî.)._-4  /vy. 

f     .i-J  V  dz  dif  !        dl      f     ^Là 


=  /  Vw..> 


d'j.* 

~dr' 


D'où,  cil  identifiant  les  cocflicients  de  Ww,  mdoj,  ndo), 

«-.cH(U:e'  \  '''     ''•■     ''y 


d'xy. 

1 

dii 

dix 

1     1 

'   dz 

'if 

d\\ 

d.v 

dV 

dz' 

d\* 

d() 

df  dij  d.r 

(le  sont  /vs  prcDiii'reH   cfiua lions  fondamentales  de  fferfz. 
Si,    an    lien    de   considérer    le    llnx    d'induction     magnétique 
d'après    lleriz,     on    considère»    le    (lux     d'induction    magnétique 
d'après  Maxw<*ll  qui  d<'*signe  par  a^  />,  c  les  composantes  de  Tin- 
dnction  magnéli([ue,  on  obtient 


1     fl 


au 


'r'' 


if 

ih 
ii 


d() 

dl{ 

dz 

'(y' 

d\\ 

dV 

d.v 

dz  ' 

</!' 

do 

r 

(le 

df  dij  d,r 


EQIATIOSS  FOyDAMEyTAJj:S  /  ij7  A    /k^ 

Introduisons  maintenant   le    potentiel    vecteur  ;    posons   avec     Of^^^liy) 
Maxwell 

.  dt  dx  --  -      9 

\^  dG        dl 


K,  G,  H  étant  les  composantes  du  potentiel  recteur  et  y  étant  le 

.  ,    ,,  .  ^F    dG    dl\  , 

i)0tentiel  électrostatique  , —7-,  -r- -, —r-  représentent   les  compo- 
*  ^      '  dt     dt      dt        ^  ^ 

santés  de  la  force  électromotrice  d'induction  d'origine    magné- 

d'j     d'I     d'I 
tique  et  V->  t^-,  "T"  représentent   les    composantes   de  la    force 
dx    dij     dz       * 

«'•lectromotrice  d'induction  d'origine  électrostatique. 

Remplaçons  dans  (2)  P,  Q,  R  par  leurs  valeurs  (3)  ;  il  vient. 


I 


da 

dm 

d'G 

dl 

dydi 

dzdt 

db 

d'F 

dm 

dl 

dzdt 

dxdt 

de 

d'G 

d'F 

dt  dxdt        dydt 

d'où,  par  intégration, 


3,  CUm£/|4'C^,  \  ^ip 


dll         dG 

«=  -7 7 hC\ 

(11/         dz 


/ 


dz  dx 

dG        dV 


dx         dfj 


+  e.  . 


Mais    on  peut  supposer  nulle  la   constante   d'intégration  ;  en 
elFet,  nous  avons  la  relation  (n**  102) 

I      "9%  da         db  de  ,..  ... 
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et,  d'autre  part,  nous  ne  savons  définir  le  potentiel  vecteur  que 
par  ses  dérivées  ;  il  n'est  donc  déterminé  qu'à  une  constante 
près. 


11  reste  alors, 


// 


\  ,         dV         dll 


ly         dz  ^ 


dG         dF 


C  =z= 


d.v         dy 


293.  Courant  total.  —  Rappelons  rapidement  les  idées  de 
Maxwell  sur  la  nature  du  courant  électrique,  pour  les  comparer 
à  celles  de  Hertz. 

C0  Maxwell  désigne  par  les  lettres  m,  r,  H'  les  trois  composantes 

du  courant  total.,  c'est-à-dire  le  courant  de  conduction  plus  le 
courant  de  déplacement.  Mais  qu'entend-on  par  déplacement 
,  électrique  ?  —  Considérons  un  diélectrique  placé  dans  un  champ 
électrique  ;  ce  diélectrique,  par  suite  de  l'action  du  champ  se 
trouve  dans  un  état  d'équilibre  contraint,  analogue  à  l'état  dans 
lequel  se  trouve  un  ressort  bande.  Maxwell  représente  cet  état 
d'équilibre  par  un  vecteur  qu'il  appelle  déplacement  électrique  ; 

J3  il  représente  ses  composantes  par  /*,  g.,  h  ;  il  désigne  en  outre 
1/  les  composantes  du  courant  de  conduction  paryi,  q,  r.  Si  le  champ 
électrique  dans  lequel  se  trouve  le  diélectrique  est  variable,  le 
déplacement  électricpiesera  naturellement  variable  et  il  résulte  de 
cette  variation  du  déplacement  électrique  un  phénomène  que 
Maxwell  appelle  courant  de  déplacement.  11  désigne  ses  compo- 
santes par 

-^  HT'      HT'       HT' 

qui  sont,    comme  on  le  voit,  les  dérivées   par  rapport  au  temps 
des  composantes  du  déplacement  électricjue. 

Ce  courant  de  Maxwell  produirait,  d'après  lui,  les  mêmes  effets 
électrodynamiques  que  les  courants  ordinaires  ;  c'est  là  une 
hypothèse  qui  a  été  pleinement  justifiée  par  les  expériences  de 
Hertz. 


(5) 
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Ainsi  donc,  cKaprès  Maxwell,  le  courant  total  est  représenté  par, 

dt  ' 

d<r 


iv  =/•-[- 


dl 

dl  ' 


294.  —  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  lois  qui   régissent 
les  courants  de  conduction  et  de  déplacement. 

Les  courants  de  conduction  sont  régis  par  la  loi  d'Ohm, 

).  étant  un  coefliicient  dépendant  de  la  conductibilité  du  milieu. 
Seulement,  cotte  loi  suppose  que  dans  le  milieu  conducteur  con- 
sidéré, le  courant  n'a  à  vaincre  que  ce  qu'on  appelle  la  résis- 
tance caractéristique  de  ce  milieu  (ju'il  traverse  ;  mais  si  dans  ce 
milieu  il  y  avait  aussi  des  forces  électromolrices  d'origine  chi- 
mique ou  thermique,  des  effets  l^eltier,  etc.,  il  faudrait  alors 
représenter  dans  notre  formule  ces  forces  par  un  terme  complé- 
mentaire; appelons  Py,  Qy,  R^  ces  termes  complémentaires  ;  il 
viendrait  alors  dans  ce  cas, 


K=:^f-^; 


X 


/ 


(^uunt  au  déplacemsnt  électrique  il  est  proportionnel  à  P,Q,  R; 
Maxwell  représente  ses  composantes  par 

f-=^P,      ,^=J^Q,      A=^R.  J>**^ 

4^  4*^  4^ 

K  est  ce  qu'on  appelle  le  pouvoir  inducteur  spéciflque  du  dié- 
lectrique. Dans  le  vide,  ce  coellîcient  est  égal  îi  l'inverse  du 
carré  de  la  vitesse  de  la  lumière. 

Maxwell  démontre  en  outre  la  relation  suivante  (11"  87), 

dft  dv  dw  J*^t^^j»Ê 

Cette  relation  signifie  que  si  l'on  tient  compte  des  courants 
de  conduction  et  des  courants  de  déplacement,  il  n'y  a  alors  ([ue 
des  courants  fermés. 


ti,kf(i^'j/ 


]H«a(5 
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Ilerlz,  dans  sa  tht'orio,  iutrotluil  ii  la  place  du  vecteur  Z',^*^,  //)  de 
Maxwell  un  aulre  \ecleui'  ([u'il  appelle  induvlion  rlci'trifjitc  v\ 
dont   il  représente  les  composantes  par 

Kl\       KO,       KH. 

On  voit   (|ue  ce  n(»uveau   vecteur  de   Hertz  est  égal   au   vecteur 
/',  ^^  //    de  Maxwell  au  lacleur  4  "  près. 

295.  Seconde  loi  fondamentale.  —  Reprenons  la  surface  S 
préci'demnienl  considérée,  limitée  par  la  courbe  C^  et  considé- 
rons une  masse  maj^inHiijue  décrivant  cette  courbe  ;  celte  masse 
magnéli([ue  est  soumisi!  de  la  [)art  du  champ  extérieur  à  un<»  lorce  ; 
\c  travail  de  cette  force  est   r<»présenté  par  linlégiale  de   ligne. 


j\a./.rH-rj.///  +  v,/-) 


rinléffrale  étant  étendue  au  contour  C 

\,\\vj)crience  nous  apprend  ([ue  cette  intégrale  est  égaie  au 
produit,  changé  de  signe,  du  facteur  constant  4~  pi^i'  h*  (juantité 
d'électricité  ([ui  traverse  la  surface  S  ;  on  a  d(»nc. 


èx-^rK^  ■:: 


(///  +  ///('+  nw   (uo. 


£H 


2?6.  —  Tiansformons  la  première  intégrale  par  le  théorème 
(h*  Stokes,  comme  nous  l'avons  fait  précéih*mment  pour  Tmlé- 
grale  de  ligne  de  la  force électri([ue,  la  relation  ij)  d(»vieiit  alors, 

J  -^  ^''   ""'      J  -" 

d'où,  en  identifiant   les  cotiliclents  de /^ao,  /;;r/(o,  /?</(.>, 


<!-         <Pj 


\  ; 

()  4-.'  —-.- -'-. 


relations  de  MaxNvell. 


^—iv    — 

dx  dlj 


ÉQl  A  T/OyS  l'OSDAMF.y  TA  LES  3  )  i 

Maïs  il  importe  de  remarquer  que  l'expérîenee  n'a  jamais  porté 
(pie  sur  des  eourants  fermés  ;  son  extension  au  eas  des  courants 
non  fermés  décharge  d'un  condensateur  par  exemple)  a  été  faite 
par  Maxwell,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  plus  haut,  à  condition 
de  prendre  pour  courant  total  la  valeur 

% 

297.  —  llemplaçons  maintenant  dans  c)  //,  \\  iv,  par  leuis 
valeurs    .") \  il  vient 

« L_    -        /  — /i_l_    {—   L_ 

I ï      —  4  '^^  -i-  4  '-  ^77' 

dij  <iz  (<( 


\: 


loi         fh         ,        .    ,     ftV 

7 -h  —  î"y  +  4-  -  ;,-  ^ 

j    dz  ax  (it 

'    r/,'j  (h.  ,      (Ih 

dx  dy  dt 

,.       K[>  .,   .    df  I      r/KP 

/^  — —  ,  etc.  ;  d  ou  -r-  r.^^ T—  ,  etc.  ; 

les  relations  Tio)  deviennent  donc, 


Or 


\ 


3^  e,c**A£M-4q 


(< 


it  diJ 


,    rfKQ        di.        dv 

dl  dz  d,v  ' 


'     d\ 


IKW  _  d'^  _  ^  _  /-. . 


dt  dx  djj 

C'est  le  deuxième  groupe  des  équations  fondamentales  de  Hertz. 

298.  —  La  relation  (j)  peut  se  mettre   sous  une  autre  forme. 


Nous  avons, 


;h'^*-Jk*''^ 


lud(o. 
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Or,  d'après  (i  i) 
donc 

Remarquons  que  si  notre  surface  S  se  trouve  placée  dans  un 
diélectrique,  le  courant  de  conduction  est  nul  et  la  relation  (12) 
devient, 


><^  -  il^  P>       -  /  ^ 


'.d.r=4-    I     >  IKPdio. 


299.  Définition  de  Vèlectricitè  et  du  magnétisme  d'après 
Hertz.  —  Voici  comment  Hertz  définit  les  quantités  d'électricité 

et   de   magnétisme  qui   se  trouvent  à  Tintérieur  d'un   volume  T 

limité  par  une  surface  S. 

Hertz  dislingue  d'abord  le  magnétisme  libre  et  le  magnétisme 
vrai,  puis  l'électricité  libre  et  l'électricité  vraie. 

La  ([uantité  de  magnéiisme  libre  ii  l'intérieur  du  volume  T  est, 
par  définition^  le  llux  de  force  magnétique  total  ii  travers  la 
surface  S  qui  limite  le  volume  T,  divisé  par  ^k. 

Le  magnéiisme  vrai  se  définit  de  la  même  manière,  seulement 
au  lieu  de  considérer  le  flux  de  force  magnétique  on  considère 
le  flux  d'induction  magnéli([ue.  On  peut  par  conséquent  écrire 
symboliquement, 

...             flux  de  force  magnétique 
magnétisme  libre  = ; , 

/                 .                .           flux  d'induction  maffnéti(iue 
mai;nét:sme  vrai    == ; = 
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h' électricité  libre j  c'est  le  flux  de  force  électrique  divisé  par 
471;  seulement  comme  je  prendrai  les  unités  électromagnétiques, 
il  faut  introduire  en  plus  le  facteur  K^,  (valeur  de  K  dans  le 
vide). 

l/électricité  vraie,  c'est    le   flux  d'induction  électrique   divisé 

par  4'^- 

On  a  donc  encore, 

,         .....              flux  de  force  éleclrique         ., 
électricité  libre  =  • ; —  X  K., 

4^ 

,         ...        .  flux  d'induction  électrique 

électricité  vraie  = — . 

4- 

Nous  voyons  donc  que,  pour  Hertz,  ce  qu'on  appelle  électricité 
et  magnétisme  ce  n'est  pas  un  fluide,  ce  n'est  pas  quelque  chose 
de  matériel,  mais  bien  une  expression  purement  analytique  : 
une  intégrale  ;  ce  qui  existe  elFectivement  c'est  la  force  élec- 
tri([ue  et  la  force  magnétique.  Hertz  suppose  le  champ  électrique 
et  le  champ  magnétique  bien  déterminés  quand  on  se  donne  en 
chaque  point  la  valeur  du  vecteur  appelé  force  électrique  ou 
force  magnétique  (*). 

300.  —  Traduisons  les  définitions  précédentes  analytif/uement. 
Commençons  par  le  magnétisme  libre. 

Magnétisme  libre,  —  Considérons  un  élément  de  volume  rf-r, 
limité  par  une  surface  S.  Le  flux  de  force  magnétique  à  travers  S 
a  pour  valeur  : 

dx         dij         dz  I 

Désignons  par  M  la  densité  du  magnétisme  libre  ;  nous  avons 
pour  cette  densité,  par  définition, 


^  dx  du  dz        AmÀ  dx 


('•)  Hertz  indique  deux  cas  où  In  connaissance  des  deuv  vecteurs  (P,  Q,  R)  ;  (a,  ^, 
y)  ne  suflil  pas  pour  déterminer  toutes  les  propriétés  du  champ  magnétique;  c'est 
le  cas  du  magnetisntc  permanent  et  le  cas  de  la  dispt.alon.iSoxv  PoiNCARÉ,  Oscilla- 
tions electri(/nes.  p.  7.  G.  Carré,  éditeur.) 

PoiNCARK.  Electricité  et  Optique.  u3 
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Or,  d'après  Maxwell, 


et 


'    rt  =  a  +  ^-K.K , 


3  s  H  +  '»'rI 


par  conséquent, 

r 

Donc, 

c'est  la  densité  du  magnétisme  liùre. 

Magnétisme  ^>rai.  —  Ou  a,  en  appelant  Mj  la  densité    du    ma- 
gnétisme vrai, 


(.5; 

si  nous  posons 


«  =  «jia  +  4^\- 

^'  =  :^V  +  4-^^.  ; 


B-f^'f*^^^ 


de  sorte   (jue  A^,  B,^,  C^,  soient   les  composantes   de  l'aimantation 

penuancnt^',  on  aura,  '' 

\y  du              yryd^xr    ,    ,    v  ^^A,  çk}^90%M^f^hi^n 

^  dx  jLâ   dx     '  ^  dx 


par  consé([uonl, 

r/A 


(,())  M^=-y 


i» 


rf.r  ■ 


*4^«-^-Ç 


La  densité  du  magnétisme  r/v//  a  donc  la  même  expression 
que  celle  du  magnétisme  libre,  à  cela  près  que  les  composantes 
de  l'aimaiitalion  totale  sont  remplacées  par  les  composantes  de 
l'aimantation  permanente . 
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Le  magnétisme  libre  c'est  donc  le  magnétisme  total,  tant 
permanent  qu'induit  ;  le  magnétisme  vrai,  c'est  le  magnétisme 
permanent. 

Electricité  craie,  —  C'est  celle  qui  se  porte  par  conduction  ou 
convection  sur  la  surface  des  conducteurs  ;  on  a,  en  désignant 
piU'  p  sa  deosité, 


or, 


donc 

('7) 

relation  de  Maxwell. 


KP  ^  E  =  !P 

-Y-=/*;  etc.,  V/r 


Eleclricilé  libre.  —  En  appelant  p,  la   densité  de    l'électricité 


libre,  on  a, 


Hir^ 


j.ivJÇE- 


d'où  .  .l-gL^g^ 

Quelle  différence  y  a-t-il  au  p€)int  do  vue  physique  entre  ces 
deux  quantités  d'électricité  ?  Pour  nous  rendre  compte  de  cette 
diflerence  considérons  un  conducteur  électrisé  et  un  diélec- 
trique séparé  du  conducteur  par  une  lame  d'air.  11  y  a  de 
l'électricité  vraie  à  la  surface  du  conducteur  ;  mais  il  n'y  en  a 
pas  à  la  surface  du  diélectrique.  Quant  ii  l'électricité  libre,  elle 
existe  à  la  surface  du  conducteur  et  à  môme  densité  que  l'élec- 
tricité vraie,  mais  il  y  a  aussi  de  l'électricité  libre  à  la  surface 
du  diélectrique.  Elle  est  due  aux  charges  «  apparentes  »  pro- 
duites par  la  polarisation  du  diélectrique. 

Si  maintenant  le  conducteur  est  au  contact  du  diélectrique 
qui,  par  exemple,  le  recouvrira  complètement,  il  y  aura  de 
l'électricité  vraie  à  la  surface  du  conducteur,  mais  il  n'y  en  aura 
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pas  sur  la  surface  extérieure  du  diélectrique  ;  il  y  aura  électricité 
libre  à  la  surface  extérieure  du  diélectrique  ;  il  y  an  aura 
égalenieut  l\  la  surface  de  séparation  du  conducteur  et  du  diélec- 
trique mais  la  densité  de  rélcclricité  lil)re  et  celle  de  Télectricité 
vraie  ii  cette  surface  ne  seront  pas  les  mômes. 

301.  Remarque  —  Supposons  que  nous  ayons  une  surface  S 
fermée  et  placée  dans  le  vide  ;  supposons  qu'à  l'intérieur  de 
celle  surface  puissent  se  trouver  des  corps  conducteurs,  des 
diélectriques  ou  des  corps  magnétiques.  En  tous  les  points  de 
la  surface  S  on  a 

jx  =  1  ;        K  =  K„  ; 

par  conséquent  sur  celte  surface  il  y  a  égalité  entre  la  force 
magnéli([ue  et  Tinduction  magnétique  ;  quant  a  la  force  élec- 
lri<[ue  et  Tinduction  électrique,  elles  sont  égales  au  facteur  K^près. 
Les  flux  correspondants  seront  par  suite  égaux  deux  à  deux  :  il 
en  résulte  ([ue  la  quantité  totale  d'électricité  vraie  est  égale  à  la 
quantité  totale  d'électricité  libre  et  que  la  quantité  totale  de 
magnétisme  libre  est  égale  \\  la  quantité  totale  de  magnétisme 
vrai.  Seulement  à  l'intérieur  de  la  surface  on  pourrait  avoir  une 
répartition  dilférenle. 


VKHIFICATION     DU      IMUXCIPE      Dli     LA      COXSEUVATIOX      DU      MACiNETIS.ME 
ET    DU     PUIXCIPE    DE    LA    CONSERVATION     DE    l'ÉLECTHICITÉ 


302.  —  Commençons  par  le  principe    de   la  conservation   du 

magnétisme    et    faisons    cette    vérification    en 
partant  du  magnétisme  vrai. 

Considérons  une  surface  S  fermée.  Il  s*agit 
de  démontrer  ([ue  le  flux  magnétique  ii  travers 
cette  surface  est  constant. 

Détachons    de  S  un  élément  de  surface  r/(o. 
La  surface  restante    S'  sera  ainsi  ouverte.   Le 
flux   d'induction   à  travers  la  surface  totale  S 
diffère   infiniment  peu   du   flux  d'induction    à 
travers   S' .    11  s'agit   donc  de  démontrer  que  le  flux  ii  travers  S' 


Fig.  4'.. 
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est    constant    et    que    par    conséquent    sa    dérivée     est    nulle. 
Or  nous  avons      (  fi^'bHT  if)  ) 


^P^^=-;^    /   2j'^^*'''''' 


la  première  intégrale  étant  étendue  a  la  courbe  C  limitant 
l'élément  de  surface  rfw  et  la  seconde  a  la  surface  S';  or,  cette 
courbe  est  infiniment  petite  vu  la  petitesse  de  du)  ;  l'intégrale 
de  ligne  en  question  peut  par  conséquent  être  considérée  comme 
nulle  et  il  reste  alors, 


o, 


et  par  suite 


C.  0.  F.  D 


303.  —  Pour  V^ électricité,  on  démontrerait  de  la  même  manière 
que 

J  %dx=^o,  , 


rintégrale  étant  étendue  à  la  courbe  C. 
Et  en  tenant  compte  de  (12) 

les   intégrales  étant  étendues   à   la  surface   S'  ou    h   la    surface 
fermée  S  qui  en  diffère  infiniment  peu. 

Or,  la  première  intégrale  représente  la  quantité  d'électricité 
qui  sort   de   la  surface   S  par  conduction  ;   la    seconde  intégrale 


H*^ 
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représente  le  flux  d'induetion  électrique  à  travers  la  surface  S  : 
c'est  l>ieii  là  le  jirincipe  de  la  conservation  de  VèlevtricUè, 
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304.  —  1-es  équations  de  Hertz  sont-elles  conformes  au 
principe  de  la  conservation  de  l'énergie? 

Pour  vérifier  cela,  voyons  de  qwoi  se  compose  cette  énergie. 
Hertz  admet  que  Ténergie  totale  se  compose  de  Ténergie  élee- 
Irique  et  de  Ténergie  niagnéli<[ue.  D'après  Maxwell,  l'énergie 
élecfri([ue  a  pour  expression 


que  nous  écrirons  pour  abréger, 


(.9)  /  ^  Va 


rintégrale  étant  étendue  à  Tespace  tout  entier. 
D'après  Hertz  l'énergie  électrique  a  pour  valeur 


(v.o; 


Ces  deux  expressions  fiç)':  et  (r^o)  sont  é([uivalenles;  il  suHit,  en 
ellet,  de  nous  rappeler  (jue  le  vecteur  (KI\  KQ,  Kll)  de  Hertz 
est  égal  au  vecteur  1/',  ^',  //  ;  de  Maxwell  au  facteur  4~  pi'ès. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même  pour  l'énergie  magnétique. 
Dans  ce  cas  non  seulement  il  n'v  a  plus  accord  entre  la  formule 
donnée  par  Maxwell  et  celle  donnée  par  Hertz,  mais  encore 
les  tomes  ï  et  II  du  Traité  rlassif/ae  de  Maxwell  ne  sont  pas 
d'accord  entre  eux  sur  ce  point. 

Ainsi  Maxwell  dans  le  tome  I  de  son  traité,  quand  il  s'occupe 


ÉNERGIE  MAGNÉTIQUE  3^9 

des  aimants  sans  parler  de  courants,  donne  pour  expression  de 
rénergle  électromagnétique 


*=_  r*VA,.   -/i^-"^ 


la,)         _    I    (A.+  B;)+Cy)  — = 


rintégratioh  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  volume  eh  de 
l'espace . 

Quand    il   s'occupe   des   courants    il    donne    l'expression    sui- 
vante, 


M 


/  (-  +  /'?  +  '-;  8^:=/   8r2,--  •^^'^ 


Or,  il  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  expressions  de  Maxwell 
ne  sont  pas  compatibles  entre  elles.  En  effet,  s'il  n'y  a  pas  de 
courants  mais  seulement  des  aimants,  la  deuxième  expression 
de  Maxwell  est  nulle.  Plaçons-nous  dans  ce  cas.  On  a  donc, 


d-z  V 

— -    >  rta=  o. 


Or, 

/^/  =  a  -f-  4*^^,  etc.  ; 

donc 


/  i^"^=  j  ^2'^+^"  /  £S•'^^=" 


d'où 


(23) 


Or  le  premier  membre  de  celte  relation  représente  la  pre 
mière  expression  de  l'énergie  électromagnétique  de  Maxwell 
On  voit  donc  que  ces  deux  expressions  de  Maxwell  sont  com 
plëtement  inadmissibles. 
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Hertz    donne   comme   expression    de   Ténergie   magnétique  la 
formule  suivante, 


i'^) 


/  èS"'''- 


On  remarque  facilement  que  cette  expression  est  identique  à 
l'expression  (a:*)  de  Maxwell  quand  il  ny  a  pas  de  magnétisme 
permanent  [\^  =  B^  =  C^^  =  O). 

S'il  n'y  a  que  du  magnétisme  permanent  et  pas  de  magné- 
tisme induit  ([A  =  i)  alors  l'expression  de  Hertz  se  réduit  à 


/£S- 


expression   identique  à  l'expression  ['ii]  de  Maxwell  (d'après  la 
relation  (aS)  que  nous  venons  d'établir). 

305.  —  Adoptons  l'expression  de  Hertz.  Hertz  donne  comme 
expression  d'énergie  totale  tant  électrique  que  magnétique  l'ex- 
pression suivante, 


(=5) 


^-/È[2^'"+s^-:h 


d'où,  en  diderentiant  par  rapport  à  /, 


di_ 
dt 


liemplacons  dans  cette  relation  — ; —  et  — 7--  par  leurs  valeurs 
*      "  dt  dt    * 

tirées  des  équations  (I)  et  (IT  de  Hertz  (p.  346  et  35 1)  il  vient^ 

(-)  ^=/^i:i>(^-f)-«(5-f)] 
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Je  dis  que  la  première  intégrale  du  second  membre  est  nulle. 
En  effet,  remarquons  que  cette  intégrale  peut  s'écrire, 


/fIé(QT-«^ 


rintégration  étant  étendue  h  Tespace  tout  entier. 

D'autre    part  nous  savons   que,  U   étant   une    fonction   quel- 
conque, on  a 


car  toutes  nos  fonctions  s'annulent   à   l'infini   et  nos  intégrales 
sont  étendues  à  l'espace  entier.  On  a  donc. 


djr=o\ 


il  en  résulte  que  l'intégrale  (27)  et  par  conséquent  la  première 
intégrale  du  second  membre  de  (26)  est  nulle. 
Laf  relation  (26)  devient  donc 

(=8)  ^  ^  -/s  '''-  ^'"^'*^ 

Quelle  est  la  signification  de  cette  équation  ?  —  Prenons  l'axe 
des  X  parallèle  h  la  direction  du  courant  dans  l'élément  d'z  et 
prenons  pour  élément  de  volume  un  petit  cylindre  de  section  dn 
et  de  longueur  rfS. 

On  a, 

rfT  =  rfa"rfS, 

la  relation  ^28)  peut  donc  s'écrire, 
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Or  P(IS  exprime  la  force  électramotrice  ;  désignons-la  par  E  ; 
l'autre  laoteur  pd7  exprime  l'intensité  du  courant  ;  désignons 
par  /  cette  intensité;    la  relation    (jiy)  devient   donc  finalement, 


_r/.l 
7/7 


Or  K/  représente  la  chaleur  de  Joule  ;  le  principe  de  la  con- 
servation de  l'énergie  est  donc  vérifié  par  les  é([uations  de  Hertz. 
L'expression  de  U énergie  magnétique  de  Hertz  est  donc  la  seule 
acceptable. 


CHAPITRE  II 
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Jusqu'à  présent  nous  ne  nous  sommes  occupé  que  des  corps  on 
repos  :  nos  circuits  ne  se  déplaçaient  pas.  Naus  allons  enrisagcr 
maintenant  le  cas  des  circuits  en  mouvement.  L'étude  des  phéno- 
mènes ([ui  se  présentent  dans  ce  cas  constitue  rélectrodynamique 
des  corps  en  mouvement. 

306.  jyérivées  par  rapport  au  temps.  —  Dé&i gnons  les 
composantes  de  la  vitesse  de  la  matière  par  $,  r^,  ÎJ  et  soit  U  la 
valeur  d'une  fonction  en  un  point  M  (.r,  y,  z)  ;  cherchons  la 
dérivée  par  rapport  au  temps  de  celte  fonction. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

I**  Le  point  M  (r,  i/^  z)  est  fixe. 

2""  Le  point  M  [x,  y,  z)  est  entraîné  dans  le  mouvement  de  la 
matière. 

On   aura  par  canséquent  deux  sortes 
de  dérivées  par  rapport  au  temps  : 

1°  La  dérivée  de  la  fonction  U  en  sup- 
posant M  (.r,  //,  z)  fixe  ; 

2^  La  dérivée  de  la  fonction  IJ  en  sup- 
posant que  M  (jCy  y,  :;)  est  entraîné  dans  ï,;^  ^^ 
le  mouvement  de  la  matière, 

Dans  le  premier   cas,   la   valeur   de  U    au    temps  t-\-dt  sera 

,.    ,    ^/  U    ,  ,        ^  ,  „  _        dU     ,  -     . 

L  -f-  —j—dteij  dans  le  second  cas,  elle  sera  U  +  ^r-  al,  en  clesi- 
at  m 

gnant  par  —  (avec  des  0  ronds)  les   dérivés  d'une   foncti-on   par 

rapport  au  temps  quand  le    point   f.r,   //,  z)  est  entraîné  dans  le 
mouvement  de  la  matière:  —  nous  ferons  u  sacre  de  cette  conven- 
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lion  toutes  les   fois   qu'on  aura  à  considérer   des  dérivées   par 
rapport  au  temps. 

Calculons  maintenant  cette  dérivée  -r-- 

Considérons  donc  un  point  M  [x^  y,  c),  successivement  h 
Tépoque  /  et  h  Tépoque  /  -\-  dt.  Ce  point  étant  entraîné  dans  le 
mouvement  de  la  matière,  ses  coordonnées  x^  y,  z  subissent  des 

accroissements. 

dx  =  ^df, 

dij  =  'r,dl, 

dz  ^=  ^df, 

et  il  vient  alors  pour  valeur  de  cette  dérivée 

307.  Induction  dans  un  circuit  en  mouvement.  —  Considé- 
rons un  vecteur  quelconque  (a,  fJ,  y)>  ""^  surface  S  limitée  par 
une  courbe  C  et  l'expression 


Proposons-nous  d'évaluer  la  dérivée  de  cette  expression  par 
rapport  au  temps. 

Pour  fixer  les  idées  supposons  que  le  vecteur  considéré  soit  la 
force  magnétique  (a,  ,3,  vj  ;  l'expression  (9.)  représentera  alors  ce 
qu'on  appelle  le  llux  de  force  magnétique  à  travers  la  surface 
considérée. 

Il  y  a  deux  manières  d'envisager  la  question. 

1°  On  peut  supposer  que  la  surface  S  reste  fixe,  et  dans  ce  cas 

(l<p 
la  dérivée  en  question  s'écrit  -^ — (avec  des  rf  ordinaires)  d'après 

notre  convention. 

9^  On  peut  supposer,  qu'au  contraire,  la  surface  S,  au  lieu  de 
rester  fixe,  se  déplace,  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  matière, 

et  vieiuie  en  S':  dans  ce  cas  c'est  la  dérivée  —— favec des d  ronds) 

qu'il  faut  considérer. 
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0<I> 
Je  me  propose  d  évaluer  cette  seconde  dérivée  -^r —  .  Quand  t 

augmente  et  dt  et  qu'en  même  temps   hi  surface  S  est  entraînée 
dans  le  mouvement  de  la  matière 
et  vient  en    S',  <I>  subit  alors  un 
accroissement  représenté  par 


/s- 


dt. 


^'•g-  47 


Cet  accroissement  peut  ôtre  dé- 
composé en  trois  parties  distinc- 
tes. Soit  S''  une  surface  annulaire  qu'on  peut  fftire  passer  par  les 

circuits  CC,  CC  qui  limitent  les  sur- 
faces S,  S'.  Les  trois  parties  de  Taccrois- 
seinent  sont  : 

1°  li'accroissement  subi  pendant  le 
temps  dt  par  le  llux  qui  traverse  la  sur- 
face S.  Cet  accroissement  a  pour  valeur 


d^ 


dt. 


2®  Le  llux  qui  traverse  la  surface  annu- 
laire S'^  Je  désignerai  par  Oj4>  cet  accrois- 
sement ; 

3°  La  différence  entre  le  flux  qui  tra- 
verse  S-f-S''  et   le  flux  qui  traverse   S'. 
J'appellerai  o.^<I>  cette  différence. 
On  a  donc, 


Fip.  4«. 


(3) 


Evaluons  chaque  terme  du  second  membre  séparément. 

d^ 
D'abord,  pour  — ■.—  ,    on   a,  en    différentiant   <I>   par    rapport 


à/. 


(4) 


t*." 


ÎMi 
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(lah'uloiis  maintenant  o,4>. 

S(»il  iX\  la  courbr  ([ui  limite  la  surface  S;  au  bout  du  temps  dt 
cette  rciurbe  vient  en  (K^  et  si  nous  considérons  deux  points  I^P, 
limitant  w\\  arc  PP,  sur  la  courbe  C,  au  bout  du  temps  dt  cet 
arc  viendra  en  PI*,. 

(Considérons  le  petit  quridrilalère  PP,P',P  formé  par  les  deux 
arcs  PP,  et  P'P',  et  les  deux  petites  droites  PP  ,  P,P  ,.  Ce  petit 
([uadrilatêre  est  assimilable  à  un  paralléloj^ramme.  Appelons  r/co 
son  aire  et  évaluons  le  flux  de  force  magnétique  à  travers  cette 
aire.  A  cet  ett'et  menons  par  les  sommets  du  petit  parallélo- 
gramme des  droites  PQ,  P/i,>  P'Q'?  ^' x^ïx  représentant  la  force 
nïagnétique  en  grandeur  et  direction,  et  considérons  le  petit 
parallélipipède  ainsi  formé.  Je  dis  que  le  volume  de  ce  parallé- 
lipipêde  représente  le  Hnx  cherché.  En  effet 

voP  du  paraP  =  </(o  X  hauteur 

et  la  hauteur  c'est  la  composante  normale  de  la  force  magnétique, 
par  construction. 

L«'  calcul  du  llux  cherché  se  ramène  donc  au  calcul  du  volume 
du  parallélipêde  PP,  PP',  Q(,),  (/Q,. 

Evaluons  ce  volume.  Observons  à  cet  effet  ([ue  PP'  c'est  le 
chemin  parcouru  pendant  le  temps  di  par  le  point  P  ;  les  trois 
cfMnposantes  dtî  ce  petit  chemin  sont,  en  désignant  par  ;,  r^,  ^, 
les  composantes  de  la  vitesse  du  point  P  ^qui  est  la  même  que  la 
vit(»ss«»  de  la  ni'itière  ,  \dl,  f.d^r  ^.d^- 

Lf  volume  du  [larallélipipède  en  question  est  donc 


d.r 

<>/ 

^z- 

l'if 

■t,dl 

Ui 

—  dt 

OL 

? 

1 

d.v        dy     dz 


fi 

Q 


Pour  avoir   le   Hux  total   il   faut   intégrer  celle    expression,   il 
vi(Mit  alors. 


"df 


d.v      dij      dz 


I 


cmcrrr  k.\  moiveme^t 


16- 


Développons  le  déterminant  qui  figure  dans  le  second  membre  ; 
en  désignant  parX,  Y,  Z  ses  mineurs,  il  vient, 


X 

Y 


a, 

3- 


•5 


^> 


Z=3c  — 


ar.  ; 


donc 


dx     dij     dz 

T 


? 


la  dernière  intégrale  étant  étendue  au  contour  C, 

Transformons    cette*  dernière    intégrale    par  le    théorème    de 
Stokes,  il  vient, 


(5) 


y  wco  ( 


d\       d'L 


\dz         dy 


Calculons  maintenant  o.,ïï>. 

Xous  avons  désigné  par  ce  symbole  la  différence  des  flux  (jui 
traversent  S  -j-  '^"  et  S'.  Remar- 
quons d'abord  que  ces  surfaces 
sont    limitées    par    une    même 
courbe  C. 

Pour   avoir   o/I>    considérons 
un  élément  de  surface  r/oj  de  S  ,.•  ^    .  . 

et  par  les   différents  points  de 

cet  élément  menons  des  licrues  de  force  ;  nous  déterminerons 
ainsi  des  tubes  de  force  qui  découperont  sur  S'  un  élément  c/o/. 
Quel  est  le  flux  total  qui  traverse  le  petit  cylindre  ainsi  formé  ? 
Si  nous  désignons  par  d'z  le  volume  de  ce  cylindre  infiniment 
délié,  ce  flux  a  pour  valeur 


c^) 


/  dT. 

[l7^ 


d'i 


dy 


^^'■' 


et  il  provient  de  l'excédent  du  flux  qui  traverse  c/to  sur  celui  qui 
traverse  dtsi'  et  du  flux  qui  traverse  les  parois  latérales  du  cylindre. 
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Mais  remarquons  que  ce  dernier  est  nul  :  à  travers  les  parois 
d'un  tube  de  force  ne  passe  pas  de  flux.  Le  flux  total  (6)  est 
donc  la  différence  entre  le  flux  qui  traverse  rfw'  et  celui  qui  tra- 
verse dij}  :  c'est  précisément  la  quantité  que  nous  voulions  cal- 
culer. 

Mais  il  nous  reste  encore  à  évaluer  rfT.  Or  nous  avons  sur  la 

figure 

^/t  =  1Ix^/w, 

II  étant  la  hauteur  du  petit  cylindre  dontles  bases  sont  rfo)  et  rfo/, 
.  ^^^  c'est-à-dire  la  projection  de  AB  sur 

la  normale  à  S. 

Remarquons  que  le  point  A  sur  la 
surface  S,  à  Tépoque  t^  appartient  à  la 
surface  S'  à  l'époque  t-\-df  :  il  vient 
en  C,  voisin  de  B.  D'autre  part,  on  a, 

proj.  AB  --^^  pi*oj.  AC  -j-  proj.  CB, 

et  comme  CB  est  un  arc  situé  sur  S',  la  projection  de  CB  est 
un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur. 

Reste  donc  à  évaluer  la  projection  AC. 

Or,  les  trois  projections  AC  sur  les  axes  sont 


par  conséquent 


Idf,  r,dt,  X.dl  ; 


proj .  AB  =  /;  +  nrr^  -f- n^  dt. 


Voilà  donc  la  hauteur  du  cylindre  (en  supposant  que  les  deux 
surfaces  S,  S^  sont  infiniment  rapprochées  l'une  de  l'autre). 
La  valeur  du  volume  dz  est  alors 

d'z  =  ;7;  +  niT^  -\-  n^]  dfdio  ■-—  dwdt  >  /;, 

ri  Toxpression  (6)  devient, 


o^h  ^^dldto^    /;. 


f/a         r/|3 


dj: 


d>J 


1 


9' 


OU  encore 


dldixi  7    /;  7   —j— . 
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En  intégrant  cette  expression  il  vient, 


(7) 


La  relation  (3)  peut  maintenant  s'écrire, 


^=  1""% 


l'H'à-w)- 


Idiù 


•«Sît 


ou  encore 


^  u       j  ^      idf  ^  dz  ^  (1/  ^^  Zj  (V  y 


et  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs. 


-il?--) +5  Si] 


Posons  pour  simplifier, 


C).  I  .•-» 


I  al  =  —  (  3S  -  ar  ^  —  —  fa!:  _  vE^-  S  V  -''* 


Poi.NCAR^:.  ÉIcelHoilé  cl  Oplique.  ii 


•r 


^t 


•  ' 


\i.Ho^ 
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la  relation  en 


devient 


(.0) 


0* 


(^-w) 


C'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  à  un  vecteur 
quelconque  :  on  n'aura  qu'à  remplacer  dans  (10)  le  vecteur 
(a,  j5,v)  par  un  vecteur  quelconque;  on  aura  ainsi  des  expres- 
sions analogues  à  [a],  [[ï].  [-j]  qu'on  déduira  des  relations  (9)  en 
remplaçant  le  vecteur  a  par  le  vecteur  considéré. 

308.  Théorème.  —  Nous  nous  proposons  de  démontrer  encore 
le  théorème  suivant  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

Prenons  un  vecteur  quelconque  —  (a,  ^,  y)  pour  préciser  les 
idées  —  et  considérons  la  valeur  absolue  de  ce  vecteur,  valeur 
que  je  désignerai  par  N  de  sorte  que 


je  dis  que 


N-^  =  a«+.3^  +  y^; 


-,  ôN       VI      rfa       V^    ,    , 


Pour   démontrer   cette  relation,     considérons  un   élément  de 

^        surface  rfa>  quelconque  et  exprimons  le 
flux  qui  traverse  cet  élément. 

Soit  N'  la  normale  h  cet  élément  et 
désignons  par  9  l'angle  que  fait  le  vecteur 
(a,  |3,  y)  avec  cette  normale. 

Le  flux  en  question  a  alors  pour  valeur, 

4>  =  Xcos0^cj. 


1  «•  m* 


Calculons  -^  .    Supposons  pour  cela 


que  nous  ayons  aflaire  à  un  corps  solide  ;  dans  ce  cas  si  Ç,  y,, 
Ç  sont  les  composantes  de  la  vitesse  de  la  matière,  ces  compo- 
santes satisferont  à  une  certaine  relation  qui  exprimera  que  le 
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corps  solide  se  déplace  sans  se  déformer ^  c'est-à-dire  qa'on  aura, 

rf?  dr,  rf!^ 


dx         dy  dz 


=  0, 


d\     .     dri  dt^     ,     rfs  dX^     ^     d\  ' 


dy         d.r  dz  dy  dx         dz 

Formons— r~  •  H  vient 
et 

-rr— =  -r—  COS  WW >   Sm  n  -rr—UU  , 

^t  dt  dt 

Supposons  qu'à  Tinstant  /  le  vecteur  N  soit  perpendiculaire  à 
dio  ;  on  a  alors 

0=0;  cos6=  I  ;  sinO  =  o; 

et  la  relation  précédente  devient, 

d<^         ON    ^ 
dt  dt 

Cette  nouvelle  expression  de  ^^fe-doit  être  égale  à  celle  trou- 
vée précédemment  (10).  En  identifiant  ces  deux  expressions  il 
vient 

en  multipliant  cette  relation  par  X  et  eu  remarquant  que 

/X  =  a, 

/2X=Y, 
il  vient  finalement 

^,  OX       VI      rfa        VI    _  _ 

c'est  la  relation  annoncée.  Mais  n'oublions  pas  que  cette  démons^ 
t  rat  ion  suppose  que  l'élément  de  surface  rfco  appartient  à  un  corps 
solide. 


f 


•^^i 


:^72  KLECTRODYyAMIQVE  DES  COUPS  ^A'  MOL'VEMEyT 

309.  Equations  fondamentales  de  Hertz.  —  Ces  prélimi- 
naires étant  établis  voyons  comment  fait  Hertz  pour  trouver  les 
équations  fondamentales  de  l'électrodynamique  des  corps  en 
mouvement. 

Rappelons  pour  cela  les  lois  fondamentales  que  nous  avons 
trouvées  pour  les  corps  en  repos. 

Considérons  une  surface  S  limitée  par  une  courbe  C. 

Première  toi.  —  L'intégrale  de  ligne  de  la  force  électrique, 
étendue  à  la  courbe  C,  est  égale  à  la  dérivée  par  rapport  au 
temps  du  flux  d'induction  magnétique  qui  traverse  la  surface  S 
limitée  par  le  contour  C,  c'est-à-dire 


^^^•^""  rfT    /     /j^i^^^*'^- 


Comment  cette  loi  doit-elle  être  interprétée  pour  les  corps  en 
mouvement  ?  Doit-on  supposer  la  surface  S  fixe,  ou  bien  entraî- 
née dans  le  mouvement  de  la  matière  ?  —  (^ette  (juestion  est 
tranchée  par  Texpérience  :  Texpérience  prouve,  en  efl'et,  qu'on 
doit  supposer  la  surface  S  comme  étant  entraînée  dans  le  mou- 
vement de  la  matière. 

(^est  ainsi  qu'un  circuit  mobile  dans  un  champ  invariable  est 
le  siège  de  courants  d'induction.  Je  n'insisterai  pas  sur  ces  faits 
expérimentaux  :  j'admettrai  seulement  la  conclusion.  C'est  donc 

la  dérivée  -:—  (avec  des  d  ronds)  qu'on  doit  considérer  pour  les 

corps  en  mouvement. 

Première  loi  fondamentale.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  : 
L'intégrale  de  ligne  de  la  force  électrique^  étendue  ait  con- 
tour C,  est  égale  à  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  flux  d'in- 
duction magnétique  qui  traverse  la  surface  S  limitée  par  le  con- 
tour C,  cette  surface  étant  supposée  comme  entraînée  dans  le 
mouvement  de  la  matière. 

L'expression  analytique  de  cette  loi  est  la  suivante, 


l»2, 


/s^^'"l/S'^^'^- 
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Transformons  cette  expression.  Le  théorème  de  Stokes  nous 
donne  pour  la  première  intégrale, 


-(#-f) 


Quant  au  second  membre  transformons-le  en  lui  appliquant  le 
théorème  que  nous  avons  démontré  plus  haut  (formule  10)  et 
qui,  avons-nous  dit,  s'applique  à  un  vecteur  quelconque. 

Nous  avions  pour  le  vecteur  (a,  ^,  y) 


(^-  w) . 


d4> 
0/ 


pour  le  vecteur  (;xa,  u.py  [ly),  qui  nous  intéresse  en  ce   moment, 
nous  aurons  donc, 


2""(^-H- 


La  relation  (i  2)  peut  alors  s'écrire, 


Idio 


(f-f)=/E-(^-[H 


et  en   identifiant  les    coefficients    de    Wto,    mdiù,  ndw  des  deux 
membres  de  cette  relation,  il  vient 

rfaa         d()         dW     ,    ^      , 

.      dt  dz  dy     '    '-'    ^' 

...  \     rf;JL;ï  d\\  dP  ,       r,, 

(')  ^-iir=-d7—di+^^^^^ 

d^_dP^_dQ 

dt  dy  d.v  ^L,  J» 

ce  sont  les  équations  fondamentales  de  Hertz  pour  les  corps  en 
mouvement. 


4   . 


k'-V 


w       ^ 


V  ■ 


.■>  » 


•  '.►. 
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Rappelons  que  [;jLa],  [;jl^J,  [i^^y]  ont  pour  valeurs, 


Vi^?] 


r  1^  IT^*  —  i^v  — -rr  l^ii^?  — a'^i)  —  •^■ 


rf:. 


^j* 


VI  rfaa 


rfaa 


[.-r  J  =  ^  :^  i  «•.  -  tî;  —d^^^r^-^)-^Zj-dr- 

310.  —  Maxwell  raisonne  de  la  même  manière,  seulement  au 
lieu  de  considérer  le  vecteur  (jxa,  uj},  tjiv),  il  considère  le  vecteur 
(a,  b,  c)  qui   représente  rinduction  magnétique  suivant  lui  ; 
obtient  ainsi, 

(1(1        dq        dR       ,   , 

(.3) 


db 


dz 
rfR 


dy 
dP 


dt 

dc^ 
dt 


dx 
dP 


dz 

dq 
rfr 


[a],  [b],  \c]  ayant  pour  valeurs 


w  - 


t 

?4; 


\a]  =  —  (/.;  —  ar,)  —  —  (a':  —  c?). 


[^•i 


r/ 


rf. 


*• 


rfy 


(cTi  — is). 


car 


,        ,        .  ^  \^  d(i        VI   r/rt      ^Vl  a«  ^        , 

les  derniers  termes  ;    >  —7—  ,r   >  —7 — ,  w  7  -7 —  sont  nuls 

^^  dr        ^^  dx      ^LJ  dx 


si  on  tient  compte  de  la  relation  tle  Maxwell 


ri  du 


d.v 


o. 


:*i 


Dans  ces  é([ualions  •  i3i  de  Maxwell,  les  deux  premiers  ternies 
des  seconds  membres  expriment  l'induction  magnétique  due  à 
la  variation  du  champ  et  le  troisième  terme  [a],  [ij,  [c\  exprime 
rinduction  magnéticpie  due  au  mouvement  du  circuit. 
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COMPAIIAISOX    ENTRE    LES    RELATIONS    FONDAMENTALES    DE    HeRTZ 

BT    CELLES    DE    MaXWELL 

3H.  —  Y  a-t-il  identité  entre  les  équations  (I)  de  Hertz  et  les 
équations  (i3)  de  Maxwell  ?  Remarquons  que  si  les  deux  systèmes 
d'équations  paraissent  avoir  une  certaine  analogie  quant  à  leur 
forme,  il  n'en  est  plus  de  même  des  vecteurs  qui  y  figurent  :  le 
vecteur  de  Hertz  a  pour  composantes  p.a,  [jl^3,  |jlv,  tandis  que 
celui  de  Maxwell  a  pour  composantes 

/>  =  3  +  47:3, 

c  ^=  Y  +  4^C . 

Pour   qu'il    y    ait   identité    entre    ces   deux   vecteurs,   il    faut 

que 

a  =  [la,        h  =  a^,        c  =  ;^y, 

c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  identité  entre  ces  deux  vecteurs  que  dans 
les  corps  dépourvus  de  magnétisme  permanent  ;  n'ayant  par  con- 
séquent que  du.  magnétisme  induit. 

Cependant  les  équations  (I)  et  [i3)  peuvent  à  certaines  con- 
ditions se  ramener  l'une  à  l'autre. 

Posons  en  eflet, 

a  =  \x7.  -i-  4-A^, 

if  =  î^?  +  4-B^,, 

c  ==.  uv  4-  47:Co, 

Ap,  B^,  Cy  étant  les  composantes  de  l'aimantation  permanente. 
On  tire  de  ces  relations 

!«j  =  [:^*j  4-  4^lAo^ 
(«4)  [^J  =  |a?j4-4^|BJ, 

car  a,  3,  y  entrent  linéairement  dans  [aj,  1  |iij,  [yj. 
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V.Aix  posé,  retranchons  membre  h  membre  les  relations  (i3)cles 
relations  (I)  ;  il  vient 

et  deux  autres  équations  symétriques  de  celles-là  que  je  n'écris 
pas. 

Os  équations  doivent  être  satisfaites  pour  qu'il  y  ait  identité 
en  Ire  ces  écjuations  de  Hertz  et  celles  de  Maxwell. 

Tirons  |tja]  —  \a]  des  relations  (i4)  et  substituons  sa  valeur 
dans  (i5),  il  vient. 

rfuia         da  /fi   ' 

dt  dl  ^    '    ''' 

ou,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur 

a  =  Y-'^  -+-  4^A,^ 


(i6) 


les  deux  dernières  de  ces  équations  s'obtenant  comme  la  pre- 
mière. 

Ainsi  il  y  aura  identité  entre  les  équations  de  Hertz  et  celles 
de  Maxwell  si  les  équations  (i6)  ont  lieu. 

Supposons  maintenant  que  les  aimants  permanents  soient  des 
corps  solides  qui,  en  se  déplaçant,  entraînent  avec  eux  leur 
aimantation  permanente.  Je  dis  que,  dans  ce  dernier  cas,  les 
relations  (i6)  sont  légitimes.  Considérons,  en  eflet,  dans  un  solide 
aimanté  qui  entraîne  avec  lui  son  aimantation  permanente,  une 
surface  (juelcon([ue  et  évaluons  le  flux  (<l>)  (jui  traverse  cette 
surface  et  qui  correspond  au  vecteur  (  A^,,  B^^,  (]y).  L'aimantation 
permanente  étant  entraînée  en  bloc,  on  a  alors 


~dt 


G. 
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Or  nous  avons,  pour  le  vecteur  (A„,  B^,  CJ  (p.  870), 


S""  (•#  -  m)  ■■ 


ionc 


[Ao])-o, 


et  par  conséquent, 


''^^=[AoJ, 


dt 


dt. 
dC 


-  =  [BoL 


di 


"=[CoJ. 


C.  Q.  F.  D 


Ce  sont  bien  les  relations  (16)  que  nous  obtenons.  Il  y  a  donc 
identité  entre  les  relations  (Il  de  Hertz  et  les  relations  (i3)  de 
Maxwell,  à  condition  que  Taimantation  soit  permanente  et  qu'elle 
no  soit  pas  modifiée  par  le  déplacement  de  Taimant.  Ces  relations 
cesseraient  d'être  équivalentes  si  les  corps  aimantés  ne  conser- 
vaient pas  leur  aimantation  permanente,  si  par  exemple  ils  étaient 
désaimantés  par  la  chaleur.  Si  les  corps  aimantés  ne  sont  pas 
des  corps  solides,  mais  se  déplacent  en  se  déformant,  il  n'y  aura 
pas  non  plus  équivalence  entre  les  deux  systèmes  d'équations,  à 
moins  qu'on  ne  fasse  des  hypothèses  particulières  sur  Tinfluence 
de  ces  déformations  sur  Taimantation. 

Donnons  un  exemple  d'un  cas  où  les  deux  systèmes  d'équa- 
tions conduisent  h  des  conclusions  contradictoires.  Considérons 
un  tore  d'acier  aimanté  uniformément  ;  il  n'a  pas  d'action  sur 
un  morceau  de  fer  placé  à  l'extérieur,  mais  sa  magnétisation 
n'est  pas  nulle  :  on  peut,  en  eflet,  la  faire  apparaître  en  coupant 
le  lore  en  deux  parties  qui  agiront  comnjie  deux  aimants  ;  par 
contre,  il  n'y  a  pas  de  magnétisme  vrai  îi  l'intérieur  du  tore. 
—    Modifions    maintenant    son    aimantation     en    le     chauffant 


I 

.  t 


((l)/}t 


.^s^ 
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après  l'avoir  entouré  d'un  fil  conducteur  enroulé  en  hélice. 
Que  va-l-il  s'v  passer  ?  Les  relations  de  Maxwell  annoncent 
un  courant  d'induction  dans  le  fil  ;  d'après  les  relations  de 
Hertz,  il  ne  doit  pas  y  avoir  de  courants  d'Induction  dans  le 
fil.  On  obtient  donc  des  conclusions  contradictoires.  —  Peut- 
t'^tre  d'ailleurs  aucune  des  deux  formules  n'est-elle  applicable  à 
un  cas  de  ce  genre. 

312.  Deuxième  loi  fondamentale.  —  Nous  avons  trouvé  pour 
les  corps  en  repos  la  relation  suivante, 


^•7, 


0Ld.r==:4T.     I       >/W(0-t— j-      1       >    ZKIVo 


1,  où    le    premier   membre    représente   l'intégrale   de    ligne   de    la 

!    .  force  magnétique,  le  premier  terme  du  second  membre  exprime 

•    -  la  quantité  d'électricité  qui   traverse  la  surface  S  par  conduction 

et  le  dernier  terme  du  second  membre  représente  le  flux  d'in- 
duction électrique  qui  traverse  cette  même  surface. 

Cette  relation  est- elle  encore  valable  pour  les  corps  en  mou- 
vement ?  En  d'autres  termes,  faut-il  supposer  la  surface  S  fixe 
ou  bien  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  matière  ? 

Par  analogie  avec  le  cas  précédent,  où  on  considérait  le  flux 
d'induction  magnétique,  Hertz  admet  (ju'on  doit  considérer  la 
surface  S  comme  étant  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  ma- 
tière. 

C'est  donc  aux  vérifications  expérimentales  de  confirmer  ou 
d'infirmer  cette  hypothèse  de  Hertz.  Nous  verrons  dans  la  suite 
que  beaucoup  d'expériences  confirment  les  conséquences  qu'on 
tire  des  formules  de  Hertz  bâties  sur  cette   hypothèse. 

\a\  relation  (ij)  devient  donc  pour  les  corps  en  mouvement, 

(18)        —    I     V ar/.r  :=.- 47:    1     V/^^^/o,  4-A     /    V/KlVw, 
et   elle  constitue  la   seconde  loi    fondamentale  de  rélectrodvna- 

« 

mique  des  corps  en  mouvement. 


COMPARAISOy  ESTRE  LES  ÉQUATlOyS  DE  HERTZ  ET  MAXWELL      379 

313.  Couranttotal  de  Hertz. — Transformons  cette  relation  (18). 
Le  premier  membre  devient  en  lui  appliquant  le  théorème  de 

Stokes, 

D'autre   part,   le   dernier  terme    du   second   membre    a   pour 
valeur,  d'après  un  théorème  précédemment  démontre  (p.  Sjo) 


La  relation  (18)  devient  donc, 


E«"(f -§)=<= 


V*.(ifl-,KP)), 


d'où  Ton  tire, 


^   «^^  \    dz  dx         ^    I     '       dt  ■        ^ 


^  _   rfx^  _  rfKIl 

d.i  dij  dt 


-  —  -7-  =  4-/-  +  -^  —  :.KRj. 


Posons  maintenant, 


r/KP 


4-/^  +  -^^^ f*^r^l  =■  4-'^ 


ffKQ 

\ 


20;  ;   4 -7  H -^-     iKQl  =  47:(s 


^Tj'  H I KH  =  47^^'' , 

dt 
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//,  f',  w  seront  les  composantes  du  courant  total  (courant  sus- 
ceptible de  se  manîi'ester  par  un  champ).  Les  relations  (19)  de- 
viennent ainsi, 

d[i        rfa 
ax        dy 

Ces  équations  sont  analogues  aux  équations  (19)  de  Maxwell, 
pour  les  corps  en  repos  (n**  57),  à  cela  près  que  z/,  r,  w  ont  des 
valeurs  différentes  de  celles  appartenant  aux  mêmes  lettres  des 
équations  (19). 

Voyons  en  quoi  différent  ces  valeurs. 

Des  équations  (20)  on  tire 


\ 


or 


il  vient  donc 


I     ^P  I 

I         rfKQ  I       ..rr^-, 

471      dt  4-  '        ^ 


-__  =  /';  etc., 
47: 


«=/>  +  f-(/]. 


(2')  \^'^'i  +  ^-\gV 
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[/j»  [^]'  [''J  '*^y^^^  crailleurs  pour  valeur, 

(fl-;^teî-A)-^W-'.5)-5yf. 


dx  ' 


b'i-^(*'.-*<)-iu-5-A)-.X 

Comparons  ces  relations  (21)  que  nous  venons  d'obtenir  avec 

l^.î-^ft      les   relations  (5)  de  Maxwell   (n°  293),  on  voit  que   dans  le  cas 

présent  on  a  des  termes  complémentaires  qui   ne  figurent  pas 

dans  les  relations  analogues  de  Maxwell.  Ce  sont  les  termes  [/'J, 


314.  —  (Quelle  est  la  signification  de  ces  termes?  Pour  le  voir, 
explicitons  d'abord  ces  termes.  A  cet  efTet,  posons, 


X  =  //Yj  —  é<, 


d'autre  part  nous  avons, 


Y-/X 
Z        Si 

-A; 

Zj  d.f 

—  ?' 

î  étiiat  la  densité  de  rélcclrioité. 
Les  relations  (21)  deviennent  alors 


df         ,    ,     IdX        dLx 


rf/i    ,     ^    ,    /dX        d\\ 

Ces  relations  nous  indiquent  que  le  courant  total   se  compose 
de  quatre  parties  : 


2®  »  déplacement  (~/    >~t^>*~^Ï 
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1^  Le  courant  de  conduction  (/?,  y,  r), 

dhA 
dt)' 

\V^  »  convectlon  (pï,  pr,,  pÇ), 

T— — —    ———   ———\ 

Indiquons  sommairement  comment  Texpérience  a  pu  déceler 
Tcxistence  des  deux  derniers  courants. 

M.  Rowland  (*)  a  reconnu  que  le  transport  mécanique  d'une 
charge  électrostatique  équivaut  à  un  courant  dirigé  dans  le  sens 
du  mouvement  :  En  employant  un  disque  isolant  électrisé,  et  en 
le  faisant  tourner  avec  une  grande  rapidité  il  a  observé  la 
création  d'un  champ  magnétique. 

Supposons. maintenant  qu'un  diélectrique  se  déplace  dans  un 
champ  électrique  constant  mais  non  uniforme;  supposons,,  par 
exemple,  un  disque  d'ébonite  mobile  autour  d'un  axe  vertical  et 
un  système  de  quatre  secteurs  métalliques  qui  couvrent  complè- 
tement le  disque;  en  électrisant  les  secteurs  en  diagonale,  comme 


^^:^^^^<^:^-^^:^-z<^r:^^^ 


Fig.  J2. 

rindique  hi  figure,  on  obtient  deux  champs  de  sens  contraires  : 
celui  de  gauche  est  dirigé  de  haut  en  bas  et  celui  de  droite  de 
bas  en  haut.  Le  champ  en  un  point  quelconque  de  l'espace  sera 
invariable,  mais  le  disque  qui  est  animé  d'un  mouvement  de  rota- 
lion  traversera  successivement  des  régions  où  le  champ  aura  des 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  :  la  polarisation  du  diélec- 
trique subira  des  variations  rapides  et  on  aura  comme  résultat  un 


(')  Les  expériences  de  M.  Rowland  ont  élé  connues  d'abord  par  un  rapport  de 
llelniholz  (Pogj^.  Ann.,  t.  CLVIII,  p.  487)  et  publiées  ensuite  dans  \  American 
Journal,  1878.  Voir  aussi  Journal  de  Phyniffue,  V  série,  t.  VI,  p.  a<)  et  t.  VIII, 
p.  214.  —  Rowland  et  IIltciiinso.n.  Phil.  Mag.,  'î"  série,  t.  XXVJI,  p.  44;!;  et  Jour- 
nal ilc  Physique,  «j»  série,  t.  Vll,  p.  5'io,   i88y. 
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courant  qui  pourra  être  mis  en  évidence  par  un  galvanomètre. 
C'est  ce  courant  qui  a  été  mis  en  évidence  par  Rontgen  ('). 

Seulement  les  conditions  expérimentales  sont  très  compliquéet; 
et  les  expériences  excessivement  délicates  et  d'ailleurs  purement 
qualitatives,  de  sorte  que  les  résultats  obtenus  par  Rontgen  ne 
peuvent  ni  confirmer  ni  infirmer  l'exactitude  de  l'expression 
analytique  de  ce  courant. 

315.  —  Interprétons  ces  résultats.  —  Considérons  un  diélec- 
trique et  adoptons  pour  Tinstant  les  idées  de  Mossotti  sur  les 
diélectriques  sphères  conductrices  extrêmement  petites,  dissé- 
minées dans  une  substance  non  conductrice  jouissant  des 
mêmes  propriétés  que  Tair,  qui  s'électrisent  par  influence  et  qui 
produisent  ainsi  la  polarisation  du  diélectrique  (^)  .  Plaçons  ce 
diélectrique  dans  un  champ  électrique  :  deux  cas  peuvent  se 
présenter. 

i®  Le  champ  est  i^artable  ai^ec  le  temps,  —  Dans  ce  cas  on 
observera  un  courant  dans  les  petites  sphères  conductrices  ;  le 
courant  aura  pour  composantes 

K-K,    df 

K        dl' 

K-K„  d^ 

K         di' 

K  —  K,   dh 


K         di  ' 

c'est  le  courant  de  déplacement  de  Maxwell  au  facteur  — =j — -  près. 

Rappelons  que  K  désigne  le  pouvoir  inducteur  spécifique 
du  diélectrique  et  K^  le  pouvoir  inducteur  spécifique  de  l'air. 

Remarquons  que  si  le  diélectrique  était  de  l'air,  K  deviendrait 
égal  h  Kq  et  le  courant  de  déplacement  disparaîtrait  dans  ce 
cas. 


(')   RôNTCEN.  Sitztingsberichte  der  Btrliner  Akademie  der   Wissensehaflen  ;  'ii\  fé- 
vrier i88j,  cl  Philosophical  Magazine,  mai  i885. 

(*)   Voir  In  première  partie,  chapitre  ii. 


■<  1 

V 
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1^  Supposons  maintenant  le  diélectrique  mobile  et  le  champ 
non  uniforme,  mais  ne  variant  pas  avec  le  temps.  Les  sphères  de 
Mossotti  seront  alors  le  siège  d'un  courant  de  la  forme, 

(Ti         dL 


K 

K. 

K 

K 

K. 

K 

K 



K, 

dz  dij 

d'L         d\ 


dj'  dz 

d\         d\ 


K         \  df/  d,r 

c'est  le  courant  de  Rontgen  au  facteur =7 — ^  près. 

Ce  courant  est  donc  dû  à  un  changement  d'orientation  du 
diélectrique  même  sans  que  le  champ  électrique  varie.  Ainsi  un 
observateur  invariablement  lié  au  diélectrique  verra  varier  Télat 
de  polarisation  du  diélectrique  et  il  y  aura  par  rapport  à  lui  pro- 
duction de  courants  de  déplacement. 


Passons  maintenant  aux  idées  de  Maxwell  sur  les  diélec- 
triques. 

D'après  Maxwell,  tous  les  diélectriques  sont  constitués  de  la 
même  manière  :  des  petites  sphères  conductrices  séparées  par 
des  interstices  remplis  d'un  isolant  dont  le  pouvoir  inducteur 
spécifique  est  extrêmement  petit  ;  Tair,  le  vide,  sont  constitués 
de   la   même    manière   d'après  Maxwell  :  c'est    là    la    différence 

entre  les  idées  de  Mossotti  et  les  idées  de  Maxwell  sur  les  diélec- 

# 

triques.  Le  rôle  de  diélectrique  est  ici  joué  par  les  interstices, 
ou,  pour  être  plus  précis,  par  la  matière  qui  remplit  ces 
interstices  et  qui  a,  avons-nous  dit,  un  pouvoir  inducteur  spé- 
cifique extrêmement  petit.  En  faisant  par  conséquent  Kp=o  dans 
les  relations  précédentes  on  doit  trouver  les  expressions  des 
mêmes  courants  d'après  Maxwell  et  Hertz.  On  trouve^  en  effet, 
comme  composantes  du  courant  de   déplacement 

df      d^r       dh 
dt'lî'  "dT' 
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et  comme  composantes  du  courant  de  Rontgen 

d\         dL 


dz 

dy 

d'L 

d\ 

dx 

dr 

rfX 

d\ 

\     dy  dx 

C'est  bien  l'expression  du  courant  de  Rœntgen  qui  figure 
dans  les  seconds  membres  dfes  relations  (12).  —  On  aurait  donc 
Ih  un  moyen  de  décider  sur  la  légitimité  de  Thypothëse  de 
Maxwell  ou  de  Thypothèse  de  Mossotli  sur  les  diélectriques. 
Malheureusement  les  expériences  que  Rœntgen  a  instituées  pour 
mettre  en  évidence  l'existence  de  ce  courant  sont  insuflisantes 
et  d'ailleurs  purement  qualitatives,  comme  nous  l'avons  déjà 
fait  remarquer  :  elles  ne  peuvent  nous  fixer  sur  la  valeur  exacte 
de  ce  courant. 

Quoi  qu'il  en  soit  on  arrive  à  la  conclusion  suivante  :  Le  cou- 
rant total  se  compose  de  quatre  parties, 

\^  Le  courant  de  conduction^ 
2°  »  déplacement^ 

3°  »  Rowdand^ 

4**  »  Rœntgen, 


VÉRIFICATIOX    DES   PRINCIPES    DE      LA    CONSERVATION    DE    i/kLECTRICITÉ 

ET    DE    LA    CONSERVATION     DU    MAiiNETISME 


316.  —  Nous  allons  montrer  que  la  théorie  de  Hertz  pour 
Télectrodynamique  des  corps  en  mouvement  est  conforme  aux 
principes  de  la  conservation  de  Télectricité  et  du  magnétisme. 
Commençons  par  le  principe  de  la  conservation  du  magnétisme. 

Principe  de  la  conser{*ation  du  magnétisme,  —  Considérons 
une  surface  S  et  supposons  qu'elle  soit  presque  complètement 
fermée  et  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  matière. 

Poi:«CARÉ.  Éleclricilé  el  Optique.  a5 


^)  t»^7*ï 
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Nous  avons  la  relation  (') 


fi^^^'ifi'-^ 


(,)  /       >,PrfX_-;-       /       >(,UW,» 


rintégralc  du  premier  membre  étant  étendue  à  la  courbe  qui 
limite  la  surface  S.  Dans  le  cas  particulier  où  nous  nous 
sommes  placés,  cette  intégrale  de  ligne  est  très  petite,  et  à 
la  limite,  quand  la  surface  S  est  complètement  fermée  elle  est 
nulle.  La  relation  (i)  devient  donc  (Jans  ce  dernier  ras 


dl 


p- 


•jLarfa>=  o. 


ce  qui  signifie  que 


y /;jLa^/o>  =  C^ 


Or  cette  intégrale  représente  le  flux  d'induction  magnétique 
qui  traverse  la  surface  S,  et  qui  est,  au  facteur  constant  4^  près, 
la  quantité  de  magnétisme  vrai  à  Tintérieur  de  la  surface 
en  question  (d*après  la  définition  même  du  magnétisme  vrai); 
c'est  précisément  le  principe  de  la  conservation  du  magné- 
tisme. 

Principe  Je  la  conservation  de  l'électricité,  —  Nous  avons 
trouvé 


aJx  =  ^T.    I     >  lpdto-\--~'     I     >   IKPdiO 


rintégrale  de  ligne   du  premier  membre  s'étendant  au  contour 
qui  limite  la  surface  S. 


1';  î'at?c  372,  é^.  (la). 
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Si  cette  surface  est  fermée,  cette  intégrale  est  nuUe  et  il  reste 


'i/s 


or  — —    I     y  Zrft'ïKP  exprime  la  quantité  d'électricité  vraie  (par 

définition).  La  relation  (2)  montre  donc  que  la  variation  de  la 
quantité  d'électricité  vraie  qui  se  trouve  à  Tintérieur  de  la 
surface  fermée  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  matière 
est  égale  à  la  quant;'.  \  d'électricité  qui  traverse  la  surface  S 
par  conduction  :  c'est  le  principe  de  la  conservation  de  l'élec- 
tricité 

317.  JPremière  remarque,  —  Remarquons  que  les  équations 
de  Hertz  ne  cessent  pas  d'être  conformes  au  principe  de  la 
conservation  de  l'électricité  si  on  y  supprime  les  termes  corres- 
pondant au  courant  de  Rœntgen.  Pour  montrer  cela,  il  me  sullit  de 
faire  voir  que  la  quantité  d'électricité  qui  traverse  la  surface  S 
sous  forme  de  courants  de  Rœntgen  est  nulle.  Or  celte  quantité 
d'électricité  a  pour  expression 


/ 


dy 


dx 


Je  dis  que  cette  intégrale  est  nulle.  Pour  le  voir  il  me  suHit 
de  démontrer  que, 

(fi^_dZ\        d    idZ         r/X\        d  /dX        ^'\ 
\  dz         dij  )        dy  \  dx  dz  /        dz  \  dij         dx  ) 

Or,  cette  dernière  relation  est  une  identité  bien  connue. 

Ainsi,  donc, 

Le  principe  de  la  conservation  de  V électricité  est  vérifié  soit 
avec  les  équations  proprement  dites  de  Hertz  y  soit  avec  ces  équa- 
tions modifiées  par  la  suppression  des  termes  correspondant  au 


courant  de  Rœntgen, 
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318.  Deuxième  remarque.  —  Je  dis  maintenant  que, 

Les  équationH  de  Hertz  conservent  la  même  forme^  soit  (fuon 
adopte  des  axes  fixesy  soit  (juon  adopte  des  axes  mobiles  ;  en 
d^ autres  termes , 

Les  équations  de  Hertz  *^ardent  la  même  forme  dans  le  mouve- 
ment relatif  et  dans  le  mouvement  absolu. 

Kn  cfTet,  les  deux  lois  fondamentales  d'où  sont  déduites  ces 
équations  peuvent  s'énoncer  ainsi  :  une  intégrale  simple  prise  le 
long  d'une  certaine  courbe  doit  être  égale  à  la  dérivée  par  rap- 
port au  temps  d'une  intégrale  double  étendue  à  une  surface 
limitée  par  cette  courbe,  cette  courbe  et  cette  surface  étant  sup- 
posées entraînées  dans  le  mouvement  de  la  matière.  Il  est  mani- 
feste qu'un  pareil  énoncé  est  indépendant  du  choix  des  axes  et 
qu'il  reste  le  même,  qu(î  ces  axes  soient  fixes  ou  mobiles.  Les 
équations  ([u'on  en  déduit  doivent  donc  être  aussi  les  mêmes 
dans  les  deux  cas. 

Prenons  en  particulier  la  première  équation  fondamentale  de 
Hertz, 

rfua        di)        dR        ,      , 
dt  dz  dy  ^^'    ^ 

m 

et  plaçons-nous  dans  le  cas  le  plus  simple  :  supposons  que  toute 
la  matière  soit  entraînée  dans  un  mouvement  de  translation.  Ceci 
revient  \\  supposer  que  ç,  vj,  Ç  sont  des  constantes. 

Considérons  maintenant  un  système  d'axes  mobiles  entraînés 
dans  ce  mouvement.  Je  dis  que  nous  tomberons  sur  les  mêmes 
é([uations  (jue  dans  le  cas  d'un  corps  en  repos. 

Kn  effet,  ial,  dont  la  valeur  est 


H=,f  (<«-„,,--iw-ïS)-sV^ 


devient  dans  ce  cas  |oii  (;,  r,,  s)  =  C*"], 


,.  d%  dy.         ^    d% 


dx  *  dij  '     dz 
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et  en  remplaçant  dans  Téqualion  de  Hertz  ci-dessus '[[xa]  par  la 
valeur  que  nous  venons  de  calculer,  il  vient, 

rfjxa       ^  rfa  d%       y,  doL         rfQ         dW 

dt  dx  dy  dz         dz  dy 

or, 

rf'jia        y,    d%  d%       ^  doL         Oua 

di  dx        *  dy  dz  dl 

c'est  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  flux  d'induction  magné- 
tique en  supposant  que  la  surface  S  est  entraînée  dans  le  mouve- 
ment de  la  matière  ;  il  vient  donc, 

0/  dz  dy 

relation  analogue  à  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  Télcctro- 

dynamique  des  corps  en  repos  (n®  292).  Cv  /••  *^ 

11   résulte  donc  de  la  que  la  dérivée  -rr—  joue  par  rapport  au 

mouvement  relatif  le  môme   rôle  que  jouait  la  dérivée  -V-  par     -5— . 
rapport  au  mouvement  absolu. 

319.  Conséquences,  — Cette  dernière  remarque  entraîne  deux 
conséquences  :  Tune  heureuse,  Tautre  fâcheuse.  La  conséquence 
heureuse  c'est  que  les  é(juations  de  Hertz  sont  conformes  au 
principe  de  régalilé  de  Taclion  et  de  la  réaction  ;  la  conséquence 
fâcheuse,  c'est  que  ces  équations  ne  peuvent  pas  rendre  compte 
de  certains  phénomènes  opti(|ues. 

Considérons  un  milieu  transparent  animé  d'un  mouvement  de 
translation  et  traversé  par  des  ondes  lumineuses  et  considérons 
un  observateur  situé  en  un  point  de  ce  milieu  et  entraîné  par  le 
mouvement  de  ce  milieu.  Pour  cet  observateur  tout  va  se  passer 
comme  si  le  milieu  était  en  repos  ;  par  conséquent  la  vitesse  rela- 
tive, par  rapport  à  des  axes  mobiles  invariablement  liés  au  milieu 
et  à  Tobservateur,  sera  la  même  que  si  le  milieu  était  en  repos. 
Pour  avoir  la  vitesse  absolue  il  faut  ajouter  la  vitesse  de  Iranshi- 
tion  des  axes;  les  ondes  seront  donc  entraînées  totalement  dans 
le  mouvement  de  la  matière. 
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Or,  Fizeau,  dans  une  expérience  célèbre  qu'il  fit  pour  confirmer 
des  vues  théoriques  de  Fresnel,  montra  que  les  ondes  lumineuses 
ne  sont  pas  entraînées  par  Tair  en  mouvement,  mais  si  Ton  rem- 
place Tair  par  de  Teau  il  y  a  entraînement /?a/7/W  des  ondes.  Les 
équations  de  Hertz  sont  donc  impuissantes  pour  expliquer  ces 
phénomènes  optiques. 

Pour  expliquer  cet  entraînement  partiel  il  faudrait  modifier 
un  peu  les  équations  de  Hertz.  Or,  rappelons-nous  que  les  équa- 
tions de  Hertz  ne  cessent  pas  d'être  conformes  au  principe  de  la 
conservation  de  l'électricité  si  on  y  supprime  les  termes  conte- 
nant le  courant  de  Rœntgen  ;  nous  l'avons  montré  un  peu  plus 
haut.  Seulement  en  faisant  cela,  elles  ne  conservent  plus  la  même 
forme  dans  les  deux  mouvements  :  relatif  et  absolu  ;  on  pour- 
rait alors  se  demander  si  ces  équations  ainsi  modifiées  ne  pour- 
raient pas  expliquer  l'entraînement  partiel  des  ondes  lumineuses 
et  qui  ne  pouvait  en  aucune  façon  être  expliqué  par  les  équa- 
tions de  Hertz  non  modifiées.  C'est  ce  que  nous  allons  tenter  de 
voir. 

320.  Entraînement  partiel  des  ondes  lumineuses,  —  Sup- 
posons donc  que  nous  ayons  ajQaire  h  un  milieu  transparent  et 
écrivons  les  équations  fondamentales  de  Hertz  pour  ce  milieu  ; 
nous  avons, 


\ 


rfjjia       j.      ^        rfQ  rfR 

Si — t'**J="rfr~^' 

'  dt     ^Pl^j—  rf^  ^.  ' 

dt        '■^'^        dxj  dx  ' 

dt  ^        '        dy  dz 

^     ^        dz  dx 

^        ^        dx  dij 


\ 


Modifions  ces  équations  en  affectant  les  termes  en  fua], ; 
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[KP], ,  par  (les  coeflricients  H,  II,  que  nous  ne  déterminerons 

pas  pour  le  moment;  il  viendra  (i) 

d'^oi  dq     dix 

dl  ^'     ^        dz  dij 

rfafi        „.    ..        d\\         dP 


(.)  ^_H[,?]=^- 


dz' 


\    dt        "L!*TJ—  ,/^        ^,. 

i      dt  dy  dz 

)  rfKQ       „  ^^.,,,       rfa         rfv 


(^)  r^-"^i'^^^J=rf7-^' 


II,[KR]  =  4-—  '''' 


Supposons  maintenant  que  nous  ayons  affaire  à  des  ondes 
planes  et  prenons  le  plan  de  Tonde  perpendiculaire  à  Taxe  des  a:  ; 
cela  fera  que  nos  fonctions  ne  dépendront  que  de  .r  et  de  /.  Sup- 
posons de  plus  que  le  plan  de  polarisation  soit  perpendiculaire  à 
Taxe  des  z  ;  cela  veut  dire  que  toutes  les  quantités  qui  figuraient 
dans  les  formules  précédentes  sont  nulles  a  présent,  excepté 
fi  et  R.  Supposons  enfin  que  [Jt  =  i,  ce  qui  n'est  pas  loin  de  la 
vérité,  car  en  général  les  milieux  transparents  ne  sont  pas  magné- 
tiques, et  écrivons  la  deuxième  équafion  du  groupe  (i)  et  la  troi- 
sième du  groupe  (2)  dans  ces  hypothèses. 

D'abord  [u^]  et  [KR]  deviennent. 

'■'     ■'  d.v 


•""'  '   d.v 

Les  relations  en  question  deviennent  donc, 

\         dt  ^   dx         dx  ' 

\dt^    ''  dx  )       dx 
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Appelons  V  la  vitesse  des  ondes  ;  on  a  alors, 

d'où 

rfR 

dx         ^ 

en  désignant  par  »'  et  ^'  les  dérivées  de  cp  (.r  —  V/)  et  de 
i}/  (.r  —  V/) .  Calculons  encore  les  dérivées  de  ^  et  de  R  par  rap- 
port au  temps  ;  il  vient 


dt 

rfR 


=— W. 


dt 
Les  équations  (3)  s'écrivent  alors, 

-m -"?)  =  ?', 

En  éliminant  ^  et  «y  entre  ces  deux  équations  on  trouve  fina- 
>ement, 

(V-HÇ;(V-H.Ç)=-I-, 
qu'on  peut  encore  écrire 

(v_I!±lL,)-_(JI^)-,=i. 


Or  ;  c'est  la  vitesse  de  la  matière,  qui  est  très  petite  par  rap- 
port à  V  ;  le  terme  en  ;^  est  donc  négligeable  par  rapport  au 
premier  et  il  reste  simplement 


d'où  enfin, 


(v_i!±lt=)-=^, 
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Cette  relation  nous  montre  que  Tentraînemcnt  de  Tonde  n'est 
pas  total,  à  cause  du  terme  en '-  ;  c'est  en  effet  ce  qu'on 

constate  par  l'expérience  ;  seulement  pour  que  cette  formule 
soit  d'accord  avec  les  expériences  de  Fizeau  il  faut  que  le  coef- 
ficient   '^ (coefficient  d'entraînement   des  ondes)  ait  pour 

valeur 

H  +  II.        K-K, 


Conclusion,  —  Pour  que  les  équations  de  Hertz  puissent  rendre 

compte   de  certains   phénomènes   optiques,    en  particulier   des 

expériences  de  Fizeau,  nous  avons  été  obligés  d'affecter  le  terme 

K— — K 
en  [[xa]  du  coefficient =t — ^  et  outre  que  rien  ne  justifie  l'in- 

troduction  d'un  pareil  coefficient  on  pourrait  encore  se  demander 
si  on  ne  se  trouvait  pas  en  contradiction  avec  les  expériences 
d'induction  magnétique  (qui  dépendent  directement  du  terme 
en  |[xa]);  mais  je  n'insiste  pas  davantage  sur  cette  question,  du 
m#ins  pour  le  moment  ;  j'ai  voulu  seulement  indiquer  les  diffi- 
cultés qu'on  a  a  vaincre  pour  expliquer  ces  phénomènes  optiques 
en  partant  de  la  théorie  de  Hertz  ;  ce  sont  ces  difficultés  que  la 
théorie  de  Lorentz  avait  pour  but  de  tourner. 

321.  Remarque,  —  Dans  le  calcul  que  nous  venons  de  faire, 
nous  avons  affecté  le  terme  en  [KP]  et  par  conséquent  le  terme 
en  [/*]  d'un  certain  coefficient  llj.  Or  ce  ternie  en  [/]  représente 
les  courants  de  Rowland  et  de  Rœntgen.  —  En  ce  qui  concerne 
le  courant  de  Rcrntgen,  nous  avons  dit  précédemment  qu'on  ne 
peut  pas  encore  fixer  sa  valeur  ;  mais  il  n'en  est  plus  de  môme 
du  courant  de  Rowland  ;  car  on  peut  se  faire  une  idée  de  sa 
valeur. 

Les  coefficients  il  ou  II,  ne  devraient  donc  pas  affecter  les 
termes  [KP]  tout  entiers,  mais  seulement  la  partie  de  ces  termes 
qui  se  rapporte  au  courant  de  Rœntgen,  celle  qui  se  rapporte  au 
courant  de  Rowland  conservant  le  coefficient  1.  11  n'y  a  rien  à 
changer  de  ce  fait  à  l'analyse  qui  précède  et  qui  se  rapporte  aux 
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phénomènes  optiques,   car,  dans  les  phénomènes   optiques    les 
ondes  étant  transversales,  on  a 


Zj</.r  ~ 


Or  (n»300),  cq.  (17) 


SÉL- 
dx  ~ 


dx 

s   étant  la  densité  de  l'électricité  vraie.   Donc  0  r=  o;  il  n'y  a 
donc  pas  d'électricité  vraie,  et  par  conséquent, 

P^ 

le  courant  de  Rowland  n'existe  donc  pas. 


VÉRIFICATION    DU    PUINCIPE    DE    LA    CONSERVATION    DE    l'ÉNERGIE 


322.  —  Les  équations  de  Hertz  pour  Télcctrodynamique  des 
corps  en  mouvement  sont-elles  conformes  au  principe  de  la  con- 
servation de  l'énergie  ?  Pour  le  voir,  considérons  l'expression  de 
l'énergie  totale,  tant  électrique  que  magnétique, donnée  par  Hertz, 


(•) 


=/ê[i:^"+s^'"]- 


Cette  énergie  provient  de  plusieurs  causes.  Il  y  a  d'abord 
l'énergie  fournie  par  la  pile  (moins  l'énergie  dépensée  sous  forme 
de  chaleur  de  Joule,  effet  Peltier,  etc.).  Représentons  par 


dljl^d- 


l'accroissement  de  cette  énergie  pendant  le  temps  dt. 

Ensuite,  si  nous  considérons  un  élément  d'z  de  la  matière,  cet 
élément  subit  de  la  part  du  champ  extérieur  des  actions  méca- 
niques ;  soient. 
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les  composantes  d'une  force  extérieure  au  système,  qui  compense 
ces  actions  du  champ.  L'élément  d-:  étant  soumis  à  ces  deux 
forces  antagonistes  n'acquerra  pas  de  vitesse,  ce  qui  permettra 
de  négliger  la  force  vive  de  la  matière. 

Quel  est,  maintenant,  le  travail  des  forces  extérieures  qui  ten- 
dent il  accroître  J  ?  En  nous  rappelant  que  nous  avons  désigné 

par 

\dty  'f^dt^  %d( 

les  composantes  du  déplacement  de  l'élément  rfT,  ce  travail  est 
alors  représenté  par 


dt 


JrfT(X;+Yr.+X:) 


et  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  s'exprime  par  la 
relation  suivante. 


-/-«-■-- 


d'autre  part,  nous  avons  en  diflerentiant  (i)  par  rapport  à  /, 


di_ 
dt 


"8:î  1.^    dl     "^2j      dt      \ 


Or  le   second  membre   de  cette  relation  étant  une   fonction        r    ,  ■       ',,  U 
linéaire  de  $,  v,,  %  et  leurs  dérivées,  nous  pouvons  écrire,  ' 

OÙ  Uq  représente  l'ensemble  dos  termes  indépendants  de  ;,  r,,  v 
L'intégration  par  parties  nous  donnera. 


puisque  les    intégrations  sont  étendues  a  tout  Tespace    et    que 
toutes  nos  fonctions  s'annulent  à  Tinflni. 
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La  relation  (3)  devient  donc 
^=    /  rf.|"u„+:(v,-^-...)+r.{V.-...)+r(V,-...)] 


ou  encore 


(4)  -Tr=    I   rfT(U,  +  X„E+Y.r.  +  Z„î;). 


En  identifiant   cette   expression   (4)   à   la  précédente    (2),  on 
trouve 

u  =  u„, 

X  =  Xq, 
Y  =Y 

z  =  z„. 


•0' 


ce  qui  signifie  que  la  force  qu'il  faut  appliquer  à  Télément  de 
volume  d'z  pour  équilibrer  l'action  du  champ  sur  cet  élément,  a 
pour  composantes, 

ZyrfT. 

et  que,  par  conséquent,  l'action  du  champ  est 

(  -  X„rf-r, 

-  Y/^, 

—  Z,//t. 

Cela  va  nous  permettre  de  calculer  l'action  du  champ  sur 
Félément  rf-r. 

323.  Energie  électro-cinétique  et  énergie  élastique  d'un 
champ  magnétique.  —  Mais  avant  de  passer  au  calcul  de  cette 
action,  indiquons  une  transformation  utile  pour  les  calculs  qui 
vont  suivre. 
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L'énergie  magnétique  a  pour  expression,  d'après  Hertz, 


(0 


d'autre  part  nous  avons 

/  rt  =  a  +  4ttA  =  aa  +  47:A„ 

r  =  Y  +  47:C  =  UY  +  47:(:,. 

(A,  B,  C)  étant  le  vecteur  que  nous  avons  appelé  aimantation 
totale  et  (A^,  B^,  CJ  étant  le  vecteur  (|ue  nous  avons  appelé 
aimantation y;c/7/m/?tv//e  ;  nous  tirons  de  là, 

(a_  0  a  =  47:  (A  — AJ, 
(a-i)?=4^lB-H.,,, 

(jj,_  i)y  =  4-(C  — c;,), 

(A  —  Aç,  B  —  By,  C  —  C^)  étant  les  composantes  deTaimanta- 
tion  induite.  On  en  déduit  aisément, 


(1^—  !)*"  =  — "7  0^  — \)";  etc., 


1^ 


d'où 


|jLa^  =z  TT  -\ .  lA —  Ay  -  ;  etc. 


;^ 


En  substituant  ces  valeurs  de  »jLa-,  «jl^-,  [j^r,  dans  la  relation  f  i), 
cette  relation  devient, 


(2) 


aa 


J  "  c/      ' 


où  la  seconde  intégrale  du  second  membre  esl,  au  fadeur 


près,,  le  carré  de  Taimantation  induite. 

Quelle  est  la  signification  physique  de  celle  relation  ? 

Nous    savons   que,    d'après   Ampère,  dans  un  aimant  tout  se 
passe   comme   s'il  était  parcouru   par   d  innombrables    courants 
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particulaires.  Dans  les  aimants  permanents  ces  courants  sont  tous 
orientés  de  la  même  manière  ;  mais  il  n'en  est  plus  de  même 
dans  les  aimants  induits.  Pour  expliquer,  en  effet,  le  fait  que  ces 
corps,  susceptibles  de  s'aimanter  par  induction,  s'aimantent  dans 
un  champ  magnétique  et  qu'ils  perdent  leur  aimantation  dès  que 
l'action  du  champ  est  supprimée  on  est  obligé  de  faire  une  hypo- 
thèse supplémentaire  :  il  faut  supposer  que  ces  courants  d'Am- 
père ont  une  direction  variable.  Tant  que  le  corps  h  aimanter  ne 
se  trouve  pas  encore  dans  le  champ  magnétique  ces  courants 
particulaires  sont  orientés  indifféremment  dans  tous  les  sens;  le 
moment  magnétique  est  par  conséquent  nul  :  l'aimantation  résul- 
tante est  nulle  ;  mais  dès  que  le  corps  en  question  se  trouve  placé 
dans  un  champ  magnétique,  les  courants  particulaires  vont  tendre 
à  se  rapprocher  d'une  orientation  commune  ;  le  moment  magné- 
tique ne  sera  plus  nul  et  l'aimantation  induite  apparaîtra.  Le 
champ  magnétique  vient-il  à  être  supprimé  ?  Les  courants  vont 
reprendre  leur  orientation  primitive  et  le  moment  magnétique 
redeviendra  nul.  Tout  se  passe  comme  si  le  milieu  magnétique 
était  déformé  par  l'action  du  champ  (comm^le  serait  par  exemple 
un  ressort  bandé)  et  reprendrait  sa  position  d'équilibre,  en  vertu 
de  la  force  élastique  mise  en  jeu  par  cette  déformation,  dès  que 
le  champ  aurait  cessé  d'agir.  Il  en  résulte  que  l'énergie  totale 
magnétique  se  composera  de  deux  parties  : 

I®  L'énergie    électro-cinétique   des   courants    particulaires,    et 
2^  Vénergie  due  à  la  force  élastique^  dont  je  viens  de  parler. 

Le  premier  terme  de  l'expression  (2)  est  l'énergie  électro-ciné- 
tique et  le  second  terme. 


r^S(-^-A,)^ 


représente  cette  énergie  élastique  particulière. 

Maxwell,  dans  son  raisonnement  sur  les  aimants,  a  calculé 
seulement  le  travail  des  forces  magnétiques  proprement  dites; 
il  néglige  le  travail  de  la  force  élastique  que  nous  venons  d'in- 
voquer ;  aussi  son  expression  de  l'énergie  magnétique  est  en 
désaccord   avec   le  principe   de  la   conservation  de  l'énergie  et 
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même  avec  les  résultats  qu'il  a  obtenus  lui-même  dans  une  autre 
partie  de  son  Traité  classique. 

Voyons  maintenant  la  valeur  de  cette  énergie  élastique.  Sup- 
posons que  les  courants  particulaires  soient  écartés  de  leur 
position  d'équilibre  primitif  par  l'action  d'un  champ  magné- 
tique ;  Ténergie  potentielle  ([ui  en  résulte  est  proportionnelle  h 
cet  écart,  si  cet  écart  est  petit  ;  par  conséquent  le  moment 
magnétique  résultant  sera  proportionnel  à  l'écart 


v/2 


^(A-A,y 


et  par  suite  le  carré  de  l'aimantation  induite  sera  proportionnel 
au  carré  de  l'écart.  H  en  résulte  que  le  travail  des  forces 
élastiques  est  proportionnel  au  carré  de  cette  même  quantité  : 
c'est  bien  ce  que  la' seconde  intégrale  de  la  relation  (2)  in- 
dique. 

324.  Calcul  des  actions  mécaniques  exercées  pcr  le  champ 
électromagnétique  sur  la  matière.  —  Nous  avons  vu  précédem- 
ment que  l'énergie  totale  se  compose  de  l'énergie  magnétique 
et  de  l'énergie  électrique.  Désignons  la  première  par  J^  et  la 
seconde  par  J^.  Nous  avons  donc, 


J.  = 


/  ^^'  V 


j,= 


Comme  nous  l'avons  déjà  dit  nous  mettrons  le  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie  sous  la  forme, 


î  -i  '■- j 


La  première  intégrale  exprime  Ténergie  fournie   par  la  pile 
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moins  Ténergie  dépensée  sous  forme  de  chaleur  de  Joule,  effet 
Pelticr,  etc.  11  suffit  pour  s'en  convaincre  de  remarquer  que  ce 
terme  est  indépendant  de  la  vitesse  de  la  matière.  Il  a  donc 
même  expression  que  dans  le  cas  des  milieux  en  repos,  que  nous 
avons  examiné  plus  haut.  La  seconde  intégrale  représente  le 
travail  des  forces  extérieures  que  nous  avons  invoquées  pour 
équilibrer  les  actions  mécaniques  produites  par  le  champ.  L'ac- 
tion du  champ  aura  donc  pour  composantes  suivant  les  trois  axes, 


\ 
/ 


Pour  calculer  ces  composantes  je  supposerai  que  les  différents 
corps  matériels  conservent  le  même  (jl  et  le  même  K  en  se 
déplaçant  dans  l'espace.  Ceci  revient  h  écrire  que, 


X. 

ck, 

\ 

d-z, 

z. 

ik. 

d 


UL 


or, 


ôjjL  du. 

ce  qui  peut  s'écrire, 


0/ 

=  o, 

• 

"  d.v 

+  ^1 

du 

+ 

K 

dz 

donc 


dt  dt  "^Zj      dx  ' 


-~  est  donc  fonction  linéaire   de   l,  •/;,  Ç.   —  Prenons    mainte- 
nant [jjLa]  et  développons  cette  expression,  il  vient, 

d        ,^^  d         .   ..         ^.        ..V^  d\i.7. 


[i^*] = TT  !^  (?^ —*■'•) — 7;  f*  ^^"^  ~  T^)  ~~  ^  y! 


on  voit  que  cette  expression  est  également  une  fonction  linéaire 

d^xt. 
de  ;,r,,s  et  leurs  dérivées  et  il  en  sera  de  même  de — -, —  ,  etc. 

ai 
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En  effet,  les  équations  fondamentales  de  Hertz  s'écrivent, 

r/ua  dO  (IR         ,      , 


or 


d'où 


rfjAa  (foL  rf;jL 


Jeu  rffJLa  rf(JL 


rfa 
[jL  --^  sera  donc  encore  une  fonction  linéaire  de  $,  r,,  Ç  et  leurs 

dérivées. 

Ceci  étant  établi,  évaluons  — r-^.  Nous  avons  en  différentlant 

'  dt 

par  rapport  à  /  l'expression  de  J,, 


'^-féii- 


dî.  I     dz  \^  /  ^  du.    ,  d% 

dt  '    dt 


et  nous  voyons,  d'après  ce  que  nous  venons  d'établir,  que  la 
fonction  qui  figure  sous  le  signe  I  est  linéaire  par  rapport  à 
5,  r,,  !J  et  leurs  dérivées.  Je  puis  donc  écrire 


^•^1-=  1  rfT(u,  +  n,), 


dt 


(»ù  U,  est  l'ensemble  des  termes  ne  dépendant  pas  de  ;,  y,,  ÎJ  et  de 
leurs  dérivées  et  Hj  celui  des  termes  dépendant  de  5,  y,,  !J  et  de 
leurs   dérivées;    11^  sera    donc    un   polynôme    homogène    et    du 
premier  degré  par  rapport  à  ;,  yj,  IÇ  et  à  leurs  dérivées. 
On  trouvera  par  un  calcul  analogue 


(Il 
PoiNCARÊ.  Elcctricilc  et  Opliqui*.  aO 
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L'intégration   par    parties   nous    permettra    de    mettre  j  H,^r 
et  I  W/l'z  sous  la  Tornie  suivante, 


/     H.rfT=      /    rfT^X.?, 


de  sorte  que  —j-  devient  finalement, 


dt 


dl 


:    /  rfT(U.  +  U.)+    /  rfT[^X,;+Vx,ï] 


En  identifiant  cette  relation  avec  la  relation  (i)  on  trouve, 


u„ 

■■^'. 

H-U.. 

Xo 

\ 

H-X„ 

Vo 

Y. 

+  Y„ 

'k 

Z. 

+  7.,. 

La 

première 

relation 

u 

U, 

+  u, 

nous  apprend  que  Uj  -f"  U^  correspond  à  Ténergie  créée  par  la 
pile  moins  celle  qui  disparait  sous  forme  de  chaleur  de  Joule. 
Les  autres  relations  nous  montrent  que  les  projections  de 
Faction  du  champ  sur  les  trois  axes  sont 

-  (X,  +  X,)  (h, 

-  (Y,  +  Y,)  ./t, 

-  (/,  +  Z,)  e/T. 
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Ces    composantes     comprennent,    comme    on    le    voit,    deux 
parties, 

—  Xj  rfr,  —  Xj  rfr, 

—  Y,  (k,  —  Y2  di, 

Zj    rfT,  Zj    rfT; 

( —  X^rfT, — YjrfT,  —  Zj^t)  représentent  les  composantes  de  Faction 
du  champ  magnétique  sur  la  matière  ;  les  autres  composantes 
sont  celles  qui  proviennent  de  Faction  du  champ  électrique  sur 
la  matière. 

325.  * —  Calculons  chacune  de  ces  actions  en  particulier. 


I.  —  Actions  mécaniques  du  champ  magnétique 

Je  commencerai  par  faire  une  hypothèse  :  je  supposerai  qu'il 
pourra  y  avoir  des  corps  susceptibles  d'aimantation,  c'est-à-dire 
des   corps   tels   que  pour  eux   [a  ^  i ,  et  des  diélectriques  pour 

lesquels  K  ^  i  ;  mais  je  ferai  une  restriction  :  je  supposerai  que 

si  le  système  considéré  peut  contenir  des  corps  pour  lesquels 

[Ji  ^  I    et  K  ^   I ,  ces  corps  seront  solides.  On   n'aura  donc   ni 

corps  magnétiques  fluides,  ni  diélectriques  fluides  autres  que 
l'air.  —  En  dehors  de  ces  corps  solides  je  supposerai  toujours 
jx=i. 

Nous  avons 


.=/feE^'*=/^E"'+/^S(''-"- 


(')  ' 


la  première  intégrale  du  second  membre  sera  étendue  à 
Tespace  tout  entier;  la  seconde  ne  s'étendra  qu'aux  aimants 
solides. 

Nous  avons  trouvé  précédemment 

(jx—  i)  a=4K(A  — AJ; 
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Posons  maintenant, 

([X  —  i)  a  =  47T  (A  —  A,)  =  t! 
et  de  même  ,  ,  . 

en  en  tire  aisément 

'  jxa  =  a  +  a', 

'  i^r  =  r  +  y  ; 

et  la  relation  (i)  devient, 

Formons   maintenant  -^-^ .   Diflerentions  pour   cela    la   rela- 

dt  * 

tion  (3)  sous  le  signe  j  .  Seulement,  pour  avoir  le  droit  de  difle- 

centier  sous  le  signe  |  il  faut  que  le  champ  d'intégration  soit  le 

même  au  temps  t  et  au  temps  t  -f-  dt.  Pour  la  première  inté- 
grale on  n'a  pas  de  difficulté,  car  elle  s'étend  h  l'espace 
tout  entier  ;  mais  ce  n'est  pas  ce  qui  arrive  pour  la  seconde 
intégrale  qui  ne  s'étend  qu'aux  solides  aimantés.  Etendons 
eette  intégrale  à  un  seul  solide  aimanté  ;  ce  solide  se  dépla- 
çant, le  champ  d'intégration  sera  variable  au  temps  t  et  au 
temps  t  +  dt.  Mais  tournons  la  difficulté  en  considérant  un 
observateur  lié  à  ce  solide  :  pour  cet  observateur  le  champ 
d.'intégration  sera  le  même  à  l'époque  Z  et  h  l'époque  l  -\-  d(  ; 
seulement  il  nous  faudra  alors  prendre  la  dérivée  par  rapport 
au  temps  avec  des  0  ronds.  On  aura  donc, 


H)  ^ 


dl 


I     4-  iiJ       dt  1     8-    [JL  —  i    dt  jLJ 


car  -^  =  o  comme  nous  l'avons  supposé  plus  haut. 
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Mais  comment  obtenir  cette  dérivée -r—    7  a'*? 

Pour  calculer  cette  dérivée  utilisons  le  théorème  que  nous 
avons  démontré  un  peu  plus  haut  (308)  ;  nous  avions  dé- 
montré que  si  N  est  la  valeur  absolue  d'un  vecteur  (a,  ^,  y),  on 
a  alors, 

^,  ôN        VI        rfa       V      r  1 

ou  bien,  en  remplaçant  N  par  sa  valeur, 

et  souvenons-nous  que  la  démonstration  de  ce  théorème  supposait 
que  le  point  considéré  appartenait  à  un  corps  solide  :  c'est 
précisément  notre  cas.  Appliquons  ce  théorème  au  vecteur  a'.; 
il  vient, 

Kn  divisant  les  deux  membres  de  cette  relation  par  a  —  i  et 
en  tenant  compte  des  relations  (2),  on  aura 

c'est  précisément  la  valeur  de  la  dérivée  que  nous  voulions 
évaluer. 

La  relation  (4)  devient  donc, 


<='      ^=^E«(§+^-M)- 


'■  -} 

1     rf-r  yi       /d%         dy! 

'    4^2j''U/    '    dt 

Evaluons 

rfa          rfa'         r  /i 
dl      '     dt          ^    J 

Remplaçons  à  cet  effet  dans  les  équations  de  Hertz  [Jia  par  sa 
valeur  (2  bis).  Cela  nous  donne, 

dT.         dil         dQ         dR         .  , 
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d'où 

rfa  rfa'         ,  „         rfQ  rfR 


La  relation  (5)  peut  donc  s'écrire, 


(6) 


^=/lS"(#-^-i«i)- 


Remarquons  maintenant  que  la  quantité  sous  le  signe  1  con- 
tient deux  parties  différentes  :  la  première  partie  --z —  est 

indépendante  de  £,  r,,  ^  et  de  leurs  dérivées  et  l'autre  partie  en  [a] 
qui  dépend,  au  contraire,  de  ces  quantités  et  leurs  dérivées  : 
elle  est  fohction  linéaire  de  ces  quantités.  La  relation  (6)  peut 
donc  se  mettre  sous  la  forme, 


di 


L  =    /  (U,  +  HJ  rfT, 


dt 


d'où,  en  identifiant  avec  (6) 

a    /rfQ         rfR 


^~Zj4î=  \d'.  dy)' 


et 


(7)  4^11,  =2]  a  [a]. 

Maintenant,  une  fois  que  nous  avons  H^,  nous  allons  en  tirer 
X,.  Voici  comment. 

Par  intégration  par  parties,  H^  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(7  bis)  I    n.d-:  =    I    (X,  +  Y.r,  +  Z,  ^]J-, 


ou,  en  y  faisant  tj  =  ^  =  o 


f'"- 


(8)  /    H,^T=    I    X.îrfTj 
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<raulre  part,  en   développant  (7)  et  en   y  faisant  7^  =  ^  =  0,  il 
vient 


\[)l        ,      4^' 

11,  _ 

«      /       "T- 

"'^.    -^'^^ 

^  r/.r        •"   rfa; 

'    ^/o.- 

car,  avec  7[ 

—  s  = 

=  0 

[«j  = 

m  = 

dx  ' 

)       ■■  ■ 

L  1  J 

d.v 

on  a  donc, 

/' 

» 

/» 

(ic)  4-  / 

ll,(h 

-j* 

r  rfy  +  " 

dz  +*«2jrf.r 

dx  )' 

et  en  intégrant  par  parties 


i  'M  ,      r .  dx , 


d 
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la  relation  (lo)  peut  donc  s'écrire, 


-^ïf-ïï^)^ 


en  comparant  cette  dernière  relation  à  la  suivante  (obtenue  en 
multipliant  les  deux  membres  de  (8)  par  4^^) 


4^     /  II,rfT=    1    4^X,$rfT, 


ij  vient 

Voyons  maintenant  la  signification  de  cette  équation. 
D'abord,  nous  avons  vu  précédemment  (300)  que, 

m  étant  la  densité  du  magnétisme  libre,  c'est-a-dire  la  densité 
du  magnétisme  total  en  tenant  compte  du  magnétisme  permanent 
,   et  du  magnétisme  induit. 

D'autre  part  nous  savons  que 

y-  —  -ri-  =  4?://, 
a  y  dz 

d(x  dr 

—  -j^  =  47:f^, 


dz  dx 

d^         dj. 
dx  dij 


=  ^T^W, 


En  tenant  compte  de  ces  dernières  relations  et  de  la  relation 
(12),  la  relation  (11)  devient, 

X,  =  |3tf'  —  yc  —  »/?/. 


ACTIONS  MKCAMQUES  DU  CHAMP  ÉLECTRIQUE  409 

L^action  mécanique  du  champ  magnétique  sur  l'élément  rfr 
a  donc  pour  projection  suivant  Taxe  des  x 

—  Xjrf-r  =  \7.m  +  Y^  —  ?^<')  d'-Zy 

et  on  aura  par  un  calcul  tout  a  fait  analogue  (en  faisant  succes- 
sivement dans  (7)  et  (7  bis)  $  =  ÎJ  =  o  et  Ç  =  t,  =  o) 

—  YjrfT  =  (^m  -}-  ajv  —  yw)  (h^ 

—  Zj^/t  =  (v/?2  -|-  p/£  —  af')  ^/t. 

Dans  ces  relations  [ctmd'Zy^md'Zy  ywrfT)  représentent  l'action  du 
champ  sur  la  masse  magnétique  md-z  et  les  deux  derniers  termes 
de  chaque  parenthèse  représentent  évidemment  l'action  du  champ 
magnétique  sur  le  courant  total  [n,  r,  «)  (*)  ;  cette  action  se 
calcule  par  la  formule  d'Ampère. 

Maxwell  donne  pour  la  première  composante  de  cette  force 

(im  -f-  ci^  —  Au')  d'z  ; 

mais  cette  expression  n'est  pas  conforme  au  principe  de  la  con- 
servation de  l'énergie. 

Remarque.  —  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique 
seulement  aux  cas  où  les  corps  aimantés  sont  des  solides  qui  se 
déplacent  sans  se  déformer,  en  conservant  leur  pouvoir  induc- 
teur |JL  et  en  entraînant  avec  eux  leur  aimantation  permanente. 
S'il  y  avait  des  corps  magnétiques  fluides  ou  déformables,  on  ne 
pourrait  faire  le  calcul  sans  faire  des  hypothèses  au  sujet  de 
l'influence  de  la  déformation  sur  le  coefficient  ui  et  sur  la  distri- 
bution  du  magnétisme  permanent.  D'autre  part  le  principe  de 
la  conservation  de  l'énergie  ne  pourrait  plus  être  appliqué  sous 
la  môme  forme  ;  car  ces  déformations  et  les  variations  qui  en 
résulteraient  pour  [xet  pour  Taimantation  permanente  pourraient 
entraîner  des  dégagements  de  chaleur. 

Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  nous  montre  une  fois 
de  plus  que  l'expression  qu'il  convient  d'adopter  pour  l'énergie 


{})  Courant  total  =    cour,  de  conduction   -+-   cour,  de   déplacement  -h  cour,  de 
Kowland  4-  cour,  de  Rœntgen. 
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magnétique  est  celle  de  Hertz  et  non  aucune  de  celles  de  Max- 
well. 

II.  —  Actions  mécaniques  du  champ  électrique 

326.  —  Calculons  maintenant  les  expressions  des  forces 
mécaniques  qui  s'exercent  entre  les  corps  en  mouvement  dans 
un  champ  électrique. 

Prenons  comme  point  de  départ  le  deuxième  groupe  d'équa- 
tions fondament.iles  de  Hertz  pour  Télectrodynamique  des  corps 
en  mouvement, 

rfKP        dy        dp 

/        N  1         dKQ  d%  rfv  rwrAXT 

f    rfKR        rf.3        d% 

et  posons, 

^  (K  -  K„)  P  =  P', 
(2)  (K  -  K„)  Q  =  Q', 

(K-K;)R=1V; 

rinduction  électrique  de  Hertz  devient  alors, 

^  KP  =  K.P  +  P', 

KQ  =  K,Q+Q', 

'  KR  =  K„R  +  R'  ; 

et  par  suite  le  système  d'équations  (  1  )  devient, 

[K..P]  +  [P'j  -  iT.p. 


rfK„P        rfP'        r/v 
dt            dl          dij 

dp 
dz 

dt       '     dl          dz 

d" 

1 

dx 

rfK„R       dW        dp 

dx 

dl       '     dt          dx 

'tu 
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L'énergie  électrique  est,  craprès  Hertz, 
or,  de  (2)  nous  tirons, 

KP^  =  K„P^  H-  Y^TT  ' 

la  relation  (4)  devient  donc 


la  première  intégrale  est  étendue  h  l'espace  tout  entier  ;  la 
seconde  ne  s'étend  qu'aux  diélectriques  solides  dont  le  pouvoir 
inducteur  spécifique  K  ^  o  et  K  ^  K  o- 

Le  reste  du  calcul  est   calqué  sur  le  calcul  précédent  (champ 
magnétique).  On  obtient  ainsi 


dJ.  I     rfT  X^  ..  rfK.P  i     d-z  i  d 


rfJ,  _    /     d'z  Y^ 
dl    ~  j      4r.  Zj 


VP'^; 


dl    ~    I      àr.  jiLl^      dt       '      /      Stt     K  —  K,     d^    ^ 


or,  en  appliquant  le    théorème  cité   plus  haut,   en  divisant  par 
K  —  K^j  et  en  tenant  compte  des  relations  (2), 


K— K,     0^ 


S---4E-^-S-[n]^ 


donc 


dl 


/-iS'l^-^-in]. 


ou  encore,  en  tenant  compte  de  (3) 


di^  I     rfT  VI  .T  dr         rf3 


dt  I      At.  /^u     V  du  dz 


4tv>+[K„Pj]. 
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On  déduit  de  là,  en  remarquant  que  >      [^oP]    est    fonction 
linéaire  de  5,7^,  ï  et  leurs  dérivées, 

et 

ces  deux  quantités  étant  reliées  par  la  relation 


dt 


:   j  rfT(U.+  H,); 


or   rintégration    par  parties  nous  donne  pour  J    H  ,  rf?,  après 
multiplication  par  4^ 

(6)  i7zj'l{,d-.=fdx^X,l 

Prenons  la  relation  (5)  et  développons  [P],  il  vient 

[Pl=4r«î-P'.)-i(PÇ-Hï)-52^ 

tQ]_4(R,-Q5-^(Q5-p,,)-,2-lT 
l"!  =  ^  (f  î  -  ««  -  ^  (R.  -  Q5  -  Î^-S- 

Pour  avoir  X,  faisons  r^  =  Ç  =  o  dans  ces  relations  ;  il  vient 
ainsi, 


'^~    dy  ~^    dz     ~'Zj  d.r  ' 
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et  par  conséquent  la  relation  (5)  devient 


ax  dx  J 

et  en  intégrant  par  parties, 


/-^— /'^^ 


'/y 


ar  f  dz 


«#-= 


^=A=^^- 


/«^^==/"5 


d.r 


(5  iw)  devient  alors, 


;5.,^|„..y..[Q(^--)-H(--g 


_pVi£ 


^]- 


Faisons  maintenant  rj  =  !;  =  o,  dans  la  relation  (6)  et  compa- 
rons la  relation  qui  en  résulte  avec  la  relation  (5  fer)  ;  on  trouve 
ainsi. 


K 


v„  ^  \  d.r  dy  /  \  dz  d.r  /  ^  d.v 


Or  on  a 
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e  étant  la  densité  de  l'électricité  libre,  c'est-à-dire  non  seulement 
Télectricité  qui    se  trouve  h  la   surface  (électricité  vraie),   mais 
aussi  l'électricité   apparente  qui  paraît  se  porter  h  la  surface  des 
diélectriques  placés  dans  un  champ  électrique. 
Il  vient  donc, 


S  \  d.v  dij  I  \dz  dx  J  Kç 


K 


Les  deux  premiers  termes  du  second  membre  de  cette  relation 
représentent  la  force  de  Herlz.  Le  dernier  terme  qui  dans 
l'expression  de  X  ^  prendra  la  forme  —  Pe  et  qui,  par  conséquent, 
donnera  Ped*:  pour  l'action  du  champ  sur  la  masse  er/r  d'électri- 
cité, représente  la  force  électrostatique  ordinaire  s'exerçant  non 
seulement  sur  l'électricité  vraie,  mais  sur  ce  qu'on  a  appelé 
électricité  libre. 

327.  —  La  force  de  Hertz  est  trop  petite  pour  que  l'expérience 
puisse  la  mettre  en  évidence  :  elle  est  restée  jusqu'ici  insensible 
aux  expériences.  Cherchons  néanmoins  de  nous  rendre  compte 
de  la  signification  de  cette  force  ;  pour  bien  la  faire  comprendre 
je  suis  forcé  de  faire  une  digression  sur  le  parallélisme  et  la  réci- 
procité des  phénomènes  électriques  et  magnétiques  et  sur  la 
notion  nouvelle  du  courant  de  déplacement  magnétique. 

Considérons  un  diélectrique  et  admettons  pour  le  moment  les 
idées  de  Mossotti  sur  les  diélectriques  (sphères  conductrices  extrê- 
mement petites  disséminées  dans  une  substance  non  conductrice 
jouissant  des  mômes  propriétés  que  l'air,  qui  s'électrisent  par 
influence  et  qui  produisent  par  suite  la  polarisation  du  diélectri- 
que). Supposons  ({ue  ce  diélectrique  ait  la  forme  d'une  lame  à 
faces  planes  et  qu'il  soit  placé  dans  un  champ  magnétique  cons- 
tant. On  aura  une  distribution  d'électricité  positive  sur  une  des 
faces  de  la  lame  et  de  l'électricité  négative  sur  l'autre  face. 
La  densité  électrique  de  ces  couches  est,  d'après  les  calculs  de 
Mossotti, 

4-  K      '^* 

Lorsque  le  champ  est  variable  on  a  alors  des  courants  analo- 
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gues  aux  courants  de  déplacement  de  Maxwell  ;  ces  couran  ts  ont 

pour  valeur, 

K  — K,    rfP  _  K— K,   df 

4-         dl  K        dl 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  deux  diélectriques  de 
pouvoirs  inducteurs  spécifiques  K  et  K^,  appliqués  Tun  contre 
Tautre  ;  on  aura  sur  la  face  des  premiers  une  couche  électrique  de 
densité 

^  —  ^0  p  . 

4îî 

sur  Tautre  diélectrique  on  aura 


4r. 
et  la  couche  de  séparation  résultante  aura  pour  densité 

4^ 

Généralisons  maintenant  ces  idées  de  Mossotti  en  les  combinant 
avec  celles  de  Maxwell.  On  aura  alors  des  petites  sphères  conduc- 
trices séparées  par  un  milieu  hypothétique  de  pouvoir  inducteur 
spécifique  K'.  Il  faut  donc  remplacer  dans  les  formules  de  Mos- 
sotti Ko  par  K^  Il  vient  alors  pour  la  densité  superficielle. 

4?^ 

et  pour  le  courant  de  déplacement 

K  — K^    rfP 

4-  dt 

Si  on  a  deux  diélectriques  appliqués  Tun  contre  l'autre  dont 
Tun  est  constitué  par  l'air,  on  a  alors 

i*"*^  couche r  ; 

4- 

2.^  couche V  ; 

4- 

1/  1^ 

couche  résultante ; —  P. 

4- 
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On  obtient  donc  le  même  résultat  dans  les  deux  théories  au 
point  de  vue  électrostatique.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  au 
point  de  vue  électrodynamique  :  les  actions  électrodynamiques 
sont  en  effet  différentes  dans  les  deux  ordres  d'idées. 

Piissons  maintenant  aux  corps  magnétiques.  On  aura  la  même 
chose  ;  nous  savons  en  effet  que  la  théorie  de  Mossotti  sur  les 
diélectriques  n'est  que  la  traduction  de  la  théorie  de  Poisson  sur 
les  milieux  magnétiques  ;  on  passe  de  Tune  à  l'autre  en  changeant 
le  mot  flux  électrique  en  flux  magnétique  et  réciproquement. 

Considérons  donc  une  lame  d'un  corps  magnétique  placé  dans 
un  champ  magnétique  ;  la  lame  magnétique  va  s'aimanter  et  nous 
aurons  deux  couches  de  magnétisme  de  densité 


I 
—  a 


4^ 

en  prenant  [jl  =  i  pour  le  vide. 

SI  on  appelle  u^  le  coefficient  du  vide,  nous  aurons  alors 


^-  ^"^  «. 


4« 

SI  le  champ  n'est  pas  constant,  tout  va  se  passer  comme  si  les 
charges  magnétiques  variaient,  comme  si  le  magnétisme  passait 
d'une  face  h  l'autre.  On  aura  donc  un  véritable  courant  magnéti- 
que de  densité 


^T<        dt 

Mais  pour  que  le  parallélisme  soit  complet,  il  faut  modifier  hi 
définition  de  ce  courant  de  déplacement  magnétique  en  Intro- 
duisant une  théorie  nouvelle  qui  sera  pour  ainsi  dire  a  celle  de 
Poisson  ce  que  celle  de  Maxwell  est  à  celle  de  Mossotti. 

Supposons  maintenant  que  le  vide  soit  comme  les  autres  corps  : 
magnétisable.  Les  sphères  magnétiques  seront  alors  séparées  par 
un  milieu  de  perméabilité  magnétique  ijl'  et  à  la  surface  de  ces 
sphères  on  aura 

—   7.. 

4*^ 


-  ■*^ài 
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et  le  courant  magnétique  sera 

(7)  ■'    ' 


4?^        dt 

Si  nous  considérons  enfin  la  surface  de  séparation  des  deux 
milieux  :  corps  magnétique  —  vide,  nous  aurons  alors  une  double 
couche 

'A — m!  u,. —  u' 


'     a;        ^ "      >      a 


et  la  couche  résultante  sera 


'        '  "  a. 


4tî 

Les  deux  théories  sont  donc  concordantes  au  point  de  vue  des 
phénomènes  statiques. 

Dans  cette  manière  de  voir,  les  corps  diamagnétiqucs  sont 
moins  magnétiques  que  le  milieu  qui  les  entoure,  par  conséquent 
moins  magnétiques  que  le  vide.  Cela  s'accorde  avec  Thypothèse 
que  nous  venons  de  faire  et  d'après  laquelle  le  vide  serait  magné- 
tique. Nous  devons  avoir  pour  un  corps  quelconque  ;jl  >  |jl'  ; 
mais  si  le  vide  est  magnétique  nous  avons  u^  >  [a'  ;  il  peut  donc 
y  avoir  des  corps  pour  lesquels  jjl  <  a^,  :  ce  sont  les  corps  diama- 
gnétiqucs. 

Reprenons  l'expression  (j)  du  courant  de  déplacement  magné- 
tique et  passons  à  la  limite  (comme  fait  Maxwell  pour  les  cou- 
rants de  déplacement  électrique)  en  posant  \i!  =  o  ;  le  courant 
magnétique  sera  alors 

a 

|JL      drt. 


ou  encore 


4-     dt 


I       rfjjia 


4t:       dl 

Or,  d'après  Hertz, 

d^xt         dq  dR 


[;-^] 


dl  dz  dij 

Poi.NCARÉ.  Ëlcclricilé  et  Optique.  a; 
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I^osons  alors, 

dli  (iq  r/ua         ,     ,         47:U 


dy 

dz 

dt 

dP 

dz 

dR 

dx 

4-V 

dq 

dx 

dP 
du 

4t:W 

0 


Il  résulte,   en   comparant  ces  relations  avec  les  relations, 


\ 
i 


dz  d.t 


d'à  d% 


-  =  4-»', 


,^7 -^==4--, 

que  nous  avons  (à  des  facteurs  constants  près)  entre  les  courants 
magncl'ujues  et  le  champ  électrique  la  môme  relation  qu'entre  les 
courants  électriques  et  le  champ  magnétique.  Par  conséquent, 
un  courant  électrique  produirait  un  champ  magnétique  et  de 
même  un  courant  magnétique  produirait  un  champ  électrique.  Il 
y  a  donc  réciprocité  parfaite.  Cette  réciprocité  mise  en  évidence 
par  Ilerlz  peut  s'énoncer  sous  une  forme  indiquée  par  M,  Blondlot. 

Soit  une  masse  électrique  qui  se  déplace:  les  expériences  de 
Uowland  prouvent  qu'un  tel  déplacement  produit  les  effets  élec- 
trodynamiciues  d'un  courant  ;  on  crée  donc  un  champ  magné- 
tique. Considérons  d'autre  part  un  pôle  magnétique  mobile  ;  s'il 
se  déplace  au  voisinage  de  conducteurs  il  donne  naissance  à  des 
ellets  d'induction.  Dans  la  pensée  de  Maxwell  le  déplacement  de 
ce  pôle  dans  un  diélectrique  produit  aussi  dans  le  diélectrique 
des  lorces  électromotrices  d'induction  :  la  seule  différence  est  que 
dans  le  diélectrique  ces  forces  électromotrices  donnent  lieu  à  un 
déplacement  èleclrique  au  lieu  de  produire  un  courant  de  con- 
duction ;  le  mouvement  du  pôle  magnétique  crée  donc  un  champ 
électri([ue. 

On  peut  énoncer  la  réciprocité  entre  les  phénomènes  électri- 
(|ues  et  magnéticpies,  en  disant  que  si  deux  pôles,  l'un  électrique, 


.-  i- 
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Tautre  magnétique,  subisseiil  le  même  déplacement,  ils  donnent 
naissance  au  même  champ. 

Ainsi  donc,  prenons  un  circuit  C,  le  primaire^  et  un  autre  cir- 
cuit C,  le  secondaire  ;  Texpérience  nous  apprend  que  si  l'inten- 
sité du  courant  qui  passe  dans  le  primaire  varie,  il  naît  alors  un 
courant  d'induction  dans  le  secondaire.  D'après  la  manière  de 
voir  de  Hertz,  cette  action  serait  indirecte  ;  le  courant  qui  passe 
dans  le  primaire  produit  un  champ  magnétique  ;  si  l'intensité  de 
ce  courant  est  variable,  le  champ  magnétique  sera  lui-même 
variable  ;  ses  variations  donneront  naissance  à  un  déplacement 
magnétique  :  à  un  courant  magnétique  ;  ce  courant  magnétique 
produira  h  son  tour  un  champ  électrique  qui  se  manifestera  dans 
le  secondaire  par  un  courant  électrique.  On  aura  donc  par  suite  de 
la  variation  de  Tintenslté  du  courant  primaire  un  courant  dans  le 
secondaire.  Ainsi  donc,  des  courants  magnétiques  produisent  un 
champ  électrique,  de  même  que  les  courants  électriques  produi- 
sent un  champ  magnétique.  D'autre  part,  une  force  magnéticiue 
exerce  une  action  mécanique  sur  la  matière  qui  est  traversée  par 
un  courant  électrique.  Par  réciprocité  une  force  électrique  doit 
exercer  une  action  mécanique  sur  la  matière  qui  est  traversée  par 
un  courant  magnétique.  Cest  cette  action  mécanique  qui  constitue 
la  force  de  Hertz, 

328.  —  Reprenons  maintenant  le^  calcul  de  X.^. 
Nous  avions, 

Ky  \  d.v  du  I  \  dz  dx  J  ^  dx 


En  tenant  compte  des  relations  en  U,  V,  W  et  de  la  relation 

4-  VI  rfP 


4-  VI  dV  _ 


il  viendra  finalement, 

X,  =  QW  — RV  — Pc 

Par  conséquent  le   champ  électrique  exerce  sur  Télément  de 

volume  d'   une  action   mécanique  dont  la   projection   sur  l'axe 

des  X  est 

(Pe-f.RV_QW;rfT. 
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Voyons  la  signification  de  cette  relation.  Qu'est-ce  que  Peth} 
Nous  avons  déjà  dit  que  c'est  Faction  exercée  par  le  champ  élec- 
trique sur  la  niasse  électrique  ech  ;  cette  action  électrique  est 
exercée  par  la  force  électrique  totale  P  qui  a  pour  expression 
d'après  Maxwell, 

dx  dt 

et  qui  comprend  aussi  bien  la  force  d'origine  électrostatique  cjue 
la  force  électrique  due  à  l'induction  magnéti([ue. 

Qu'est-ce  que  (  QW  —  RV)  ?  —  C'est  l'action  du  champ  élec- 
trique sur  le  courant  magnétique.  Cette  action  est  nécessaire  pour 
(jue  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  soit 
vérifié.  Si,  en  effet,  un  courant  électrique  variable  produit  des 
courants  magnétiques,  et  par  ces  courants  une  force  électrique 
d'induction,  laquelle  agit  sur  une  charge  électrique  e,  il  faut  qu'il 
y  ait  réaction  de  cette  charge  e  soit  sur  la  matière  traversée  par 
ces  courants  magnétiques,  soit  sur  le  circuit  parcouru  par  le  cou- 
rant électrique  variable.  D'après  Hertz  ce  serait  la  première 
hypothèse  qui  serait  réalisée.  —  L'expérience  n'a  pas  encore 
vérifié  ces  prévisions. 

VÉIUFICATIOX  DU  PRINCIPE  DE  t'Éfî ALITE  DE  l'aCTIOX  ET  DE  LA  REACTION 

329.  —  Démontrons  encore,  pour  finir  avec  la  théorie  de 
Hertz,  que  cette  théorie  est  conforme  au  principe  de  l'égalité  de 
l'action  et  de  la  réaction. 

Nous  avons  déjà  montré  que  les  équations  de  Hertz  gardent  la 
même  forme  dans  le  mouvement  rehitlf  et  dans  le  mouvement 
absohi.  Il  est  aisé  de  voir  d'autre  part  que  l'expression  de  l'éner- 
gie totale  garde,  elle  aussi,  la  même  forme  dans  ces  deux  mou- 
vements. 


Nous  savons  que, 

'dt 


^\ 


S'^-O- 


^^^'i  I  l  o^^*^  "G  dépend  pas  de  ;,  r,,  ÎI,  ni  de  leurs  dérivées 
par  conséquent  cette  intégrale  sera  la  même  dans  les  deux  mou- 
vements. 
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Quant  au  second  terme 


Xq,  Yy.  Zo  ne  changent  pas  non  plus  clans  les  deux  mouvements 
car  toutes  ces  quantités  ne  contiennent  pas  S,  r,,  C,  ni  leurs 
dérivées. 

En  appelant  $,  r^,  Ç  les  composantes  de  la  vitesse  relative, 
5p -^p  C,  celles  delà  vitesse  d'entraînement,  alors  ?  +  $,,y,  +  y^^, 
î^  -}-  îj  représenteront  les  composantes  de  la  vitesse  dans  le  mou- 
vement absolu. 

Nous  aurons  donc   dans  le  mouvement  absolu, 


dl 


■■     /    ^-^[^0+2^^^^"^''^]' 


et  dans  le  mouvement  relatif 


=    /  rfT(u,  +2X/,)  . 


En    retranchant   ces    deux   relations    membre   a    membre,    il 
vient, 


1  2^'^'"^'^''' 


Cette  relation  est  vraie  quels  que  soient  ;,,  Yjj,  Ç^. 
Supposons  que  le  mouvement  en  question  soit  un  mouvement 
de  translation  ;  alors 

^M=  S  =  o;  Si  =  I 

et  rintégrale  précédente  devient  dans  ce  cas, 

/» 

/  Xyrfr  :=  o. 

La  composante  de  translation  totale  est  donc  nulle  :  le  prin^ 
cipe  de  C égaillé  de  V action  et  de  la  réaction  est  donc  vérifié  par  les 
éf/tiatlons  de  Hertz, 


CHAPITRE    III 

THÉORIE   DE   LORENTZ 

CONDUCTEURS 


330.  —  La  thcorîc  de  Hertz  est,  comme  nous  l'avons  vu,  par- 
faitement cohérente  ;  maïs  si  elle  rend  compte  des  phénomènes 
électriques  elle  ne  rend  pas  compte  de  certains  phénomènes  opti- 
ques et  eji  particulier  des  phénomènes  optiques  en  mouvement 
[entraînement  partiel  des  ondes  lumineuses,  aberration  astrono- 
mique, etc.).  En  revanche,  elle  est  parfaitement  en  accord  avec 
le  principe  de  la  conservation  de  Ténergie,  avec  le  principe  de 
la  conservation  de  rélectricilé  et  du  magnétisme,  et  avec  le  prin- 
cipe de  Tégalité  de  Faction  et  de  la  réaction. 

Nmis  allons,  maintenant,  exposer  une  nouvelle  théorie  électro- 
dynamique qui  explique  assez  hien  les  phénomènes  optiques  qui 
ne  pouvaient  pas  être  expliqués  par  la  théorie  de  Hertz,  mais 
(jui,  malheureusement,  n'est  pas  conforme  au  principe  de  Tégalité 
de  Faction  et  de  la  réaction  :  c'est  la  Théorie  do  Lorentz, 

Avan»  d'entrer  dans  l'étude  détaillée  de  cette  théorie  nous  al- 
lons commencer  par  énumérer  les  hypothèses  fondamentales  de 
Lorentz. 

331.  Hypothèses  fondamentales.  —  D'après  Lorentz  : 

1*^  //  ny  a  pas  de  ma^nèlisnic  :  les  apparences  de  magnétisme 
sont  dues  aux  courants  particulaires  d'Am[)ère. 

!>.''  //  ny  a  pas  de  courants  de  conduction  :  réh'ctrlcité  adhère 
à  la  matière.  Les  phénomènes  électri([ues  sont  dus  à  certains  pe- 
tits corps  matériels,  extrêmement  tenus  et  chargés  d'électiiclté, 
que  Lorentz  appelle  Ions  ou  électrons,  (les  molécules  matérielles 
sont  des  corps  solides  qui  se  déplacent  sans  sr  déformer  ;  les 
charges   électriques    sont   portées  par  ces   molécules  dont   elles 
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sont   Inséparables.    La  charge    de    chacune  de  ces  molécules  est 
constante  et  la  distribution  en  est  invariable. 

Conducteurs,  —  A  Tintérieur  d'un  corps  conducteur  (liquide 
ou  solide),  ces  molécules  peuvent  se  mouvoir  librement,  et  ces 
mouvements  produisent  les  courants  appelés  i^olfaïques.  Seule- 
ment dans  ce  mouvement  elles  ont  à  surmonter  une  espèce  de 
frottement  (ou  de  résistance)  de  la  part  du  conducteur  :  un  corps 
est  d'autant  meilleur  conducteur  qu'il  oppose  moins  de  résis- 
tance au  mouvement  de  ces  particules.  En  d'autres  termes,  les 
courants  qui  traversent  un  conducteur  métallique  se  propage- 
ront par  le  même  mécanisme  que  ceux  qui  traversent  un  électro 
lyte  ;  les  molécules  ou  particules  à  charge  invariable  se  compor- 
teront donc  de  la  môme  manière  que  les  ions  des  électrolytes  : 
cela  justifie  leur  dénomination. 

Ces  particules  sont  chargées  les  unes  positivement,  les  autres 
négativement.  Si  un  corps  est  chargé  positivement,  c'est  (ju'il 
contient  plus  de  molécules  chargées  positivement  que  de  molé- 
cules chargées  négativement. 

DiélectriquesT  —  La  masse  des  diélectriques  est  parsemée 
d'ions  comme  celle  des  conducteurs,  seulement,  chacun  dô  ces 
ions,  au  lieu  de  pouvoir  se  déplacer  librement  à  l'intérieur  du 
diélectrique,  ne  peut  s'écarter  que  très  peu  de  sa  position  d'équi- 
libre :  dès  qu'il  s'en  éloigne,  une  force  antagoniste  due  à  l'action 
des  ions  voisins  tend  à  l'y  ramener  ;  cette  force  est  proportion- 
nelle à  l'écart,  si  cet  écart  est  petit. 

Quand  le  diélectrique  est  placé  dans  un  champ  électrique,  hi 
force  électrique  extérieure  tend  à  éloigner  l'ion  de  sa  position 
d'équilibre  et  il  s'en  écarte  légèrement  jusqu'à  ce  que  cette  force 
extérieure  soit  contre-balancée  par  Tattraction  des  ions  voisins 
(jul  tend  à  ramener  l'ion  à  sa  position  d'équilibre  primitive. 

Va\  d'autres  termes  le  diélectrique  se  polarise. 

Une  analyse  qui  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle  à  la- 
quelle conduit  l'hypothèse  de  Poisson  et  de  Mossotti  montre  que 
\\\  polarisation  du  diélectrique  est  proportionnelle  à  Tlntensité  du 
champ  extérieur;  on  retombe  donc  sur  les  formules  bien  connues 
de  la  théorie  des  diélectriques. 


cl4^ 


yà^^e, 


4-^1  THÉORIE  DE  LORESTZ 

Voyons  maintenant  comment  M.  Lorentz  a  réduit  ces  hypo- 
thèses en  équations.  Commençons  par  les  conducteurs. 

I.  —  CONDUCTEURS 

332.  —  On  peut  étudier  ce  qui  se  passe  dans  les  conducteurs 
en  nous  plaçant  à  deux  points  de  vue  différents.  D'abord,  consi- 
dérons un  observateur  ayant  les  sens  très  subtils,  et  voyons  com- 
ment se  présenteront  à  lui  les  phénomènes  qu'on  observe  dans 
les  conducteurs.  —  Grâce  h  ses  sens  très  développés,  très  sub-» 
tils,  il  sera  en  état  d'apercevoir  les  courants  particulaires  d'Am- 
père ;  il  distinguera  même  les  ions  et  les  verra  se  mouvoir  :  pour 
lui,  le  magnétisme  et  les  courants  de  conduction  n'existeront 
pas.  —  Si,  au  contraire,  nous  considérions  un  observateur  ayant 
les  sens  grossiers  —  comme  les  nôtres,  —  le  mouvement  des 
ions  ne  lui  sera  pas  accessible  ;  il  ne  verra  que  des  phénomènes 
moyens,  des  effets  d'ensemble,  et  c'est  ainsi  qu'il  sera  conduit  à 
admettre  Texistence  des  courants  de  conduction  et  du  magnétisme. 

Nous  allons  étudier  les  conducteurs  en  nous  plaçant  successive- 
ment à  ces  deux  points  de  vue  différents. 

A.  PHÉXOMÎiXES   QUI    SE    PRÉSEXTEXT   A   UX   OBSEKVATEUR 

AYANT    LES   SENS   TIlÈS   SUBTILS 

333.  —  Considérons  le  courant  total  ;  d'après  Lorentz,  il  se 
compose  de  deux  parties  :  le  courant  de  déplacement  et  le  cou- 
rant de  convection  de  Rowland. 

Désignons,  comme  précédemment,  par  //,  r,  w  les  composantes 
du  courant  total  ;  il  vient  alors 

Il  =  — ji- 

dt 


{'■'■ 


(0  «'  =  -77+?^.' 


\    »•= 


d( 
dk 


?^- 


dt 
Nous  admettrons  aussi  la  relation 
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C'est  là  une  liaison  que  nous  imposons  au  déplacement  (Z*,^',  h). 
D'autre  part,  les  particules  étant  des  solides  invariables  et 
emportant  leurs  charges  avec  elles  on  aura  : 

-  -=  o 


cV 


or. 


do  rfp         ».    rfp  rfp     .    ^    d 


-  +  •'. 


V 


0 


^l  dt  dx  '   dy  dz 


donc 


dz         y    dz        •      dz         ^  dz 
et  de  plus 

puisque  la  dilatation  des  particules  est  nulle. 

Kn  additionnant  les  relations  (3)  et  (4)  membre  à  membre  il 
vient, 


dt  dx  dij  dz 

ou  encore 


y 


(5) 


^+Vii?il=:0  %^^^f^-^ 


dt     '    /J    ^/.r 


Différentions  maintenant  la  première  équation  du  système  (i) 
par  rapport  à  .r,  la  seconde  par  rapport  h  ?/,  la  troisième  par  rap- 
port h  r.  et  ajoutons,  il  vient, 


^  dx        Zjdxdt        AJ    dx 

dt  j^dx     '  Z^   dx    '  ^  O 


^  dy  df    ^  ydizl) 


ou,  en  tenant  compte  des  relations  (2)  et  (5), 
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« 

Cette  dernière  relation  exprime  le  principe  de  la  conservation 
de  rélectiicilfi. 

334.  — Introduisons  maintenant  le  potentiel  vecteur  (F,  G,  H). 
On  a  d'après  le  théorème  de  Poisson        (  ^*  r*       ) 

•^F  =  —  4~"i 

'  AH  --  —  47:k'. 

En  diirérentiant  la  première  de  ces  relations  par  rapport  h  j-, 
la  seconde  par  rapport  à  y,  la  troisième  par  rapport  h  ^  et  en 
ajoutant,  il  vient, 


et  en  vertu  de  la  relation  (6) 

^  ^  dx 
y  —j-  exprime  donc  le  potentiel  de  la  masse  attirante  dont 


/ 

la  densité   ( -; — ,  — r->  — i — )  est  nulle.   Ce  potentiel  est  donc  nul, 
\  dx     dfj     dz  I  ' 

et  il  vient  alors, 

335.  —  Montrons  maintenant  qu'il  n'y  a  pas  de  magnétisme 
permanent  ou  induit.  Introduisons  pour  cela  la  force  magnétique 
(a,   [ï,  y).   Posons, 

d\\         dG 


-^A-H     (y)  I 


<l'J 

dz 

dV 

dH 

dz 

du: 

dG 

dV 

*, 


?, 


dx  (hj         ^  ' 

Dillérentions  la  première  de  ces  équations  par  rapport  à  x^  la 
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seconde  par  rapport  a  y,  la  troisième  par  rapport  à  z  et  ajoutons  ; 

il  vient 

yd%  

C.  Q.  F.  D. 


dx 


336.  —  Formons  maintenant  les  expressions, 

dy  dz  ' 

d%         dy 
dz         dx  ' 

rfj3  dT. 

dx         dy  ' 

que  nous  avons  rencontrées  clans  la  théorie  de  Hertz. 

Kn  remplaçant  dans  ces  expressions  a,  j3,  y,  par  leurs  valeurs 
tirées  de  (9),  on  obtient  pour  la  première  ^êê  siCtMujktÀ:^ 

EL  — El  —    ^'^"  ^'^^         ^'^  ^'"  «to^^V^^l^^^a 

dy  dz  dxdy         dy'  dz-  dxdz  '    -4^1)  ^VAii 

ajoutons  et  retranchons  au  second  membre        .,  ,  il  vient,      f^'/     - 

^/M''         <fG  dm 


d. 

''y 

d-, 

dz 

—  —  AF 

u  encore, 

d-; 

^■> 

dx-         dxdy  dxdz  ' 


_i^=_AF+-i-V^- 
dy  dz  dx  ^^  dx   ' 


et  enfin,  en  tenant  compte  des  relations  ['j)  et  (8)  on  obtient 

^3       d%       .  H^h^^^D 


337.    —  Pour  aller  plus  loin  je  me  servirai  des  équations  de 
Lajijranffe. 
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Je  supposerai  que  le  système  est  composé  d'un  grand  nombre 
de  variables,  et  que  les  coordonnées  des  diverses  particules  char- 
gées de  la  matière,  dépendent  des  paramètres  y^  ^^,  ^3,...  y„  ; 
les  déplacements  dépendront  aussi  de  ces  quantités. 

Désignons  par  T  la  force  vive  totale  du  système  ;  elle  se  com- 
pose de  la  force  vive  de  la  matière,  T',  et  de  la  force  vive  de 
Téther  que  je  désignerai  par  T".  On  aura  donc 

T  =  T  +  T". 

Et  si  U  désigne  Ténergie  totale  du  système,  U'  Ténergie  due 
aux  forces  autres  que  les  forces  électriques,  U"  Ténergie  due  aux 
forces  électriques,  on. aura  encore, 

U  =  U'  +  U". 

Les  équations  de  Lagrange  peuvent  alors  s'écrire, 

d    (H         (H        dV, 

("'  'd7W~'^'^'W^''' 

Mais  quelles  sont  les  valeurs  explicites  de  T"  et  U"  ? 
•Je  suppose  que  T"  soit  représenté  par  l'énergie  magnétique  ; 
cela  revient  a  écrire 


(.2)  T"  = 


fê.1^'^ 


d'où,  par  un  calcul  bien  connu,  /4«é./^4(/f/  *>  b%  l*»/'^»'^  V 


(12  ùis) 


■" =fài  " =/^E  ■"'■ 


U"  cest  l'énergie  potentielle  de  Téther  ;  je  suppose  que  c'est 
l'énergie  électrique  ;  donc, 
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dV      (IV  dVj" 

Calculons  maintenant  les  dérivées  — r-r.  — ; —  et 


dq'  '     dfj       '     d(j 
11  vient, 


l'4) 


dq 


I:  As  4- 


En  ce  qui  concerne  T",  remarquons  clans  (12  bis)  que  F  est  le 
potentiel  d'une  masse  attirante  dont  la  densité  est  11;  et  si  je  donne 
alors  un  accroissement  ou  à  «,  l'accroissement  correspondant 
de  F  sera  oF  ;  l'intégrale  (12  bis)  s'accroîtra  par  conséquent  de 
(en  ne  considérant  que  le  premier  terme  de  ^) 

—  (Von  +  uov)  ; 

2     ^ 

or,  en  vertu  d'un  théorème  bien  connu, 


I  d-z  F  ou  =  I  d-z  //oF, 


donc 


ik 


-^  {You  +  uo¥)  =  /  ^tF  ow. 


et  par  suite, 

(i5) 


( 


n 


n 


et  de  lu  même  manière, 


f'^'^' 


6) 


r/T"  _    r  ,  V  P  ^" 


Il  .       1      .       *^«         du     „.   .   . 

Il  nous  reste  encore  a  calculer -r—  et-r-;-  ^-l  >ci  nous  sommes 

.    .  '^'^         '''' 

amenés  à  distinguer  deux  sortes  de  coordonnées  </  : 

1"  Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  particule  con- 
sidérée.  Ces  coordonnées  suffisent  pour  déterminer   complète- 


i^ifçv 
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ment  la  situation  de  la  particule,  si  on  suppose  que  la  particule 
ne  peut  pas  tourner  sur  elle-niùme.  Lorentz  a  d'ailleurs  démon- 
tré que  les  particules  étant  infiniment  petites,  le  moment  du 
couple  qui  tendrait  à  les  faire  tourner  sur  elles  mêmes,  est  un 
infiniment  pe-tit  d'ordre  supérieur.  Nous  ne  reproduirons  pas  cette 
démonstration,  faute  de  temps  ;  nous  nous  bornerons  à  admettre 
la  conclusion. 

Les  variables  de  la  première  sorte  suffisent  donc  pour  déter- 
miner la  position  de  la  matière  et  par  suite  la  position  de  Télec- 
tricité  qui,  d'après  Lorentz,  est  invariablement  liée  à  la  ma- 
tière. 

'2.^  Les  coordonnées  qui  définissent  la  position  de  Téther.  La 
matière  et  par  suite  Télectricité  ne  seront  pas  affectées  par  la 
variation  de  ces  coordonnées  ;  par  contre,  le  déplacement  (/*  g^  h) 
subira  des  variations,  car  le  vecteur  (/*,  g,  h)  est  fonction  de  la 
position  de  Téther. 

Maintenant,  quand  les  variables  de  la  première  sorte  subiront 
des  accroissements,  ces  variations  aflecteront  en  même  temps  la 
matière  et  Tétlier  :  Télectricité  et  le  déplacement  électrique. 

338.  a.  Equations  qui  définissent  l'état  de  Véther.  —Cette 
distinction  de  coordonnées  étant  faite,  revenons  à  notre  question  ; 

,     ,  du        du 

calculons  — r— et-^-r. 
dfj        dq 

Commençons  par  nous  placer  dans  le  cas  des  variables  de  la 
deuxième  sorte ^  qui  définissent  la  position  de  Vèther, 
D'abord /Û)  *1%Ha.H) 

il  faut  par  conséquent  différentier  cette  relation  par  rapport  h  q. 
Or,  p  ne  dépend  pas  de  q  (variable  de  la  deuxième  sorte),  sa 
dérivée  est  par  suite  nulle,  et  il  vient  alors. 


(.8; 


Je  dis  que 


du    _    d     df 
dq  dq    dt  ' 

dq    dt  dt     dq  dtdq  ' 
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Nous  avons  en  effet, 

dt        ^  dq,    '" 


et  en  diffère  ntiiint  par  rapport  \n  q 

d   df_y    dY     , 

'dq   dt        Zj  dq4q   '  " 
donc 

^9.  dq    dt  dt     dq        ^d<j4q   ^'' 

C.  Q.  K.  D. 


(20) 


L'équation  (18)  devient  alors, 

du  dT'f 


dq  dldq 

du 


Calculons  encore     .  , . 

dq 

Nous  avons, 

d      df  _    df 

dq'i     dt  dqi 

donc, 

^  du   __df^ 

^'^'^  d(i  ~    dq  • 

Ecrivons  maintenant  les  équations  de  Lagrangc  en  ne  consi- 
dérant que  les  variables  de  la  deuxième  sorte.  —  Ces  équations 
se  simplifient  si  nous  remarquons  que  T'  et  U',  se  référant  à  la 
matière,  ont  des  dérivées  nulles  par  rapport  aux  variables  de  la 
deuxième  sorte  qui  se  réfèrent  à  Féther.  Les  équations  (11)  s'écri- 
vent alors,   en   tenant  compte  des    relations    (i5),    (16),  (20'   et 


(22) 


\  -As 


^  ^  Zj      dq  j       "^      dtdq 


çf'^l'lh- 


A" 

K 


Vil 
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r» 


k: 


.  ■  I    ■ 


►v 


k  ■ 


l'ri 


Lf. 


''jL       ~ 


'.y 


•h* 


t^-^ 


T     - 
1  . 


Transformons  ces  équations.  Prenons  la  première  intégrale  et 
edectuons  la  diUerentiation  par  rapport  h  /;  il  vient, 


^/^'S  '  ^,  -/"^l 


Ia\  relation  (s«2)  devient  donc, 


dtdq 


j-U  ^- 


(aij) 


Or  nous  avons 


O 


y 


(ix 


et  en  differentiant  par  rapport  à  (j, 

j^  d.vd(j  dq    ' 

multiplions  maintenant  les  deux  membres  de  cette  relation  par 
'l  d-z  [^  étant  une  fonction  quelconque,  qui  s'annule  à  Tinfini) 
et  intégrons  dans  tout  l'espace  ;  on  a, 


/     •      Zmi  dxdq        J    "^       dq 


hj 


mais    remar([uons  que   p    ne    dépend   pas    de   q   (varial)le  de  la 
deuxième  sorte)  donc, 

ou  encore  en  intégrant  par  parties  dans  tout  l'espace, 
f      •       iLj  dd'dq  i    f       àLÀ  dx    dq 


i- 
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et  en  introduisant  cette  l'onction  i  dans  les  équations  (aS)  de  La- 
grange  on  obtient, 

Pour  que  cette  relation  soit  satisfaite,  il  suffit  que 

r/II         d'I         4«   ,  J.àio^i'i^^^Xf' 

'       '     '  /i=  o.  I 


dt  dz         K 


^'inis:) 


On  pourrait  montrer  cela  en  se  servant  du  calcul  dos  varia- 
tions  qui  nous  montrerait  de  plus,  qu'iUn'y  a  que  cette  manière 
pour  satisfaire  à  cette  relation  (24)  [si  entre  p  et  /*  Il  n'y  a  pas 
d'autre  relation  que  la  relation  (2)]. 

D'autre  part  il  est  évident  que  les  équations  de  Lagrange  ne 
peuvent  comporter  qu'une  seule  solution. 

Cherchons  donc  une  fonction  ^  satisfaisant  aux  conditions  (^5  ;. 

Differentlons  à  cet  effet  la  première  des  relations  (ii5)  par 
rapport  à  x  la  seconde  par  rapport  h  //,  la  troisième  par  rapport 
à  z  et  ajoutons  ;  il  vient  ainsi 

A^dx  \dl    ^  dx  ^   kJ-     '  *• 


ou  encore 

(26) 

mais, 


Zj  dx  Zj  dx 

La  relation  (26)  devient  donc, 

(]ette  équation  nous  montre  que  la  fonction  'sj^  satisfaisant  aux 
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=  £ 


'*r. 


E'  * 


>-A-tr- 


%m^^'*'^^  ^ 


^» 


■• 


i  -o^Ê"' 


condidions  (25),  jouit  des  propriétés  d'un  potentiel  :  c'est  le  poteii 
tiel  d'une  masse  attirante  de  densité  ,4- . 
Posons  maintenant, 


:=8) 


\    4- 


/  K 


rr 


=  Q. 


t/.  =  B. 


et  écrivons  les  relations  (i>.5)  avec  ces  notations  ;  il  vient, 


r  (^9) 


^~        dl  dy  ' 


relatiuiis    qui   présentenl  une    grande    anal»)gie    avec   celles   de 
Maxwell  (ii"  292,  p.  347). 

En  difréreutiant  la  seconde  de  ces  équations  par  rapport  à  z, 
la  troisiènio  par  rapport  ii  y  et  en  retranchant,  on  obtient 

</Q         d\\  d    (d\\         dC. 

r/y  t/^    \  (If/  dz 


dz 


<>»^  \\)) 


d\\        dG 

— -— ^  a,  etc.  ; 

./y  dz 


ilonc 


r/(.) 


f/11 


^/a 


dz           dy 

dr 

d\\          dV 

d'fi 

d.i           dz 

dl  ' 

dl*           d() 

d" 

i 

I 
\ 


3o) 


'f!/ 


d.v 


dt 


Les  doux  dernières  équations  s'ohlcnant  comme  la  première. 
Tels  sont  les  équations  qui  définissent  Tétat  de  l'éther. 
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339.  Comparaison  avec  les  relations  de  Hertz.  —  En  com- 
parant les  relations  de  Lorentz  avec  celles  de  lïcrtz,  on  voit 
immédiatement  une  différence  très  marquée  :  K  est  devenu 
constant  et  égal  h  K^,  et  u.  a  complètement  disparu  dans  les 
équations  de  Lorentz.  Cela  tient  aux  hypothèses  que  nous  avons 
laites  au  commencement  :  nous  n'avons  admis  ni  magnétisme,  ni 
diélectrique  autre  que  le  vide.  On  remarque  aussi  la  disparition 
des  termes  contenant  les  courants  de  conduction.  Cela  ne 
doit  pas  nous  étonner,  car  nous  avons  négligé,  dans  Texpres- 
sion  du  courant  total,  les  courants  de  Rœntgen  et  les  cou- 
rants de  conduction  [p^  (j^  r)  ;  cette  différence  est  visible  en 
comparant  les  équations  fondamentales  de  Hertz  (en  y  Taisant 
;jL  =  i)  et  les  équations  (3o)  de  Lorentz. 

Comparons  en  effet  les  premières  équations  de  chaque  groupe. 
On  a, 

rfa         dO        dK        .  ,  ,,_        . 

rfa         rfO         d\\ 
—Y-=z— (Lorentz) 

dt  dz  dy  ^  '    ■ 

et  c'est  précisément  le  terme  en  [a]  qui  contient  le  courant  de 
RoMilgen  et  que  nous  avons  négligé. 

Et  bien,  je  suppose  qu'on  ait  repris  le  calcul  précédent  en 
tenant  compte  des  termes  <jul  contiennent  le  courant  de  Rœntgen 
<jui  a  pour  expression  : 

c(A-/'ï)--i(é.';-A); 


dz  ^'  ^^         dy 

en  d'autres  termes  je  suppose  que  //  ait  pour  valeur, 

dans  cette  hypothèse  on  aurait  trouvé  comme  conditions  à  satis- 
laire 

dW         dit         Atz   ,        ,  -^., 
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et  en  posant  toujours 


4- 

t 

=  P, 

Ko 

it  — 

Q, 

4- 

h  — 

R, 

on  aurait  trouvé  h  la  place  des  relations   (29)  les  relations  sui 
vantes, 

dt  dz  ^  ^'"  '  '  ' 


et  finalement 


dR 

<fy 

dP 
dz 

dq 

dt  dy         d.v 


d-x. 

dq 

dt 

dz 

d'{> 

dR 

dt 

d.v 

d^ 

i 

dp 

[a]. 


[?], 


M; 


c'est  précisément  les  équations  de  Hertz. 

Ainsi  donc  en  tenant  compte  des  courants  de  Rœntgen  dans 
les  équations  de  Lagrange  on  retrouve  les  équations  fondamen- 
tales de  Hertz.  Ceci  doit  attirer  notre  attention.  Rappelons-nous, 
en  effet,  que  nous  avons  été  conduits  à  introduire  les  termes  [a], 
(  ^],  I  vj  en  tenant  compte  des  expériences  d'induction  magnétique. 
Il  sera  donc  intéressant  d'expliquer  comment  les  é([uations  de 
l^orenlz  sont  capables  de  rendre  compte  de  l'induction  magné- 
tique ;  nous  verrons  dans  la  suite  qu'elles  en  rendent  j)arfaite- 
ment  conq)te. 

340.  b.  Variables  de  la  première  sorte.  — Considérons  une 
particule  /;/  et   appelons  rj   l'abscisse  de    son   centre   de   gravité. 
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r  11         '^T'        dV 
Calculons  —, —  et  —7—,  • 
dq  dq 

D'abord,  T',  c'est  la  force  vive  de  la  matière  ;  par  conséquent, 
(,)  T  =  -^-\-  ""''  +  i^+ 


7»  7p  ^/v"'>  ^^-^"^  l®s  abscisses  des  centres  de  gravité  des  dille- 
rentes  particules. 

On  voit  que  cette  force  vive  dépend  des  variables  de  la  pre- 
mière sorte  et  elle  ne  dépend  que  de  leurs  dérivées  ;  il  en  résulte 
que 

rfT' 


drj' 


nuj'. 


et  par  suite, 

d    dT'         dV 
('■*)  It-d^ d^=""i' 

dT'        dl" 
En  ce    qui  concerne  les   dérivées  — = — 'et  -^-7  ,   les  formules 

dq  dq 

(i5)  et  (16)  nous  donnent  ces  dérivées.  Nous  avons  en  effet 


(^')  4 


(4)  4^ 


.,  1.11        ^''^  ^'^ 

Il  reste  donc  a  calculer  — ; —  et 


dq  dq' 

du 


341.  —  Commençons  par  calculer     .  ,   . 

*  dq 

Nous  avons, 


dt^  ^^'' 
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diirércnlions  celte  relation  par  rapport  à  q  et  remarquons  que  o 
ne  dépend  que  de  la  position  actuelle  de  la  matière  ;  il  est  par 
conséquent  indépendant  de  tj'  ;  on  a  alors, 

,w  du   J^_,        .^ 

^-  in[~  dq'^  ^   dq'  ' 

Or,  à  V intérieur  de  la  particule  m  on  a^  =y'  donc 

dq'~'' 
en  dehors  de  cette  particule  on  a  p  =  o  et  par  suite, 

convenons  alors  d'appeler  py  une  variable  telle  qu'à  l'intérieur  de 
la  particule  sa  valeur  devienne  p^  =  p  et  en  dehors  de  cette  par- 
ticule po  =  o. 

La  relation  (5)  s'écrit,  avec  ces  notations 

bn  ce  qui  concerne  -j—,  ,  et  -y^  >  on   a,  en   diiierentiant   par 
rapport  à  q'  les  relations  qui  nous  donnent  ^>  et  jv, 

dsf  dff  drf\ 

7  =  :z7  +  ? 


dq'  dq     ■    ''    rfr/'  ' 

rfy'  dq  *     rfy' 

Mais  remarquons  qu'à  Tintérieur  de  la  particule  /;i,  on  a  r^  =  q\, 
q^  étant  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  cette  particule  ;  il  en 
résulte  que 

et  par  un  raisonnciuent  analogue 

.  1^  =  ''- 


(7) 


(8) 
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Les  relations  précédentes  deviennent  donc, 

d^f         di! 


> 


dq'  ~  dq  ' 

div         dh 
dq'         dq  ' 


342.  —  Calculons  maintenant 

du     dv     d\v 


dq  '  dq  ^  dq 

On  a,  en  ditTérentiant  par  rapporta   q  les  relations  qui  nous 
donnent  ?/,  f',  h», 


i 


Qu'est-ce  que 


dl, 

dq 

dtdq      ^     ^   dq      '  '  dq   ' 

df 
dq 

dldq    ^    ''   dq     '  ''  dq   ' 

dw 
dq 

(i'/j    ^  d?              d^ 
dtdq     ^     ^  dq      ^     ^    dq    ' 

'   3 

di     ^    dr,     ^    dX,    ^ 

'     dq  '  '      dq  '  '      dq 


Nous  avons    vu    qu'à  l'intérieur  de   la   particule   m    on    avait 
;  =  ^'  et  par  suite 

dl 


o, 


dq 

en  dehors  des  particules  on  a  s  ==  o  ;  on  a  donc  partout 


et  de  même 


dr^  d'^ 
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Les  relations  précédentes  deviennent  donc, 


du  (Pf         y    r/p 


.      dq  dtdq  dq  ' 


i     dq  dtdq  *    ^/ry 

f     d\v  d^h      .    -^    rfo 


dq  dtdq  dq 

343.  —  Les  relations  (3)  et  (4)  deviennent,  donc, 

Ces  dérivées  figurent  dans  les  équations   de  Lagrange  sous  la 
forme 

d     dV  dV 

dt     d(f  dq 

Calculons  cette  expression  en  nous  servant  des  relations  (3  bis) 
et  (4  Itis). 
Il  vient, 


,     ,        d     dT'  dJ"  r .  V  ^'F    (ff  C j 


dF 

dt   ""' 


+/«-^+/*^Z'-^- 


Nous  allons  transformer  celte  expression.  Considérons  les  deux 
dernières  intégrales.  Dans  la  première,  remplaçons  —j-^  par  sa 
valeur 


di  Zj    dx    ' 
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il  vient  aînsî, 


t  0^ 


Intégrons  par  parties  ;  cela  nous  donne, 


—    I    d-?o'- 


dz 


et  l'intégrale  en  question  devient, 


d--  PoT, 


d-  ?oV 


dx  ' 


d:' 


(") 


f'^^'l^=fH' 


(/F  rfF_ 


Transformons  maintenant  l'autre  intégrale  : 


{,2) 


f"^    %  1  ■■■S- 


dz 


--  ()  : 


Qu'est-ce  que  — ^  ?  —  A  l'extérieur  de  la  particule  ^ 
^        dq  ^  d(i 

cela  veut  dire  qu'en  déplaçant  la  particule  m,  la 
densité  électrique  ne  varie  qu'à  son  intérieur. 
Quelle  est  cette  variation  ?  —  Pour  voir  cela, 
considérons  un  point  M  «  l'intérieur  de  la  parti- 
cule en  question  et  soit  p  la  densité  électrique 
en  ce  point.  Si  la  coordonnée  q  du  point  M  aug- 
mente de  dq^  le  point  M  viendra  en  M'  et  on  a 
MM'  =  ^///.  D'autre  part  la  densité  au  point  M'  sera  différente  de 
la  densité  en  M.  Elle  aura  pour  valeur 

dp    , 


Fi  g.  53. 
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Kn  un  point  ^\"  symétrique  de  M'  par   rapport  à  M,  on  aura 
MM''  =^\l(j  et  comme  densité,  f-têA^^  ja«  jcj 

dz    

? yi-  MM  " 


ou 


On  a  donc, 

i"  A  rintérîeur  de  la  particule, 

dz 


dn 


EL. 
d.v   ' 


2*"  A  l'extérieur  de  la  particule 


d(/ 


o. 


Donc  avec  les  conventions  précédentes,  /p»^îl  ) 

do  dt 

-uj  =  - 

et  notre  intégrale  (12)  devient 


?o 


dx  ' 


-h-'^l^'- 


En  intégrant  par  parties,  on  obtient, 


^^^"5=- A?-5 


dx 
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car  le  mouvement  de  la  particule  se  réduisant  à  un   mouvement 
de  translation,  ï,  •/),  ^y  ne  dépendent  pas  de  .r,  y,  r,  à  l'intérieur 
de  la  particule;  ce  sont  des  constantes. 
I/intégrale  (12)  peut  alors  s'écrire, 


dG         ^  dll  \ 
d.v  dx  J 


Revenons  maintenant  h  la  somme  des  deux  dernières  intégrales 
de  (10)  ;  cette  somme  a  pour  valeur,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (11)  et  (i3)  que  nous  venons  d'établir, 


or, 


d\\         dG  _ 

dz  d.v   ~  '  ' 

dG         dV 


%/ 


djc  dy 


donc, 


écrivons  ninintcnant  la  relation  (lo)  ;  elle  devient, 

,       ...  d     dV        dV  r ,    V  '^f' 

(10  Ois'        —r-   —r-, -, —  =   I   dx    y   — 7- 

^  '         dt     df/'  d(j  J         jLi  dt 


dq 


d? 

4-   " 


di 


Po+  l  <J-'?o{^'^-v:) 
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344.  —  ('alculons  encore  — ; —  . 

dq 

Nous  avons  vu  que 


i:"=/|l,/.yf, 


d'où,  en  difTérentiunt  par  rapport  à  y, 


(>4) 


r=/"S 


dfj  I  AJ    Ko     dq 


345.  —  Prenons  maintenant  l'équation  de  liaison, 


et  difl'ércntions-la  par  rapport  à  <■/  ;  il  vient 

Y  dY  ^  'h 

Z^  dxdq         dq 

Multiplions  cette  relation  par  'i  c/t,  -i  étant  une  fonction  qucl- 
con([ue  s'annulant  à  Tinfini,  et  intégrons  dans  tout  l'espace;  on 
obtient  ainsi, 


or 


<^o 


dq  djc 


^■■)        h-il^^^h"- 


dxdq 
Intégrons  par  parties;  cela  donne, 


•  dxdq  I  dq     dx 
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et  l'intégrale  (i5)  devient, 

346.  —  Nous  avons  maintenant  tous  les  éléments  nécessaires 
pour  écrire  les  équations  de  Lagrange  :  nous  n'avons  plus  qu'à 
additionner  membre  à  membre  les  relations  (2),  (10  his),  (i4)  et 
(i5  A/.S-),  que  j'écris  encore  une  fois  pour  faciliter  le  calcul, 

(IT         d\]'  _  d\i' 

dq  dq  /      1^    ^/^ 

dV         dV  l    .  vi  dV     df         /    ,       dV 

d-z  s. 


d 

dT 

dt 

dq' 

d 

'<l  l       Lu  dt     d(^ 


dt      d(i  dq  1         Lj  dt      dq     '      I         '"  dl 


d^?.{Q—rr:) 


du 


dq  I       "^Zj    K„     dq 


o 


Zj  d.t     dq  ^J   "''"r/r- 

La  somme  des  premiers  membres  de  ces  équations  nous  donne 
zéro  ;  et  ce  qui  reste  peut  s'écrire  sous  la  forme, 

/j       l  dV         d'I 
''■^A-dT+lÙ- 


-+-  /  ''■^Po  hTr^-TT  +  /  '^^'.(s?— '.v)=o. 


or 


» 


dt  dx  K    ' 
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don 

dt  '^  dx  ~       K„  '  ' 
et  la  relation  (i6)  devient  alors,  ,  m  ■  r     i. 


clîuis  cette  relation  Y^^  représente  la  projection,  suivant  Taxe  des  .r^ 
de  l'accélération  de  la  particule  ;  nifj"  représente  donc  la  projec- 
tion suivant  Taxe  des  x  de  la  force  qui  agit  sur  cette  particule  ;  le 
terme  en  U,  représente  des  forces,  autres  que  les  forces  électri- 
ques, qui  agissent  sur  la  matière  ;  le  terme  en-^— ,  c'est  la  force 

électrostatique  et  enfin  le  troisième  terme  du  second  membre 
représente  l'action  électrodynamique. 

Il  en  résulte  donc,  d'après  Lorentz,  qu'il  y  a  une  force  due  au 
champ  électrique  et  une  autre  force  due  au  champ  magnétique. 

346.  Comparaison  avec  la  théorie  de  ïlertz.  —  Comparons 
maintenant  ces  résultats  de  Lorentz  avec  ceux  de  Hertz. 

D'après  Hertz,  la  matière  doit  subir  quatre  actions  de  la  part 
du  champ  électromagnétique,  et  de  ces  quatre  actions  résultent  : 

i**  La  force  magnétique; 

2"  La  force  électrique  ; 

y  La  force  électrodynamique  ; 

4^  La  force  de  Hertz. 

Dans  la  théorie  de  Lorentz  on  ne  retrouve  pas  la  première 
force;  cela  ne  doit  pas  nous  étonner,  car  nous  avons  supposé  qu'il 
n'y  a  pas  de  magnétisme. 

La  force  électrique  proprement  dite,  c'est-à  dire  la  force  élec- 
trique totale  (due  aux  phénomènes  d'induction  magnétique  et  aux 
actions  électrostatiques)  subsiste  dans  les  deux  théories  ;  donc, 
accord  avec  la  théorie  de  Hertz  sur  ce  point. 

En  ce  ([ui  concerne  l'action  électrodynamique,  il  y  a  une  difFé- 
rcnce  assez  marcjuéc  entre  les  deux  théories,  et  cela  s'explique. 
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Rappelons-nous,  en  effet,  que  dans  la  théorie  de  Hertz  le  courant 
total  se  composait  de  quatre  parties  :  le  courant  de  conduction, 
le  courant  de  déplacement,  le  courant  de  Rowland  et  le  courant 
de  Rœntgen^  tandis  qu€  dans  la  théorie  de  Lorentz  le  courant  de 
conduction  et  le  courant  de  Rœntgen  n'entrent  pas  en  ligne  de 
compte. 

De  plus,  dans  la  théorie  de  Hertz,  la  force  électrodynamique 
agit  sur  le  courant  total  ;  dans  celle  de  Lorentz  elle  agit  sur  le 
courant  de  convection  et  n'agit  pas  sur  le  courant  de  déplace- 
ment. 

Quant  à  la  force  de  Hertz,  elle  ne  peut  pas  exister  non  plus 
dans  la  théorie  de  Lorentz,  car  cette  force  est  intimement  liée  à 
Texistence  du  courant  de  Rœntgen. 

En  résumé,  d'après  Lorentz,  la  force  mécanique  totale  qui  agit 
sur  rion  considéré  a  pour  projection  sur  Taxe  des  jc, 


^   /  ?^-/'+  /  ?d^i'r.f-  --Ph 


tinfégralion  étant  étendue  seulement  à  la  particule  considérée  et 
non  pas  à  l  espace  tout  entier  (car  nous  avons  vu  qu'en  dehors  des 
particules  c  =  o) 


0  » 
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347.  —    Il    nous  reste  encore  à  voir  comment  la   théorie  de 
Lorentz  s*accorde  avec  les  principes  généraux  de  la  mécanique. 

i*"  Principe  de  la  conservation  du  magnétisme.  —  Il   n'y  a 
pas  de  magnétisme  dans  la  théorie  de  Lorentz. 

n""  Principe  de  la  conservation  de  l'électricité.  —  Ce  prin- 
cipe  est  satislait,  car  nous  avons  vujijue  ^'  ' 

du 


1 


77  =  °' 


qui  est  précisément  l'expression  même  du  principe  de  la  conser- 
vation de  l'électricité. 
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3"*  Principe  de  la  conservation  de  l'énergie.  —  Ce  principe 
est  satisfait  également,  car  notre  point  de  départ  a  été  l'appli- 
cation des  équations  de  Lagrange. 

4*"  Principe  de  l'égal ité  de  l'action  et  de  la  réaction.—  Il  n'est 
pas  satisfait,  et  c'est  là  le  point  faible  de  la  théorie  de  Lorentz. 

348.  —  Supposons,  en  effet,  une  particule  chargée  isolée  et  une 
perturbation  électromagnétique  venant  de  dehors  et  qui  atteigne 
la  particule.  La  force  électrique  due  à  cette  perturbation,  en  agis- 
sant sur  la  particule  chargée,  ou  plutôt  sur  la  charge  -de  cette  par- 
ticule, donnera  naissance  h  une  force  pondéromotrice  agissant  sur 
la  particule  en  question.  Or  cette  particule  étant  supposée  isolée 
il  n'y  aura  pas  de  réaction  :  la  force  pondéromotrice  ne  sera  pas 
contre-balancée. 

Mais  insistons  un  peu  plus  sur  ce  point.  Envisageons  seule- 
ment la  résultante  de  translation  et  projetons-la  sur  l'axe  des  x. 

Nous  avons, 

(•8)  X=-^    /    ^ckf+    I    pd.i;y-KP), 


Mais  remarquons  que,      ^^hU^Hlf^ 

d. 


tr 

r.  =  <.  -      •- 


dh 


p:;=u 


dt  ' 


donc, 


(.9)  x=|:  C .^d.f+  f d-.{..-»'^)+  j  d'.{^^^-.^y 

Transformons  celle  expression.  Commençons  par  la  première 
intégrale 


(ao) 


1" 
K 


Nous  avons 


^J,d.  f. 


^  '  d.v 
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L'intégrale  (20)  devient, 


î:fr{^+^^^y- 


i" 

K 


l'intégrale  étant  étendue  à  tout  l'espace. 

Intégrons  par  parties;  il  vient,  en  remarquant  que 


^    I    (^.JIL^.SU; 


K„      /     V    "*  dy  dz) 


ajoutons  maintenant  à  cette  intégrale,  sous  le  signe  j  ,  les  cléri- 

vées  parfaites  g--p-ei  h-j-y  car  nous  savons  que  si  l'intégration 
est  étendue  à  tout  Tcspace, 


(h  =  o. 


Il  vient  ainsi, 


K„    /    V'\d.v          dy)       "\dz  dxjr'' 

mais  remarquons  <iue, 

^-  /  (If  dh  \  _  rf.3 

K„  \  dz  d.v  )~  dt' 

4-  /  dfr  df)    V  dy 

K„  \d.v       Hy^f  dt    ' 
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4.- 


k 


■i. 


i: 


h 

'i. 

t- 

■ 


B*^ 


Si. 


notre  intégrale  devient  alors 


(20  bis) 


Je  dis  maintenant  que  la  seconde  intégrale  de  {19)  est  nulle, 
Nous  savons,  en  effet,  que 


iloL 


dx 


d.v 

d% 


=  4kc, 


4wv  ; 


l'intégrale  en  question  peut  donc  s'écrire 


En  intégrant  par  parties  dans  tout  l'espace  et  en  ajoutant 


qui  est  nulle  si  l'intégrale  s'étend  à  tout  Tespace,  on  obtient 


\_    l    y      1  (l'y-         '^^>         (/y  \ 
"      /  \  (Ix  dy  dz  I  ' 


4- 

ou  encore  en  tenant  compte  de  la  relation 


dx 


=  o, 


d'il.  7   —7—=  o, 
Zj  dx 


C.  Q.  V.  D. 


If 
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L'expression  (19)  devient  alors,  en  tenant  compte  de  (9.0  bis). 


=  I  d-.-^{-Ji-^.:g), 


ou  encore 


/  '/•^(f 


L» 


A 


^=-jf  I  ''•^(^/'-ï^) 


Voilà  la  résultante  de  translation  ;  on  voit  qu'elle  n'est  pas  nulle. 
Le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  nVst  donc 
pas  satisfait . 

350.  — M.  Liénard(*)  croit  atténuer  ce  désaccord  en  disant  que  : 
«  ce  résultat  n'a  rien  qui  doive  surprendre  :  du  moment  que  l'on 
«  rejette  la  théorie  des  actions  à  distance,  et  que  l'on  admet  au 
«  contraire  que  les  forces  mettent  un  certain  temps  à  se  propa- 
«  ger  à  travers  l'éther,  il  ne  peut  plus  y  avoir  a  chaque  instant 
«  égalité  entre  l'action  et  la  réaction,  l'action  et  la  réaction  ne  se 
«  produisant  pas  au  même  moment.  Tout  ce  qu'on  peut  deman- 
«  der,  c'est  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  soit  nulle  en 
«   moyenne,  et  c'est  ce  qui  a  bien  lieu  pour  la  théorie  de  Lorentz.  » 

En  effet,  la  valeur  moyenne  de  X  pendant  l'intervalle  de  temps 
f^  a  t^  est  donnée  par 

or  l'intégrale  du  second  membre  restera  toujours  finie  car  la  per- 
turbation électrique  et  magnétique  ne  peut  pas  croître  au  delà 
de  toute  limite  :  cette  intégrale  est  donc  inférieure  à  une  certaine 


(')  L Éclairage  Électrique.  Lié.nard,  La  Ihéoric  de  Lorentz,  t.  XIY,  p.  4^7,   i8y8. 
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quantité  donnée  M,  de  sorte  que 


\dt  < 


t-h 


et  cette  valeur  moyenne  sera  d'autant  plus  voisine  de  zéro  que 
rintervalle  de  temps  (^ —  î^  sera  plus  grand.  Si  au  commencement 
et  à  la  fin  le  champ  est  nul,  ou  a  la  nn^me  valeur,  la  valeur 
moyenne  de  la  résultante  X  sera  môme  rigoureusement  nulle. 

351.  —  Mais  il  est  facile  de  voir  que  cet  argument  de  M.  Lié- 
nard  en  faveur  de  la  théorie  de  Lorentz  n'est  pas  suffisant. 

Désignons,  en  effet,  par  A  Tabscisse  du  centre  de  gravité  de 
la  particule  et  par  M  sa  masse  ;  on  a  alors 

h 


\dt  =  u 


dt 


i 


et  on  voit  que  quand  la  perturbation  sera  tei minée  le  centre  de 
gravité  de  la  particule  aura  subi  une  impulsion  finie;  la  valeur 
de    cette    impulsion    est    représentée    par    laccroissement    de 

Rappelons-nous,  d'autre  part,  le  théorème  de  Poynting(*): 
considérons  une  perturbation  qui  se  produise  en  un  point  quel- 
conque ;  ce  point  sera  un  centre  d'émanation  d'énergie  dans  tou- 
tes les  directions,  et  évaluons  la  quantité  d'énergie  qui  traverse 
une  surface  donnée.  D'après  le  théorème  de  Poynting,  cette 
énergie  est  représentée  par  le  produit  de  la  surface  en  question 
par  le  s>ecteur  radiant  dont  les  composantes  sont  représentées  par 

(3 A  —  Tô)?  (t/ — ^'0'  (*^  —  ?/)'  ^^  sorte  que  la  quantité  d'é- 
nergie qui  traverse  l'élément  de  surface  rfw  perpendiculaire  à  l'axe 
des  X  est  représentée  par, 

Vovons  alors  ce  qui  va  se  passer  si  on  considère  une  perturba- 
tion se  propageant  de  gauche  à  droite  par  exemple  ;  la  perturba- 


(')  H.   Poi.NCARÉ.  Oscillations  électriques,  p.  2;,  G.  Carre  el  G.  Nuud,  éditeurs. 
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tion  se  produisant  en  O  et  cessant  après  quelques  instants,  il  ne 
restera  plus  que  des  ondes  se  propageant  vers  la  droite  et  s'éloi- 
gnant  de  plus  en  plus  du  centre  d'ébranlement  O.  Notre  intégra- 
tion dei'ra  donc  s'étendre  à  cette  partie  de  l'espace  où  la  perturba- 


I  i 

Fig.  54. 

tion  subsiste  encore.  Pour  avoir  l'énergie  totale  il  faut  considérer 
une  infinité  de  droites  émanant  de  O,  dans  tous  les  sens,  et 
intégrer  par  rapport  à  tous  les  plans  perpendiculaires  h  ces  droites. 

Il  résulte  donc  de  là  : 

1°  Que  cette  énergie  totale  mesure  l'impulsion  qui  a  produit 
la  perturbation. 

2^  Que  si  le  système  produisant  de  l'énergie  électromagnétique 
n'envoyait  cette  énergie  que  dans  une  seule  direction,  il  recule- 
rait comme  le  ferait  une  pièce  d'artillerie. 

.'i®  Que  si  le  système  envoie  de  l'énergie  dans  tous  les  sens  il 
y  aura  compensation  entre  ces  impulsions  partielles  et  par  suite 
le  centre  de  gravité  du  système  restera  au  repos. 

11  ne  sulTit  donc  pas  de  dire  que  la  valeur  moyenne  de  la  résul- 
tante est  nulle. 

Mais  traduisons  cela  en  chiffres  pour  faire  voir  que  le  recul 
prévu  par  la  théorie  de  Lorentz  n'est  pas  négligeable.  Suppo- 
sons un  système  qui  envoie  dans  une  direction  quelconque  une 
quantité  d'énergie  représentée  par  trois  millions  de  joules  ;  le 
calcul  montre  que  le  recul  correspondant  pourrait  imprimer  à 
une  masse  de  i  kilogramme  une  vitesse  de   i  cm.  par   seconde. 

352.  —  On  pourrait  encore  dire  que  si  le  principe  de  Tégalité 
de  l'action  et  de  la  réaction  semble  violé,  cela  tient  peut-être  à 
ce  qu'on  n'a  pas  tenu  compte  du  mouvement  de  Téther.  Tenons 
donc  compte  de  cette  objection  et  voyons  à  quelle  conclusion  cela 
nous  conduira.  Pour  que  le  principe  en  question  ne  soit  pas  violé 
il  faut  que  la  projection  de  la  vitesse  de  l'éther  sur  l'axe  des  x 
soit  représentée  par  (j3/i — y^)  :  c'est  le  vecteur  radiant  à  une 
constante  près  ;  cela  nous  amène  h  la  conclusion  suivante  :  si  le 
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champ  vient  à  être  doublé,  la  vitesse  de  l'éther  sera  quadniplée. 
Cela  n'est  évidemment  pas  satisfaisant. 

353:  Intégration  des  équations  de  Lorentz.  —  Résumons  les 
équations     de  Lorentz  que  nous  avons  établies  précédemment. 
Nous  avons  trouvé, 

_  d\\         (IG 

.  di/  dz 

♦  ~   dz  dx  ' 

t/G         dV 


*  dx  dij 

d-:       d% 


i  dy         dz 


i 


dz         dx 


I    ,  rf?         d% 

'  AF  =  —  4-«, 

Ali  =  —  4-.r. 

'    K/^    dt   ^  dx  ~°' 
Ko  i  K,  *       dt   ^  dtj 


j  Ko 

'     AT. 


M^d'^ 


4r.  ,        dll         di 
<fF 


'  dx 


^,^.,«..    t+xf-=»- 
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Nous  nous  proposons  d'intégrer  ces  équations  en  supposant 
<;onnu  le  mouvement  de  toutes  les  particules,  ce  qui  revient  ii 
regarder  p,  $,  r,,  IJ  comme  connus. 

354.  —  La  méthode  que  nous  allons  employer  va  être  analogue 
à  celle  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  les  oscillations  hert- 
ziennes (').  Rappelons  à  ce  sujet  la  définition  de  ce  qu'on  appelle 
potentiel  retardé. 

Considérons  un  certain  nombre  de  points  attirants  M  et  soit 
M»  le  point  attiré  ;  soit  encore  //i,  la  masse  duT  points  attirf  et  /^ 
la  distance  des  points  attirants  au  point  attiré.  Le  potentiel  en 
M^  est  par  définition, 


^^  r     ' 


Mais  si  les  masses  m^  dépendent  du  temps,  à  cause  de  la  densité  p 
qui  est  fonction  de  x,  y,  z  et  /,  le  potentiel  va  alors  dépendre, 
lui  aussi,  du  temps.  En  effet,  la  propagation  d'une  perturbation 

(électrique  ou  magnétique)  se  faisant  avec  une  vitesse  finie  y  —f= , 

{qui  est  la  vitesse  de  la  lumière),  le  potentiel  pour  se  propager  de 
M  en  M^  mettra  alors  un  temps  r^'  K^  ;  l'action  en  M^  se  calcu- 
lera donc  en  donnant  a  la  masse  m^  non  la  valeur  qu'elle  a  à  l'ins- 
tant /,  mais  la  valeur  m\  qu'elle  avait  à  l'instant  t  —  /\  y/K^ ;  la 
valeur  du  potentiel  sera  alors  représentée  par, 


et  c'est  à  cette  nouvelle  expression  du  potentiel  qu'on  donne   le 
nom  de  potentiel  retardé. 

On  peut  encore  considérer  les  potentiels  retardés  dûs  à  une 
matière  attirante,  qui  au  lieu  d'être  répartie  en  un  certain 
nombre  de  points  attirants,  se  constituerait  en  un  volume  attirant. 
Soit  /*(.r,  y  y  z  ;  t)  la  densité  de  la  matière  attirante  et  soit  rfV  un 


(*)  II.  PoiKCARÉ.  Oscillations  électriqiiet,  p.  74.  G.  Carré  et  C.  Xaud,  éditeurs. 


N 
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élément  Je  volume  de  coordonnées  .r',  ?/,  -^  Le  potentiel  ordinaire 
de  ce  volume  attirant  sera 


^.  _     r  f  {:,',, ,\z';,)  <h' 


r  étant  donné  par 


/^ 


=  (.r  -  x'Y  +  (y  -  !,'y  +  (=  -  z'Y. 


Si  la  propagation  d'une  perturbation  se  fait  avec  la  vitesse  de 
la  lumière,  lepotcntiel  retardé,  défini  comme  ci-dessus,  aura  alors 
pour  valeur, 


En  examinant  ces  deux  dernières  formules,  on  voit  que  dans 
le  cas  des  potentiels  ordinaires  le  numérateur  (qui  représente  la 
masse  attirante)  ne  dépend  que  de  .r',  y,  z' .  Tandis  que  dans  le 
cas  des  potentiels  retardés  il  est  fonction  non  seulement  de  .r',  y\  z' 
mais  il  dépend  aussi  de  .r,  //,  z,  par  l'intermédiaire  de  /•, 

355.  —  Ces  préliminaires  étant  rappelés,  voyons  ce  que  devient 
la  relation  de  Poisson  dans  le  cas  des  potentiels  retardés. 
Dans  le  cas  des  potentiels  ordinaires  nous  avions, 

AV  =  —  4<. 
Avec  les  potentiels  retardés  nous  aurons, 

■ 

Pour  abréger  l'écriture  nous  allons  introduire  le  symbole  sui- 
vant, en  posant, 

OÙ  U  désigne  une  fonction  quelconque, 
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Avec  cette  notation  réc[uation  de  Poisson  devient, 

□V  =  —  4-/. 

Cette  équation  si  on  y  regarde  /*coniine  donnée  et  V  comme 
inconnue,  n'a  pas  d'autre  solution,  pourvu  que  Ton  admette  que 
Ton  part  du  repos  et  que  toutes  les  fonctions  s'annulent  à 
rinfinî. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  relation 

□U  =  nV 

entraîne  la  suivante 

U  =  V. 

356.  —  Appliquons  ces  principes  à  la  question  qui  nous  occupe. 

Introduisons  une  fonction  analogue  à  ^  que  j'appellerai  ♦]/'  et 
qui  va  jouer  le  rôle  du  potentiel  électrostatique  :  i^'  sera  le  poten- 
tiel retardé  dû  à  la  même  matière  que  dans  le  cas  des  potentiels 
ordinaires. 

On  aura  donc 


1.'/  — 


4:: 


00=--^  p. 

Faisons  de  même  pour  le  potentiel  vecteur  ;  introduisons  un 
vecteur  de  composantes  F',  G',  H'  analogue  au  potentiel  vecteur. 
Cette  quantité  sera  définie  par 

nF  =  — 47.5^ 

et  il  convient  de  faire   une  petite  remarque  a  ce  sujet  ;  dans  le 
cas  du  potentiel  vecteur  ordinaire  nous  avions, 

AF  =  —  At:u  =  —  4*7^2?  —  4?^    f    • 

F  était  donc  le  potentiel  ordinaire  du  à  une  matière  attirante  dont 
la  densité  était  le  courant  total 

dans  le  cas  actuel,  la  densité  de  la  matière  fictive  est  seulement 
le  courant  de  convection. 


l  ■ 
». 


^■ 


L 
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Ornons  avons  supposé  que  p,  i,  y;,  ^  sont  connus;  il  en  résulte 
donc  que  F',  G',  M'  seront  également  connus. 

357.  —  Je  me  propose  maintenant  de  démontrer  les  relations 

suivantes, 

_  rfrr  _  iV^ 

.    -  dtj  dz 

^-~dr — IF' 

dC        ,IF' . 
,    '        dx  dy  ' 

^  4t/     dv      d-y  _ 


a        dC        d'I' 


K,  dt  dy 

4T.h        dH'    ,    di' 


-^'tt  =  o, 


K«  dt  dz 


o. 


0 


Ces  relations  nous  donneront  le  champ  tout  entier  et  le  pro- 
blème sera  alors  complètement  résolu. 
Calculons  d'abord  c;F. 

Nous  avons, 

d^V  d*F 

aV  ==  AF  —  K„  -^  =  —  4-u  —  K,  -^ 


^-4t:?5-4'^-^ 


—  K 


»  dt^ 

dt  0    dt' 


=  cF'  — 4--^— K.    ,.  , 


1  ,     d/        ..    d'V 

calculons  alors  —  Aiz  —7 K„  — z-r- . 

dl  dl- 

Partons  de  Téquation,  (  jp*^^) 

47:    ^       dF  dà 


K.  '  dl  d>v 


0 


[jui,  différentiée  par  rapport  au  temps,  donne, 

^     df        ,.     d'F         ,,      rf-'i 
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<roil 


_4=f-K.iS  =  K,^* 


dt  '  dt'  "  dxdt 

La  relation  en  nF  devient  donc, 

d-'l 

de  =  dF'  H-  K,        ■ 


•  dxdt  ' 
et  on  obtiendrait  par  un  calcul  analogue 


°"  =  °»'  +  '^«^- 


Dlfférentions  maintenant  la  troisième  de  ces  équations  par 
rapport  h  y,  la  seconde  par  rapport  à  r,  et  retranchons  ;  il  vient 
ainsi, 

—     H  —  —      G—        —      (—^—\ 
dy  dz  \  dy  dz  )  ' 

d'où 


dy  dz   ' 

et  par  un  calcul  analogue 

^        rfF  d\V 

'  dz  dx 

dC  dF' 


dx  dy 

C.  Q.  F.  D. 


Démontrons  maintenant  la  relation, 

Kq  '   :     dt      '    dx 
Calculons  pour  cela, 

4?^   y.  dF  rf'i 


K^  '  dt  dx 
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Nous  avons, 

□'}==□'}'  — Ko -;^, 
dV  dV        ,,     d'^) 


°-T-=n— ; — h  K.   ,    ,,, 

dt  dl  ^  dxdt^ 

d'I  di'         ,,      rf-^i 


r/.r  dx  **  r/a-rf/^  ' 

Cela  nous  permet  d'écrire, 

4-  .  dV  di' 

Kq  '  dt  dx 

d'où  la  relation  cherchée 

47:   ^  .     dV         d'V 

Kj,  '  dt  dx  ' 

et  de  la  même  manière, 


^TZ'r  dC       ,       d'V 

'        +-7^  =  0, 


Ko  dt  dij 

^rJi         d\V         d'I' 


K^  dt  dz 


o. 


C.  Q.  F.  D 


358.  —  Considérons  encore  la  relation, 


dt      '  iLJ  ^/.t* 


(jui,  multipliée  par  —  4~>  donne 


Or 


d'oi 


ou 


et  puis 


Lj'v   —  -.-   p 


□F'= — 4-0;  ; 
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dx  dx 

la  relation  en  question  devient  donc, 

'^    dl        LJ       dx 
d'où  enfin, 

Nous  voyons  donc  que  lu  solution  est  complète.  J'ajoute  qu'elle 
est  unique  si  Ton  suppose,  comme  nous  Tavons  fait,  qu'on  part 
du  repos  et  que  nos  fonctions  s'annulent  à  l'infini.  Cette  dernière 
hypothèse  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de  perturbation  venant  de 
l'extérieur:  les  perturbations  sont  limitées.  La  perturbation  totale 
sera  donc  la  somme  des  perturbations  partielles,  et  le  champ 
total  sera  alors  la  somme  des  champs  partiels  dus  à  chaque  par- 
ticule, le  champ  de  chaque  particule  étant  calculé  comme  si  la 
particule  existait  seule. 

B,    —   pHÉXOMiîNES    QUI    SE    PRKSEXTEXT    A    UN    OBSEIIVATEUH 

AYANT     LES     SENS     GROSSIERS 

359.  —  Examinons  maintenant  les  phénomènes  tels  qu'ils 
apparaissent  à  un  observateur  ayant  les  sens  grossiers  comme  les 
nôtres. 

Considérons  une  particule  chargée  en  mouvement  et  cherchons 
les  conditions  d'équilibre  de  cette  particule.  Ecrivons  que  cette  par- 
ticule, en  vertu  du  principe  de  d'Alembert,  est  en  équilibre  sous 
l'action  des  forces  agissant  sur  elle,  y  compris  la  force  d'inertie. 

Evaluons  ces  dlllerentes  forces.  Nous  avons  : 

1°  La  force  d'inertie  delà  particule;  cette  force  est  négligeable 
(du  moins  dans  notre  cas)  car  nous  avons  supposé  que  la  parti- 
cule a  des  dimensions  très  petites. 

2^  Action  du  champ  électromagnétique  sur  la  particule.  Cette 
action  est,  comme  nous  l'avons  vu,  exprimée  par 


^  '  K 


'-  I  eod-r-ï-  j  Po'Z-^y-^?)- 
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Celte  action  peut  être  divisée  elle-même,  eu  deux  parties  : 

a)  Premier  champ  partiel,  dû  au  mouvement  de  la  particule 
elle-même,  et 

b)  Deuxième  champ  partiel  du  au  mouvement  de  toutes  les  par- 
ticules intérieures  et  extérieures  au  conducteur  ferme. 

La  première  de  ces  actions  est  négligeable.  Elle  serait  rigou- 
reusement nulle  si  le  principe  de  Tégalité  de  Faction  et  de  la 
réaction  était  vérifié  par  la  théorie  de  M.  Lorenlz.  M.  Lorentz  a 
calculé  cette  action  de  la  particule  sur  elle-même  et  d'après  ses 
calculs  sa  valeur,  proportionnelle  d'ailleurs  à  la  force  d'inertie, 
serait  tout  à  fait  négligeable. 

En  ce  qui  concerne  le  champ  dû  à  l'action  de  toutes  les  parti- 
cules sur  la  particule  considérée,  on  peut  le  supposer  uniforme, 
car  cette  particule  étant  très  petite  /*,  y,  a,  y,,  ^  peuvent  être 
regardés  comme  constants,  de  sorte  que  si  nous  posons 


A 


e  étant  la  charge  de  la  particule  en  question,  nous  trouvons  alors 
pour  projection  de  cette  action  sur  Taxe  de  .r, 

S^  Le  frottement  de  la  particule  contre  le  conducteur  dans 
lequel  elle  se  déplace  ;  cette  force  est  proportionnelle  à  la  vitesse 
relative  de  la  particule  par  rapport  à  celle  du  conducteur.  Si 
nous  appelons  ;,  rj,!Jla  vitesse  de  la  particule  et  Çj,  y^,,  ^^  la 
vitesse  du  conducteur  à  travers  lequel  cette  particule  se  déplace 
et  si  d'autre  part  nous  désignons  par  A  le  coefficient  de  frottement, 
cette  force  sera  représentée  par, 

de  sorte  que  le  principe  de  d'Alembert  est  exprimé  par  la  relation 
suivante, 
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360.  —  Considérons  maintenant  un  élément  de  volume  Dt,  très 
petit  par  rapport  à  nos  sens  grossiers,  mais  suflisamment  grand 
cependant  pour  contenir  un  assez  grand  nombre  de  particules. 
Si  nous  appelons  p^  la  densité  moyenne  de  Télectricité  dans  cet 
élément  de  volume,  nous  avons, 

o,Dt=  7   e. 

D'autre  part  ces  particules  qui  se  trouvent  à  l'intérieur  du 
volume  Dt  considéré,  sont  en  mouvement:  il  v  a  donc  un  courant, 
dont  liîs  composantes  sont. 


S''  S""'  S'^ 


or  ou  a  identiquement, 


2«  S'«-'"  s 


e^ 


Dt  Dt  '       Dt 

~15^^         ï>r         ^"157" 

+ 


Dt  Dt  '       Dt 

Le  premier  terme  des  seconds  membres  de  ces  relations  qui 
est  du,  comme  on  le  voit,  au  mouvement  relatif  de  la  particule, 
représente  le  courant  de  conduction .  Désignons  ses  composantes 
par  />,  y,  ;•  ;  nous  aurons  ainsi 


d\)ù 


^ =l>,  etc.  ; 

2j  ^  (5  —  >>)  =  1'^' 
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ef  de  inème, 

2j  ^  v'i  —  ^'>) = «yi^-. 

Le  deuxième    terme    du    second   membre    des    identités  pré- 
cédentes   représente    le   couva  ni  de    com>ection  ;    îl    peut    donc 


s^écrire. 


de  sorte  que  l'identité  en  question  devient,  en  tenant  compte  de 
ces  relations, 


Ce  sont  les  trois  composantes  du  courant  qui  provient  du  mou- 
vement des  particules  qui  se  trouvent  h  l'intérieur  du  volume  Dt 
considéré. 


361.  Calcul  de  r action  mécanique.  —  Quelle  est  la  valeur 
de  Taction  mécanique  qui  s'exerce  sur  Télément  de  volume  Dt 
considéré  ? 

La  particule,  nous  Tavons  vu,  frotte  sur  le  conducteur  dans 
lequel  elle  se  déplace,  et  l'action  exercée  sur  cette  particule 
de  la  part  du  conducteur  (la  résistance  opposée  au  mouvement 
de  la  particule)  a  pour  projection  sur  l'axe  des  .r, 


/. 


CALCIL  DE  L'ACTIOy  MÉCAMQLE  /\ù') 

La  réaction  de  la  particule  sera  donc, 


f  r 

;  — ; 


A 

et  la  somme  de  ces  réactions  sera, 


n;-- 


2 


X 


Ainsi  donc  pour  avoir  Faction  mécanique  qui  s'exerce  sur  l'élé- 
ment de  volume  Dt  considéré,  il  faut  faire  la  somme  de  toutes 
les  actions  partielles  exercées  sur  chaque  particule  qui  fait  par- 
tie de  l'élément  Dt. 

Ici  encore  on  peut  décomposer  le  champ  d'intégration  en  deux 
parties  : 

1°  Le  champ  dû  aux  particules  qui  se  trouvent  à  l'intérieur 
de  Dt  ; 

'jl^  Le  champ  dû  aux  particules  qui  se  trouvent  à  l'extérieur 
de  Dt. 

Remarquons  que  le  premier  champ  serait  nul  si  le  principe 
de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  n'était  pas  violé  par  la 
théorie  de  Lorentz;  mais  si  l'énergie  est  distribuée  d'une  façon 
symélri({ue  (*)  le  principe  en  question  est  à  peu  près  vérifié.  Or 
celte  distribution  symétri([ue  de  l'énergie  sera  en  général  réa- 
lisée :  le  champ  d'intégration  qui  nous  occupe  peut  par  consé- 
<[uent  être  supposé  nul. 

Le  deuxième  champ  partiel  peut  être  considéré  comme  cons- 
tant à  l'intérieur  de  l'élément  de  volume  Dt  ;  cela  revient  à 
su[)poser  que  ;,  /, ,  Ç  sont  constants. 

11  vient  alors  pour  l'action  mécanique  cherchée. 

Le  premier  ternie  du  second  membre  de  cette  relation  repré- 
sente l'action  du  champ  électrique,  sur  l'élément  de  volume  Dt. 
Cette  action  est,  comme  on  le  voit,  proportionnelle  à  la  charge 

électrique  c  de  l'élément  Dt  et  à  la  force  électrique  -rf—f]  cette 

(*)  Voir  prccédcmincnt,  p.  4j2. 

PoiNCÀRÉ.  Electricité  et  Optique.  3o 
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Torce  électrique  est  ici  la  force  électrique  totale  ;  ce  n'est  donc 
pas     seulement     la    force    électrique     d'origine     électrostaticjue 

I —  "y     )    iii'^is  aussi  celle   due   à  Tinduction   électromagnétique 

—  —V—  j .  Il  y  a  donc  accord  sur  ce  point  avec   la  théorie  de 

Ileriz. 

Le  terme  que  nous  avons  mis  entre  crochets  représente  l'action 
mécanique  du  champ  magnétique.  Dans  la  théorie  de  Hertz  le 
courant  qui  subit  cette  action  mécanique  est  le  courant  total, 
c'est-à-dire  le  courant  de  conduction,  plus  le  courant  de  déplace- 
ment, plus  le  courant  de  Rowland  et  plus  le  courant  de  Hontgen  ; 
ici,  le  courant  qui  intervient  c'est  simplement  le  courant  de  con- 
duction  plus  le  courant  de  convection. 

Le  courant  de  déplacement  ne  subirait  donc  pas  d  action  méca- 
nique d'après  les  idées  de  Lorentz, 

362.  Calcul  de  la,  force  èlectromotrice.  —  Calculons  mainte- 
nant l-d  force  électromotrice.  Evaluons  pour  cahxp.  Nous  avons. 


V 

/  , 


**.  « 


l'= 


■  r 


i,) 


Dt 


C  A 


Multiplions  les  équations  (2)  par  -=- —  et  faisons  la  somme,  il 
vient," 


(3) 


S"^^--') 


1 


e^K 


4- 


1 


e'J. 


Dt 


\m*--*' 


k5* 


1-' 


et  employons  le  même  artifice  de  calcul  que  tout  à  l'heure  :  nous 
avons  identiquement, 


7  fk'^—-'nf>^         >«'■'■.,'• 


+ 


Dt 


Dt  '         Dt 


Dt 


Dt 


•     / 


CALCUL  DE  LA  FORCE  ÊLECTROMOTIÎlCE  467 

La  relation  (3)  peut  donc  s'écrire, 


(4)     „= 


h-      K,  '  "^   ''I  Dt  ^"        Ut     J 


—  3 


Je  puis  supposer  que 


E 


Dt  Dt 


o. 


A    priori,    cette    hypothèse    paraît    inadmissible   ;    en    enVt, 

\e  ;;  — ;J,\  e  (yj  —  >,,),  ^^  (^  — s,},  ne  sont  pas  nuls  etpar 

conséquent  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que     >  e'  (i  —  ç,),  etc., 

le  soient.  Cela  s'explique  cependant  par  la  façon  dont  on  conçoit 
le  mécanisme  par  lequel  se  propage  un  courant.  11  faut,  en  effet, 
se  représenter  un  courant  comme  le  mouvement  de  deux  sortes 
de  particules,  les  unes  positives,  les  autres  négatives,  qui  se 
meuvent  en  sens  contraires.  Si  on  ne  considère  que  des  parti- 
cules positives,  ;  —  ç,,  etc.,  auront  alors  un  signe  bien  déter- 
miné ;  on  aura  la  même  chose  pour  les  particules  négatives,  à 
cela  près  que  le  signe  sera  changé.  Or  comme  il  en  est  de  même 

de  e  il  en  résulte  que  ^  e  (;  —  ;,),  etc.,  ne  seront  jamais  nuls. 
Mais  si  on  considère  les  produits  >  e-(i  —  $,).  etc., e'étant essen- 
tiellement positif,  >  (;  —  çj,  etc.,  pouvant  être  positifs  et  né- 
gatifs, il  y  aura  donc  neutralisation  complète  des  termes  sous  le 
signe   y   .  Et  maintenant  on  conçoit  bien  la  nullité  des  exprès- 

^c»  (?  -  $.),  etc. 
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Cela  étant  établi,  Téquation  (4)  peut  s'écrire, 


(5) 


2e»X 


Le  facteur  — rr —  qui  ligure  au  second  membre  de   cette  rela- 

tion,  représente  la  conductibilité  spécifique  du  milieu  conj 
^7^^  *eur  ;  on  voit  donc  que  le  coefficient  de  conductibilité  est  propor- 
tionnel au  coeflîcient  de  frottement  A.  Le  terme  qui  est  entre 
crochets  représente  la  force  électromotrice,  ou  plutôt  sa  projec- 
tion sur  Taxe  des  x. 


;*    • 


363.  — Ce  résultat  m'inspire  deux  réflexions. 

1°  D*abord,  nous  voyons  que  l'action  mécanique  dépend  de  la 
somme  des  actions  mécaniques  subies  par  les  particules  posi- 
tives et  parles  particules  négatives  à  Tintérieur  du  conducteur, 
La  force  électromotrice,  qui  tend  à  écarter  les  particules  posi- 
tives et  les  particules  négatives,  ne  dépend,  au  contraire,  que  de 
la  différence  des  actions  qui  s'exercent  sur  les  particules  posi- 
tives d'une  part,  et  sur  les  particules  négatives  d'autre  part. 

2**  Le  terme  -^  f  est  ce  que  nous  avons  appelé  la  force  élec- 

trique  ;  nous  voyons  alors  que  la  force  électrique  diffère  de  la 
force  électromotrice  :  la  force  électromotrice  contient  en  plus  le 
terme  [r^^  y  —  t^  [it).  Dans  la  théorie  de  Hertz,  11  y  avait,  au  con- 
traire, identité  parfaite  entre  la  force  électrique  et  la  force  élec- 
tromotrice :  c'était  la  même  force  qui  exerçait  les  actions  méca- 
niques et  produisait  les  courants  de  déplacement. 

Pourquoi  n'y  a-t-il  pas  égalité  dans  la  théorie  de  Lorcntz,  en- 
tre ces  deux  forces  ?  C'est  parce  que  les  courants  de  convection 
sont  diis  au  mouvement  des  particules  qui  subissent  deux  sortes 
d'actions  mécaniques  : 

i*^  L'action  du  champ  électrique,  parce  que  les  particules  por- 
tent une  charge  électrique  ; 

2^  L'action  du  champ  magnétique,  parce  que  les  particules  su- 
bissent des  courants  de  convection. 
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Dans  la  théorie  de  Hertz  nous  avions, 
de  sorte  que  la  force  électrique  était  représentée  par 

JîL/- iL ^_L.rrY-r3^ 

K,  '  dt  dx^"^^''^      ^^^" 

et   la   force  électromotrice   était   représentée  par  la  môme   for- 
mule. 

Il  n'en  est  plus  de   même  dans  la   théorie   de    Lorentz.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que 

Kq  '  dt  dx 

de  sorte  que  la  force  électrique  a  pour  expression, 

4-    .._        d¥  d'I 

K.,  '~        dt  (Lv  ' 

alors  que  la  force  électromotrice,  que  je  désignerai  par  P',  a  pour 
expression,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

4- 


c*cst-ii-dire 


/•+(vr-^.?). 


d?  dà 

^   -        dt  dx    +^^"'        ^'^^' 

L'expression  de  la  force  électromotrice  est  donc  la  môme  dans 
les  deux  théories.  Par  contre,  la  force  électrique  a  des  valeurs 
différentes. 

Pour  mieux  faire  comprendre  cette  dillcrence,  exprimons  notre 
pensée  sous  une  autre  forme. 

Si  je  prends,  dans  la  théorie  de  Hertz,  un  circuit  fermé  C  qui 
limite  une  surface  S,  en  désignant  par  P'  la  force  électromotrice, 
l'expression  suivante  : 
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qui  représente  Tliitégrale  de  ligne  de  la  force  électrique  (inté- 
grale prise  le  long  du  contour  C),  est  égale  a  la 
dérivée  du  flux  d'induction   magnétique   qui  Ira- 
verse  S,  celte  surface  étant  regardée  comme  en^ 
^    traînée  dans  le  mouçemenl  de  la  matière. 

Dans  la   théorie  de  Lorentz   nous  avons  pour 
rinlégrale  de  ligne  de  la  force  électromotrice 


ig.  :j.i. 


P'ds, 


par  conséquent  la  même  chose  que  dans  la  théorie  de  Hertz. 
Il  n'en  est  plus  de  môme  pour  l'intégrale  de  ligne  de  la  force 
électrique.  En  effet,  dans  ce  cas  nous  avons 


Pd:r. 


Qu'est-ce  que  cela  veut  dire  ?  Rappelons-nous  que  P  dérive  de 
P'  en  y  faisant  ç^  =  r,j  =  ^^  =  o  ;  cette  intégrale  aura  par  con- 
séquent la  môme  interprétation  que  dans  la  théorie  de  Hertz,  mais 
en  supposant  la  surface  S  non  entraînée  dans  le  mouvement  de 
la  matière. 

Voici  alors  ce  que  représentent  P  et  P'  dans  la  tliéorie  de 
Lorenlz. 

r*  En  ce  qui  concerne  la  force  électromotrice  P',  on  a  d'abord 

d6        , 
le  ternie 7-^  :  c  est  la  force  électromotrice  d'orisine  clectros- 


d  jc 


dV 


tatique  ;  ensuite  le  terme -z —  :  c'est  la  force  électromotrice 

d'induction  due  h  la  variation  du  champ  magnétique  ;  et  enfin 
(t^jY —  sj,[3)  :  c'est  h\  force  électromotrice  d'induction  due  au  mou- 
vement du  circuit. 

'2^^  Pour  la  force  électrique  P,  on  n'a  que  les  deux  premiers 

d'I  dF        ,,  ,  1    V  1 

termes  : r-^  et ; — :  elle  sera  donc  produite  par  les  ac- 

dx  dt  ^  * 

tions  électrostatiques  et  par  la  variation  du  champ  magnétique 
seulement.  Le  déplacement  de  la  matière  dans  ce  champ  ne  pro- 
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duira  donc  pas  de  force  électrique,  mais  une  force   électromo- 
trice. 

Ainsi  donc,  supposons  un  diélectrique,  de  Tair  par  exemple, 
en  mouvement  dans  un  champ  non  uniforme  ;  d'après  Lorentz  il 
ne  se  produira  pas  de  courant  de  déplacement  puisqu'il  n'y  aura 
pas  de  force  électrique.  La  théorie  de  Hertz  prévoit,  au  con- 
traire, la  naissance  d'un  courant  de  déplacement. 

Considérons,  pour  bien  nous  rendre  compte  de  la  nature  de 
cette  action,  un  conducteur  qui  se  déplace  dans  un  champ  ma- 
gnétique perpendiculaire  h  la  fois  h  la  vitesse  du  conducteur  et 
h  la  direction  du  fil  conducteur  et  par  conséquent  au  plan  du  ta- 
bleau ;  alors,  en  envisageant  deux  particules,  une  chargée  posi- 
tivement, Tautre  chargée  négativement,  les  particules  positives 
entraînées  par  le  conducteur  en  mouvement  pro- 
duiront un  courant  de  convection  ;  les  particules 
négatives  produiront  un  autre  courant  de  convec- 
tion de  sens  contraire  au  précédent.  —  Quelle 
sera  l'action  du  champ  magnétique  sur  les  deux 
particules  considérées?  —  On  aura  pour  la  pre- 
mière particule  une  force  dirigée  dans  un  certain 
sens  et  pour  l'autre  particule,  une  force  dirigée 
en  sens  contraire  de  la  précédente  ;  l'action  mé-  „.     ^ 

canique  sur  le  conducteur  est  la  somme  algébrique 
de  ces  deux  forces  égales    et   de    sons  contraire  ;  elle  est  donc 
nulle.  La  force  électromotrice  qui  tend  a  séparer  les  particules 
est  la  diflTérence  de   ces  deux  forces  ;  elle  n'est  pas  nulle  :  c'est 
là  rpriginc  de  la  force  électromotricc  d'induction . 

364.  Phénomène  de  Hall,  —  Considérons  un  conducteur  im- 
mobile. L'équation  (2)  devient  dans  ce  cas, 

et  de  même  (5)  devient. 


Dt     K„  '  ^      Dt     ^'  '       ^" 


5J.|^.<fb$ 
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Je  remarque  d^abord  que  la  particule  étant  très  petite  le  pro- 
duit c\  est  très  petit;  donc,  à  une  première  approximation 

et  de  la  même  manière 

•/i  =  o, 
Ç  =  o. 

Cela  veut  dire  que  les  vitesses  des  particules  sont   très   petites 
par  rapport  a  la  vitesse  de  la  lumière. 
Vax  seconde  approximation  nous  avons, 


et 


E 


eO. 


par  conséquent, 


.2\ 
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e'I 


et  de  même 


V  ■-/ 

>    C'A 


S 


). 


Hemarquoiis  que  le  facteur — pr représente   la  conductibi- 

///e;  spécifique  du  corps,  que  je  désignerai  par  C  ;   nous  poserons 
donc 

^"^       —  (' 
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et  les  relations  précédentes  deviendront, 


r 

m    — — . 

fi    — 

c  ' 

r 

c\r 

t  ' 

En  remplaçant/;,  r/,  /•;  ;,  r,,  s  par  leurs  valeurs,  il  vient  fina- 
lement, 


1»     • 
OU 


/ 


/o/T(?  nectromotrice  =     -—-  =  +  >  T^ijv:  V^ — /^ï)' 

Comme  e  est  très  petit  et  A  également  très  petit,  et  comme  il 
y  a  d'une  part  des  particules  positives  et  d'autre  part  des  parti- 
cules négatives,    y  e^  A^   est  négligeable  et  il  reste  simplement, 

r  >i  •  r    4"/^  4^^'  4^/*  1  y  .j  • 

force  etectronwtrice  =  1    ,.     ,       ,/    >    —rr — {=  force  électrique, 
'  L  K,         Ko         Ko  J      '  ' 

Si,  au  contraire,    >  e"^  A*  n'est  pas  négligeable,  ce  qui  arrive  pour 

^  .    ç  1     ,  ♦  •        4-/       47^iir      4?^^      .     . 

certains  corps,  a  la  lorce  electromotrice    ..     ,    -jt^,    -jt^*»  vient 


K.  '     K,  '      K, 
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f*. 


ry 


H-' 


1 

..4 


alors  s'ajouter  une  force  clectromotrice  supplémentaire, 


V 


').=' 


^    e^\ 


n-i 


êM)r(/^?-V'' 


C'est  1  e  y;//  cv?  o/;/  è/z  e  de  Ha  II . 

C'est  une  force  électromotricc  perpendiculaire  d'une  part  au 
conducteur  et  perpendiculaire  d'autre  part  au  champ  magné- 
tique. 


■  ^ 


H- 

^^     * 

t't' 


365.  —  Ce  résultat  m'inspire  une  réflexion.  Il  y  a  d'autant  plus 
de  chances  que    /  e^  soit  grand  que    >  e    sera    lui-même    plus 

grand,  c'est-à-dire  que  le  conducteur  sera  fortement  chargé. 

On  serait  ainsi  conduit  à  rechercher  si  le  phénomène  de  Hall 
n'existe  pas  pour  tous  les  métaux  quand  ils  portent  une  forte 
charge  et  s'il  ne  change  pas  de  signe  avec  cette  charge,  quand 
cette  charge  est  forte. 

I/expérience  serait  intéressante  ;  elle  ne  saurait  toutefois  être 
décisive  ;  si  elle  réussissait,  en  effet,  le  succès  pourrait  s'expli- 
quer d'une  foule  de  manières,  en  dehors  de  la  théorie  de  Lorentz. 
Si  d'autre  part  elle  échouait,  ce  ne  serait  pas  un  argument  irré- 
futable contre  cette  théorie,  puisque  nous  ne  pouvons  à  priori 
nous  faire  aucune  idée  de  l'ordre   de    grandeur  du  phénomène. 
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366.  —  Lorenlz  considère  la  masse  des  diélectriques  parse- 
mée de  particules  chargées  —  d'ions  —  comme  celle  des  con- 
ducteurs. Mais  tandis  que  dans  ces  derniers,  chacune  de  ces  par- 
ticules pouvait  se  déplacer  librement  en  allant  à  toutes  distances, 
dans  les  diélectriques,  au  contraire,  elles  ne  peuvent  s'écarter 
que  très  peu  de  leur  position  d'équilibre,  car  dès  qu'elles  s'en 
éloignent,  une  force  antagoniste  due  à  l'action  des  particules 
voisines  tend  à  les  y  ramener.  Cette  force  est  proportionnelle  à 
l'écart  si  cet  écart  est  petit. 

Dans  la  théorie  de  Lorentz,  comme  du  reste  dans  toutes  les 
théories  des  diélectriques,  l'état  d^un  diélectrique  peut  être  com- 
paré à  l'état  d'un  aimant.  Quand  le  diélectrique  est  placé  dans 
un  champ  électrique,  les  particules  s'écartent  alors  de  leur  posi- 
tion d'équilibre  formant  des  petits  couples  de  deux  particules 
chargées  d'électricité  contraires  :  le  diélectrique  est  polarisé. 
(Miaque  couple  de  deux  particules  chargées  d'électricités  con- 
traires, ou  plutôt  chaque  élément  diélectrique  pour  abréger  le 
langage,  est  assimilable  h  un  petit  aimant,  et  de  même  qu'un 
aimant  est  un  assemblage  d'éléments  magnétiques,  un  diélec- 
tri({ue  sera  un  assemblage  d'éléments  diélectriques. 

L'état  d'un  diélectrique  polarisé  est  donc  assimilable  à  celui 
d'un  aimant.  Les  principes  de  la  théorie  des  aimants  seront  donc 
applicables  aux  diélectriques. 

Rappelons  en  quelques  mots  ces  principes. 

367.  Potentiel  magnétique.   —  Maxwell  désigne  les  compo- 
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santps  d";iimaiil!ilion  par  A,  B,  C  et  il  obtient  c 
(lu  potentiel  niugni'liqiie, 


u]l-¥A 


x',  ;/',  ;'  étant  les  coordonnées  du  point  attire,  .r,  y,  ;  les  coor- 
données du  point  attirttirt;  ;■  la  distance  (pii  les  sépare,  d-z'  un 
élément  de  volume,  A'  B'  C  les  composantes  d'aimantation  au 
point  {.v'i/z'). 

Intégrons  par  parties  celte  expression  du  potentiel  ;   îl  vient, 

'M'I''  !-a  première  intêsrale  doit  être  étendue  h  tous  les 


Ht 


[i  première  intégrale  doit  être  étendue  h  tous  les  éléments  rfw' 
de  la  surface  qui  limite  l'aimant,  et  la  seconde  au  volume  tout 
entier  de  l'aimant  ;  l',  m',  «'  désignent  les  cosinus  directeurs  de 
rfw'  de  telle  façon  que 

AT+B'/h'  +  CV 

représente  la  composante  normale  d'aimantation. 

l,e  potentiel  de  l'aimant  en  question  peut  donc  être  considéré 
comme  la  somme  de  deux  potentiels  : 

i"   Le  potentiel  d'une  surface  attirante   dont  la  densité  serait 

2°  Le  potentiel  d'un  volume  attirant  dont   la   densité   serait 

Zj  ./..' 

Uemari[uons  que  ce  résultat  subsiste  non  seulement  avec  la  loi 
de  l'inverse  du  carré  de  la  distance  mais  aussi  avec  n'importe 
quelle  loi  d'attraction. 

Si  par  exemple  le  potentiel  avait  pour  expression 


1'- 
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on  obtiendrait  encore,  en   répétant   le   raisonnement  précédent, 
la  même  formule  finale. 

Vax  particulier  ce  résultat  reste  encore  vrai  si  je  suppose  que 
l'attraction  au  lieu  de  se  propager  instantanément,  se  propage 
avec  la  vitesse  do  la  lumière  ;  ceci  revient,  comme  nous  le  sa- 
vons déjà,  à  introduire  les  potentiels  retardés. 

368.  Force  magnétique  à  l'extérieur  d'un  aimant.  —  Les  com- 
posantes delà  force  magnétique  qui  s'exerce  sur  l'unité  de  masse 
magnétique  positive  placée  en  un  point  extérieur  à  l'aimant  ont 
pour  valeur,  en  les  désignant  avec  Maxwell  par  a,  [i,.  y, 

dÙ  ^  dÙ  dÙ 


•'       ?  =  — :z:r'      T^  — 


d.v  '  df/  *  dz 

369.  Force  magnétique  à  V intérieure' un  aimant.  —  Pour  con- 
naître la  force  magnétique  exercée  sur  l'unité  de  masse  magné- 
tique positive  placée  à  l'intérieur  de  l'aimant,  il  faut  creuser 
dans  cet  aimant  une  petite  cavité  où  on  pourra  mettre  un  petit 
aimant  dcprem^e.  Mais  le  potentiel  se  trouve  modifié  par  la  pré- 
sence de  cette  cavité,  c'est-à-dire  que  a,  [i,  v  dépendront  de  la 
forme  de  la  cavité. 

Maxwell  considère  deux  formes  particulières  de  cavités  : 

i*^  Cavité  cylindri([ue  de  section  infiniment  petite  :  hauteur 
très  grande  par  rapport  à  la  section  droite.  Les  génératrices  de 
ce  cylindre  sont  parallèles  h  la  direction  de  l'aimantation.  Dans 
ce  cas  le  potentiel  en  un  point  intérieur  de  cette  cavité  sera  la 
dlirérence  entre  le  potentiel  primitif,  quand  la  cavité  n'existait 
pas,  et  le  potentiel  de  la  masse  cylindrique  qu'on  a  enlevée  pour 
creuser  la  cavité.  Ce  dernier  potentiel  est,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut^  la  somme  de  ces  deux  autres  potentiels  : 

a).  Le  potentiel  provenant  de  la  surlace  du  petit  cylindre  con- 
sidérée comme  surface  attirante.  Je  dis  que  ce  potentiel  est  nul. 
Remarquons,  en  elFet,  que  cette  surface  se  compose  de  deux 
bases  de  section  infiniment  petite  et  de  la  surface  latérale.  Le 
terme  provenant  des  deux  bases  est  négligeable.  Quant  h  celui 
provenant  de  la  surface  latérale,  il  est  nul;  car  la  normale  à  cette 
surface  étant  perpendiculaire  à  la  direction  de  l'aimantation  (les 


w^-^-a 


Y'M' 


^^^•1» 


478  DIKLECTRIQl'ES 

génératrices  du  cylindre  lui  étant  parallèles), 


YaT  =  o. 


h).  Le  potentiel  provenant  du  volume  de  la  petite  cavité.  Ce 
potentiel  est  négligeable  car  le  volume  est  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre. 

Le  potentiel  en  un  point  intérieur  à  cette  cavité  est  donc  le 
même  que  si  cette  cavité  n'existait  pas. 

2**  Cavité  cylindrique  infiniment  aplatie.  Par  des  raisonnements 
tout  à  lait  analogues  aux  précédents,  les  potentiels  provenant  du 
volume  et  de  la  surface  latérale  de  la  cavité  sont  nuls.  Il  ne 
reste  que  le  potentiel  qui  provient  des  deux  Lkiscs  de  la  cavité; 
il  a  pour  valeur, 


chacune  des  intégrales  étant  étendue  à  la  surface  de  cha([ue  base 
du  cylindre  en  question. 

Or  ces  deux  hases  ayant  une  très  grande  surface  par  rapport  à 
leur  distance,  leur  action  sur  un  point  intérieur  est  4  t:  A.  On  a 
donc  en  appelant  a  la  force  en  un  point  de  la  cavité  en  question. 

a  =  —  (  -y—  —  4"^^  I  =  a  +  4^A, 
et  de  même, 

h  =  }  +  4-B, 

c  =  Y  -f-  4'*^C 

C'est  ce  <[ue  Maxwell  appelle  composantes  de  Tinduction  ma- 
gnéti([ue. 

3'^  i^our  une  cavité  sphérique  on  trouve, 

a  =  7.  -\ rr-T^A,  CtC. 

Tous  ces  résultats  subsisteront,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
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avec  les  potentiels  retardés,  car  on  peut  regarder  la  densité 
comme  constante  pendant  que  la  perturbation  traverse  la  cavité 
(en  supposant  bien  entendu  que  les  dimensions  de  la  cavité  soient 
très  petites  par  rapport  à  la  longueur  d'onde  employée). 

370.  —  Indiquons  maintenant  pour  finir  avec  ces  prélin^i- 
nuires,  les  conditions  d'écjuilibre  d'un  élément  magnétique. 

IM-enons  pour  cela  cet  élément  comme  centre  d'une  sphère  S. 
Il  doit  être  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  agissent  sur 
lui. 

Quelles  sont  ces  forces  ?  —  On  a, 

1°  Les  actions  dues  au  volume  extérieur  à  cette  sphère  S, 

a  +  -TT-"  A . 

2°  Les  actions  dues  aux  cléments  intérieurs  à  la  sphère.  Ces 
actions  sont  nulles, 

y  \a\  force  qui  tend  à  amener  la  particule  à  sa  position  d'équi- 
liljie.  dette  force  est  proportionnelle  à  l'écart  si  cet  écart  est 
petit,  elle  est  donc  proportionnelle  à  a  et  par  conséquent  à  A. 

Voilà  les  préliminaires  que  je  voulais  établir  pour  faciliter 
l'étude  des  diélectriques  d'après  Lorentz. 

Nous  passerons  maintenant  à  la  théorie  de  Lorentz  elle- 
même. 

A,  —  Electrostatique 

371.  —  Appliquons  les  principes  de  calcul  que  nous  venons  de 
rappeler  aux  diélectriques.  Considérons  une  particule  et  cher- 
chons les  conditions  d'é([uilibre  de  cette  particule  sous  l'action 
des  forces  (jui  agissent  sur  elle. 

Décrivons  autour  de  cette  particule  une  sphère  très  petite  d'une 
manière  absolue,  mais  pourtant  assez  grande  pour  qu'elle  con- 
tienne un  assez  grand  nombre  de  particules.  Quelles  sont  les 
forces  (jui  agissent  sur  cette  particule  ?  Ce  sont  : 

1^  Les  forces  extérieures  à  la  sphère  que  nous  venons  de  cons- 
truire. Evaluons  ces  forces.  Introduisons  pour  cela  un  vecteur 
qui  joue  le  même  rôle  que  Taimantation, 


48o 


dii:lecthiqles 


Soient,  ^y //y  ^y  les  coordonnées  d'un  point  à  Tétat  d'é(|uilil>re 

et  Xj  y,  ^  les  coordonnées  de  ce  même  point  h 
l'état  actuel.  Le  moment  électrique  aura  pour 
composantes,  en  désignant  par  e  la  charge  de 
la  particule. 


Fig.  57- 


«    [U    —   I/o). 


Soit  Dt  le  volume  de  la  sphère  que  nous  avons  décrite  autour  de 
la  particule  considérée  et  désignons  par  X,  Y,  Z  la  valeur 
moyenne  de  e  (a-  —  rj,  etc.;  on  aura 


Ne  (a-  —  j-J  =  XDt, 
V^'  (z/  —  !/o'<  =  YDt, 


Le  signe  ^     s'étendant  à   toutes  les  particules  qui  se  trouvent 

à  rintérieur  de  la  sphère  S,. 

X,  Y,  Z  joueront  donc  le  même  rôle  (jue  A,   H,  C. 

Dans  le  cas  du  magnétisme,  nous  avons  vu   (jue  la  densité   du 
magnétisme  à  l'intérieur  de  Télément  de  volume  (h  ctixh  (fl^^jé) 

_V-- 
"7/7' 


Dans  le  cas  d'un  diélectrique  nous  aurons  d'une   manière  ana- 
logue, en  remplaçant  le  vecteur  i^A,B,  (1   par  le  vecteur  (X.  Y,  Z) 


(L 


V 


Donc, 


1 


ilJ' 


le  signe  >    du  premier  membre  indiquant  que  la  sommation  doit 
s'étendre  à  toutes  les  particules  contenues  dans  le  volume  Dt,  et 
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le  signe  >  du  second  membre  indiquant  une  permutation  circu- 
laire entre  les  lettres  X,  Y,  Z  ;  a*,  ^,  .'. 

Dans  le  cas  du  magnétisme,  la   relation  de  Poisson  s'écrivait, 

/A 


-  -  ^'E  ^■' 


/"ii"% 


nous  aurons  maintenant, 


Ao  =  Y7—  7  -7—-,  ^      Hm 


en  désignant  par  «^  le  potentiel  électrostatique  et  en  divisant  le 
second  membre  de  cette  relation  par  K^,,  car,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  nous  emploierons  les  unités  électromagnétiques. 

Si  la  cavité  a  la  forme  d'un  cylindre  infiniment  délié  et  si  elle 
est  orientée  comme  le  vecteur  (X,  Y,  Z),  la  force  électrique  aura 
pour  valeur 

dx 

Si  la  cavité  est  cylindrique,  mais  infiniment  applatie,  la  force 
électrique  sera, 


dx  Ko 

Dans  le  cas  d'une  sphère  on  aura, 

fil  _'^'^_i_  4  ^   '   X 

^'^  rf.r+T'^  k;^ 

et  c'est   ce  dernier   cas   qui  nous  intéresse    pour   le   moment. 
L'expression  (i)   représente  la  force   électrique  due  a  la  partie 
extérieure  à  la  sphère  S. 
Or  nous  savons  que 


Ko  '  dx  dt  ' 

dV 
mais  dans  le  cas  actuel  (état  d'équilibre)    --7—  =  o  :    le  potentiel 

vecteur  est  nul. 

Poi.NCARÉ.  ÉlcctriciUî  et  Optique.  3i 
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11  reste  donc 

P  — i!L/-— _ii 

L'expression  (i)  devient  alors 

Ko  '^  ^   Ko    3  ' 
on  encore  si  la  charge  de  la  particule  est  e, 

2®  Action  des  particules  intérieures  à  la  surface  S'.  Comme 
dans  le  cas  des  aimants  cette  action  est  nulle. 

3*^  La  force  qui  ramène  la  particule  à  sa  position  d'éqnilibre. 
Cette  force  est  proportionnelle  à  Técart  si  cet  écart  est  petit.  On 
a  donc  pour  cette  force. 

(3)  __[x(.r— .rj. 


372.  —  La  somme  des  deux  projections  (2)  et  (3)  doit  être  nulle  ; 
ceci  s'écrit 

d'où  en  multipliant  par  c  les  deux  membres  de  cette  relation. 


(x-xj=|.(/-+-^). 


Pour  avoir  X,  faisons  la  somme  des  relations  pareilles  pour 
toutes  les  particules  qui  sont  à  l'intérieur  du  volume  Dt  et  divi- 
sons par  Dt  ;  il  vient  ainsi, 


(4) 


^^^-^=S^(/--t)- 
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Posons  maintenant, 

0 

e' 


1 


ijlDt 


=  L. 


La  relation  (4)  devient, 

L        /  ^  3  ' 
d'où 

Cette  relation  nous  montre  qu'il  y  a  proportionnalité  entre 
^*et  X;  explicitons  le  facteur  de  proportionnalité.  D'abord  nous 
savons  que  Maxwell,  dans  un  diélectrique  autre  que  Tair,  consi- 
dère le  déplacement  en  bloc,  qui  correspond  dans  la  théorie  de 
Lorentz  à  celui  du  à  Téther,  f,  et  à  celui  dû  à  la  particule,  X. 
De  sorte  que 


r^  -  =  îr  "  - --Ir  i- 


d'autre  part 


d'où 


donc, 


K/  ~         tf.v  ' 


/■_  _  JSiL  /^ 
'  ~         4-     da-  ' 


/•+X  _  /•  _     X 


K  K,         K  — K„ 


d'où 


/•=  X  " 


K  -  K„ 


Le  facteur  de  proportionnalité  a  donc  pour  valeur  ^ — -.- 
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B.  Electrodyxamiqle  des  corps  en  repos. 

373. —  Il  convient  de  remarquer  que  nos  sens  grossiers  ne  peu- 
vent atteindre  que  la  valeur  moyenne  des  phénomènes  ;  on  aura 
besoin  par  conséquent,  dans  la  suite,  de  considérer  la  valeur 
movenne  de  nos  fonctions  :  il  s'a^^it  alors  de  voir  si  les  formules 
([ue  nous  avons  trouvées  précédemment  subsisteront  dans  ce 
cas. 

D'abord,  la  valeur  moyenne  d'une  fonction  //  au  point  (.r,  y,  z) 
c'est 

3 


iwC 


rintégrale  étant  étendue  à  une    petite  sphère  de  rayon   s  ayant 
pour  centre  le  point  (.r,  y,  z). 
Il  résulte  de  là  que 

du  du 

dx  dx 

374.  —  Les  relations  que  nous    avons  trouvées  précédemment 
étant  linéaires,  subsisteront  donc  encore  dans  le  cas  présent. 
On  aura  par  conséquent, 

dfX  rfv 

V 


''  ■^'=7h-d:r 


</3  «/a 


dx  dy 

/II'  r/G' 


(•■^)  ?  = 


dy  dz 

dV  dW 


dz  d.r 

dC/         dV' 
dx  dy 
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F',  G^  H',  étant  les  composantes  du  vecteur  qui  fait  office  de 
potentiel  vecteur  et  qui  est  le  potentiel  retardé  d'une  niasse  atti- 
rante ayant  pour  densité  les  trois  composantes  du  courant  de 
convection. 

On  aura  ensuite 


K    '    '     dt  cLv 


0 


^J'-^  HT -^ -JT  -  ' -^ 

(4)  I   □G'  =  -4::(i'--|^), 


375.  —  Quant  à  la  relation, 


^^. 


Il  =^  ^ 

lit 


elle  ne  garde  pas  la  même  forme.  Pour  voir  ce  qu'elle  devient, 
cherchons  la  valeur  moyenne  de  0;. 
Nous  avons  pour  cette  valeur  moyenne, 


s 


dx 

^  dt      d\ 


D-  dt  ' 

donc, 

,    ^  df  tl\ 

^'  dt    ^    dt 
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376.  Conditions  d'équilibre  d'une  particule.  —  Considérons 
une  petite  cavité  sphérique  entourant  la  particule  et  évaluons 
les  forces  qui  agissent  sur  cette  particule.  Nous  avons: 

i*'  La  force  d'inertie;  cette  force  a  été  négligée  pour  les  con- 
ducteurs, mais  on  ne  peut  plus  la  négliger  maintenant,  car  dans 
le  cas  des  diélectriques  on  peut  avoir  des  vibrations  extrême- 
ment rapides,  (^ette  force  a  pour  valeur, 

At:  d'.v 

m 


K.  dt'  ' 


0 


2^  L'action  du  champ.  Cette  action  peut  être  décomposée  en 
trois  parties, 

a)  Le  champ  produit  par  la  particule  elle-même.  Ce  champ  est 
négligeable.  Lorentz  Ta  calculé  mais  nous  ne  reproduirons  pas 
ici  son  calcul,  faute  de  temps. 

h)  L'action  produite  par  les  particules  qui  se  trouvent  h  l'inté- 
rieur de  la  sphère  entourant  la  particule  en  question.  Cette  action 
est  nulle. 

c)  L'action  du  champ  extérieur.  C«tte  action  a  pour  valeur, 

4^  e/+eirr;-Z?]. 


Ko 


Mais  qu'est-ce  que  f?  —  Nous  avons, 

d'où  nous  déduisons  la  valeur  de  /*.  Seulement,  rappelons-nous 
que  nous  avons  creusé  une  petite  cavité  sphérique  dans  l'élément 
Dt  autour  du  point  (.r,  t/,  z)  et   cette    cavité  modifie   le  champ. 

Quelle  est  cette  modification  ? —  D'abord,  le  terme  en  -j-  n'est  pas 

modifié  ;  et  cela  se  comprend,   car  le  potentiel  vecteur  F'  pro- 

d\r 
vient  d'une  matière  dont  la  densité  est  — tV  •  ^luis    il   n'en   est 

d(^ 

plus  de   même  du  terme   -^  .  Ayant    affaire    à    une  sphère  ce 

X 

terme  est  modifiépar  le  changement  de /'en /'+  — .  (Voir  précé- 
demment, n"  371). 
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On  aura  donc, 

4'! 


fe,(/-+4.)+.(,v_çs 


3""   La    force  élastique  qui   tend  a  ramener  la  particule   à    sa 
position  d'équilibre.  Cette  force  est  représentée  par, 

4-       . 


K 


0 


L'équation  d'équilibre  de  la  particule  considérée  s'écrit  donc, 


,  :>  - .,,)  +  ^".^-l^  «  (/■+^)+  0  w-  -  ;?). 


377. —  Multiplions  par  elesdeux  membres  de  cette  équation  ; 
il  vient, 

.         cm    d'x  e^   //.       X\    .     é^   ,  ^r..    K. 

<^  (—  -'-o)  +— -^  =  7  (/+t)+ 7  ^•'' ^  - -')  -47  • 

Faisons    maintenant  la  sommation  pour  toutes  les   particules 
qui  se  trouvent  à  l'intérieur  de  Dt  et   divisons  par  Dr  ;  il  vient, 

m         .  1-1 

en  supposant  que  —  est  le  même  pour  toutes  les  particules, 


Or, 


/  ,  C  (•'•  —  -''o) 

— -X, 


Dt 


[l'oii 


V'       d-x 


dt^        d'X 


D'autre  part, 


Dt       ~    dl'  ■ 


V    "''    -L 

ZjUdT-^- 
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I/équation  tic  réquilibrc  devient  donc, 


378.  —  Si  nous  avons  affaire  \\  des  corps  en  repos,  alors     ' 


''-  di' 


et  par  conséquent, 

(h, 
e  — — 

K.  \n  e-T  K.       VI    er,  K,.      \n        (fl 


i-  Zj  Dt         4-      Zj  Dt        4-      Zj    Dt 


4' 

1      (3    

4-  (f( 


On  aura  par  un  calcul  analogue, 


e 


4-        d( 

Ces  relations  ne  sont  vraies  que  si  la  charge  e  est  la  même 
pour  toutes  les  particules  mobiles.  Si  celte  hypothèse  n'est  pas 
tout  à  fait  rigoureuse,  elle  nous  permettra  au  moins  de  voir  le 
sens  général  du  phénomène. 

On  aura  donc  ainsi 


Posons  maintenant 


et 


(xL 


Ko     t' 


47^    [i.ïj 

L'équation  précédente  devient, 

X    ,    .    d'\         .  ,     X     ,       l      d\        ^   dZ\ 
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«u  encore. 

Mais  remarquons  que  (j^^HHy 

f-^  _ -LU -Jii- . 

V  L  3  /        K  —  K„  ' 

cela  nous  donne  finalement, 

(8)  '-l^r+^-K^rK-^^+n'  TT-^  rfT 


379. —  Si  le  champ  n'est  pas  puissant  le  second  terme  du  second 

membre  est  négligeable  et  on  obtient  une  relation  entre     .\    ,  X 
et/': 

IF'  "•"      K  — K„  ~  /  • 

Si,. de  plus,  on  est  au   repos,  a        \    est    alors  nul  et    on   re- 
tombe sur  Téquation 

f=  X         ^^' 


K  — K 


0 


).  acquiert  une  importance  très  grande  quand  on  a  aflTaire  a  dos 
oscillations  très  rapides. 

Cette  équation  (8)  n'est  plus  valable  si  les  particules  subis- 
sent un  frottement   :  il  faudrait  dans  ce  cas   ajouter  au  premier 

f\ 
membre  un  terme  complémentaire  de  la  forme  )/  —^  , 

*  (il 


C,  —  Electhodynamique   des  coups  ex   mouvement 

380.  — Nous  allons  étendre  maintenant  les  résultats  que  nous 
avons  trouvés  pour  les  corps  eu  repos  aux  cqrps  en  mouve- 
ment. 

Il  y  a  d'abord  un  certain  nombre  d'équations  que  nous  avons 
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trouvées  pour  les  corps  en   repos  et  qui  n'ont  pas   de  raison  de 

changer  pour  les  corps  en  mouvement. 

Ce  sont, 

(h  d% 

(l)  4T.i'    = 

a.v  a  y 

(.)  ]c:G'==-4.(..-|^), 


dy 

dz  ' 

do. 

d'- 

dz 

rf.r  ' 

doL 

• 

dt 

4-  V  '^X 


(4) 


df  _      y^  d\ 

d.v  Zj  dx 


4-/"        </F'         d-l 


»  ^ 


K,     '      di     '     dx  ""**' 


1    4-ir      f/C       rfi' 


D'autre  part  nous  avons  trouvé,  quand  il    n'y  a  pas  de  champ 
niagnélique  Intense  et  pour  les  corps  en  repos,. 

-     d'\         ..         K 


/. 


-  +  X  -r ^-TT-  —  /. 


di-     '         K  —  K 


0 


Mais  cette  équation,  comme  nous  l'avons  vu,  peut  perdre  de  sa 
simplicité  quand  on  a  affaire  à  un  champ  magnétique  très  intense  ; 
dans  ce  cas  il  faut  en  effet,  compléter  la  relation  que  nous  venons 
d'écrire  par  le  terme  complémentaire  suivant, 


f/Y  ,,    (l'A 

•    dt  '     di 
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c'est  le  terme  correspondant  à  la  polarisation  rotatoire  magné- 
tique et  ^au  phénomène  de  Zecman. 

381.  — Pour  les  corps  en  mouvement^  on  obtient  de  la  même 
manière, 

et  par  des  transformations  analogues  \\  celles  que  nous  avons  em- 
ployées quand  il  s'agissait  de  l'électrodynamique  des  corps  en 
repos, 


ç,  -/i,  2J  représentent  ici  les  composantes  de  la  vitesse  de  la  ma- 
tière. En  effet,  si  le  champ  magnétique  n'est  pas  très  intense,  et 
en  négligeant  la  vitesse  relative  de  la  particule  par  rapport  \\ 
celle  de  la  matière,  c,  r,,  ^  représentent  alors  bien  la  vitesse  de  la 
matière  elle-même. 

En  divisant  par  L   les   deux  membres    de  la   relation   (6)  on 
obtient, 

(J  '^   dt'    +^^  K-K, -^+  4-  ^"       ^'^' 

If 

382. — Eu  ce  qui  concerne  la  relation  en  // /-   elle  va  être  un 

^  dt 

peu  modifiée  pour  les  corps  en  mouvement. 
Nous  avons, 

w  ("  -  ï)  "^  =S  «  4f  ■ 


le  signe  >  indiquant  (jue  la  sommation  s'étend  à  toutes  les  par- 
ticules qui  se  trouvent  à  l'intérieur  du  volume  Dt. 

Pour  faire  le  calcul  nous  allons  employer  un  artifice  très  utile 
toutes  les  fois  qu'on  aura  à  calculer  des  valeurs  moyennes. 


i',4  btflLECTrttqrr.^ 

Nous  savons  i\\i«' 

XDt  =  7  e  X  —  .ï^  . 

(^orisid'MOfis  une  fonction  ^  c|u<:]€onr[uc  :  nous  n'assujettirons 
vt'Mi'  lorirfion  t\\ïi%  une  seule  condition  :  qu'elle  varie  assez  len- 
tement pour  riu'ii  Tîntérieur  du  volume  Dr  elle  puisse  <^tre  con- 
ftid#'T«''e  comme  constante.  Nous  aurons  alors, 

«  •     •     .  *» 

Recomposons  le  volume  Dt  en  éléments  de  volume  rfr  très 
petits  ^au  sens  ordinaire  du  mot    ;  on  peut  alors  écrire 


/  'fX^/'=2r^(.^ 


U  I   '^d-z^y  z.e{,v—x 


0   » 


oïl  le  signe  1  comme    le   signe  >    s'étend   au    volume    Dt    tout 

entier. 

Plus  généralement  la  valeur  moyenne  U  d'une  fonction  U  quel- 
concpie  sera  donnée  par  la  formule 


on  aura  ainsi 


(m; 


383.  —  ()uolle  est  la  valeur  de  la  densité  moyenne? —  Il  faut 
pour  cela  calculer  7  'fc. 
Posons 

?o  =  'f    (-''o»   //o'    '0)1 

fo  n*pr<*senlanl  la  valtuir  de  la  fonction  .p  quand  la  particule  passe 
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par  sa  position  d'équilibre  [,v^^  tj^^^  -y).  Or,  à  Tétat  d'équilibre,  la 
densité  moyenne  est  nulle  ;  donc, 


('0  2j?o^=o- 


D'autre  part  (a*,  y,  z)  étant  voisin  de  (.r^,  //y,  3^},  on  peut  écrire, 


'O  =  o 


1  V  '  N  ^h 


et  par  conséquent 


(12;  y^  'fe  =^^  [  ?o  +^  ^  ('^'  —  -O  77  J' 

le  deuxième   signe  ^    du  second  membre   s'élendant   aux  trois 

coordonnées. 

En  tenant  compte  de  la  relation  (11)  et  de  la  relation  (y)  qui, 
difVérentiée  par  rapport  à  x  nous  donne, 

la  relation  (12)  devient 


el,  en  intégrant  par  parties, 


2?^^  =  — 


La  formule 


■/^s  §  -• 
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montre  que  lu  densité  moyenne  est 


384.  —  Cherchons  maintenant  hi  valeur  du  courant  total  u, 
l^irtons  de  Téquation  (9)  et  différentions-la  par  rapport  à  /  ;  il 
vient, 

•'4)  /  ?-^7r^^'=>,^(''  — •0-7^+2j^''"rfr 


S' 


o 

'^  e 


d.i\ 


En  effet,  îp  ne  dépend  pas  directement  de  /  :  il  est  fonction 
de.r,//,  r-  seulement;  mais  dans  le  premier  membre  cr,y,r  repré- 
sentent les  coordonnées  de  Télément  de  volume  (hy  tandis  que 
dans  le  second  membre  :r,  //,  3  représentent  les  coordonnées 
de  e,  qui  sont  mobiles;  ([ui  sont  par  conséquent  fonction  de  /. 
C'est  pour  cette  raison  (jue  la  fonction  '^  est  traitée  dans  le 
second  membre  comme  dépendante  de  /  et  dans  le  premier 
membre  comme  indépendante  de  cette  variable. 

Or  nous  avons, 

d'r    _\  c  d'Y 

lit    ~"Z-  ^  cLv  ' 

le  signe  >    s'élendant  aux  trois  coordonnées. 

Le  premier  terme  du  second  membre  de  (i3)  devient  donc, 


Kn  intégrant  par  parties,  on  obtient, 


X^.^  4^_  _    /   .,,1,   d^^. 


d.r  f     *  cl.v    ' 
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d,j  ' 


et  par  conséquent, 


(.5)  ^.;.,-.,).^»_ /■^.(ig. 


+  ' 


^(y  dz 


Passons  maintenant  au  troisième  terme  Je  (i4;  ;  quelle  est  la 

dx 
signification  de     .  "  ? —  C'est  la  vitesse  du  point  (.r^,,  i/^,  z^),  ce 

point   étant  considéré   comme  entraîné    dans    le    mouvement  de 
la  matière  :  c'est  donc  ce  que  nous  avons  appelé  ;.  On  a  alors 


et  comme  (.r^,  y^,  rj   est  très  voisin   de  (r,  y,  r)  on  peut  donc 

écrire 

de 

en  posant^ 


"^^  =  —  G''  —  ^^)^—{y  —  yo^—  (-  —  -«) 


dx        '^        ^^    dt/         ^         ^'^  dz  ' 

Le    calcul    de  >  c5C  — V^  revient  donc    maintenant    au    calcul 

ÀJ  *       dt 

de  >  cpe;  et  de  >  'fco;. 

Commençons  par  calculer    ^  '^c;. 
Nous  avons, 

2j'f^^---  /  r^2j'd:r''- 

J 
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Pour  >  .'f^5;  nous  avons, 


r  »■  l-#  f 


Ecrivons  maintenant  la  relation  (i4)  en  tenant  compte  des 
relations  (i5),  (16)  et  (17)  que  nous  venons  d'établir;  elle 
devient, 


'^'^[^'•'^-''■''^-^^-'^-'^n 


Nous  n'avons  plus  maintenant  qu'à  identifier  les  coefficients  de 
'^c/t,  car  cette  égalité  doit  subsister  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion '^, 

Vax  faisant  cette  identification  nous  trouvons, 

-dr=  l"-i?rj+7r^  '~  '^~^^^~  '^' 

d'où  enfin, 

/  (If        dX  d  y,  d        j. 

l  at  dt  dz  dij  ' 

Ccsl  V expression  du  courant  total  diaprés  Lorentz, 

385.  Comparaison  avec  la  théorie  de  Hertz.  —  Comparons 
cette  expression  à  celle  du  courant  total  d'après  Hertz.  Nous 
avons  vu  que  le   courant   total  dans  la  théorie  de   Hertz   est   la 
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somme  de  quatre  courants  :  le  courant  de  conduction,  le 
courant  de  déplacement,  le  courant  de  convection  de  Rowland 
et  le  courant  de  Rœntgen,  Nous  n'avons  pas  ici  de  courant  de 
convection  analogue  a  celui  de  Rowland  et  cela  se  comprend,  car 
la  densité  de  l'électricité  vraie  est  nulle,  attendu  que  nous 
sommes  dans  un  diélectrique.  En  ce  qui  concerne  le  courant  de 
déplacement,  on  le  retrouve  dans  la  théorie  de  Lorentz,  seule- 
ment il  est  dédoublé  :  il  se  compose  du  courant  de  déplacement 

proprement  dit, --^,  et  du  courant   de  polarisation -y— .  Quant 

au  dernier  terme  de  la  relation  (i8)  c'est  une  expression  ana- 
logue a  celle  qui  représente  le  courant  de  Rœntgen  a  cela  près 
que  le  vecteur  (/*,  ^,  h)  est  remplacé  par  le  vecteur  (X,  Y,  Z) 
dans  la  théorie  de  Lorentz.  Nous  avons,  en  effet,  dans  la  théorie 
de  Lorentz 

A.(X^_74)^-|-(Y?-X.), 
dans  la  théorie  de  Hertz,  nous  avions  trouvé 

(-9)  4(/^-''^)-^(éN=-A')- 

Mais  il  importe  de  remarquer  que  Hertz  désigne  par  /,  g^  h 
le  déplacement  total  (déplacement  -|-  polarisation)  que  Lorentz 
représente  par  f-{-Xy  g -{-  Y,  h  -\-  Z.  Avec  les  notations  de 
Lorentz  il  faudrait  donc  dans  l'expression  (19)  remplacer  Z*,^,  A 
par  /*+  X,  ^  +  Y,  h  +  Z. 

Maintenant  si  nous  prenons  l'équation 

"^?""'"       K  — K„  ~'' 
que  nous  avons  trouvée  précédemment  et  si  nous  y  négligeons 

72  V 

la  dérivée  seconde     .f-  nous  trouvons  que  X  est  proportionnel 

1^ 1^ 

a /"et  que  le  facteur  de  proportionnalité  est ^ — -,  Le  courant 

de  Rœntgen  prévu  par  la  théorie  de  Lorentz  est  donc  h  celui 
prévu  par  la  théorie  de  Hertz  comme  X  est  a  X  +/,  c'est-à-dire 
comme  K  —  K,,  est  à  K. 
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Ainsi  dans  le  vide  (K  =  Ky)  il  n'y  a  pas  de  courant  de  Rœnt- 
gen, d'après  Lorentz,  alors  que  d'après  Hertz  il  doit  y  en  avoir 
un.  Mais  comme  nous  l'avons  déjà  vu  précédemment,  quand 
nous  nous  sommes  occupés  de  la  théorie  de  Hertz,  les  expé- 
riences de  Rœntgen  sont  tout  à  fait  insufTisantes  pour  trancher  la 
question. 

386.  —  Revenons  maintenant  à  Téquation  fondamentale, 

72  V" 

nous  avons  vu  que  le  terme  A      \,    du  premier  membre  de  cette 

équation    est  négligeable  (sauf  le  cas   où  on  a   des   oscillations 
rapides)  de  sorte  qu'on  peut  écrire, 

La  quantité  que  Hertz  ou  Maxwell  appelle  déplacement  total 
est,  comme  nous  venons  de  le  remarquer,  X  -[- /",  Calculons  cette 
quantité.  11  vient, 

X  +  /•= 4"  ^+  -^^r^  ^"'•>'  -  ^'^'' 


0 

ou  encore 


V    .    /^         K    r  4:1     .        K  —  Ko    .  ^r,~\ 

Cela  veut  dire  que  dans  la  théorie  de  Lorentz  le  déplacement 

de  Maxwell  est  le  produit  de  deux  facteurs  :  l'un  — — ,  l'autre  la 

force  électromotrice  (d'après  Lorentz).  Or,  dans  les  conducteurs, 
la  force  électromotrice  a  pour  expression 

on  voit  donc  que  la  différence  est  seulement  dans  l'introduction 

du  lacleur  — ^, . 

K 
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387.  —  Interprétons  ces  résultats. 

1**  Supposons  (jue  nous  ayons  un  corps  conducteur  mobile 
placé  dans  un  champ  magnétique  invariable.  Que  va-l-il  s'y  pro- 
duire d'après  la  théorie  de  Hertz  ?  —  Il  doit  d'abord  s'y  produire 
une  force  électromotrice  qui  donnera  naissance  îi  un  courant 
d'induction. 

D'après  Lorentz,  bien  qu'il  n'y  ait  pas  de  force  électrique  dans 
le  sens  propre  du  mot,  il  y  aura  cependant  une  force  électro- 
motrice qui  aura  la  même  expression  que  dans  la  théorie  de 
Hertz,  puisque  nous  retrouvons  le  terme  r,Y  —  ^^.  Cette  force 
électromotrice  donnera  naissance  au  même  courant  de  con- 
duction que  dans  la  théorie  de  Hertz. 

On  voit  donc  que  dans  la  théorie  de  Lorentz  les  lois  de  l'in- 
duction magnétique  ne  se  trouvent  pas  en  défaut. 

2**  Supposons  maintenant  que  nous  considérions  un  diélec- 
trique mobile  dans  un  champ  magnétique.  D'après  Hertz,  il 
doit  s'y  produire  un  déplacement  électrique  proportionnel  à  la 
force  électrique.  D'après  la  théorie  de  Lorentz  le  déplacement 
électrique  total,  X  +  /*,  existe  toujours  mais  sa  valeur  est  plus 
faible    que   dans   la   théorie  de  Hertz  :    il    est  diminué    dans  le 

rapport =7 — ^ .  Par  exemple  si   le  diélectrique  est  constitué 

par  de  l'air,  alors  K  —  K^  =  o  :  il  n'y  aura  rien  du  tout. 

En  résumé,  le    résultat  obtenu  par  Lorentz   revient  à  aflecter 

les    termes    [|jLa]    et   [/]    de    la    théorie     de    Hertz     du    coelH- 

K  — K. 
cient  — 


K 
Or,  rappelons-nous  que  les  équations  de   Hertz   ne  pouvaient 

rendre  compte  des  expériences  de  Fizeau  (|ue  si  on  les  afFcctait 

du   coefficient   ^^ — -    :    on   peut   donc  prévoir  que  la   théorie 

de  Lorentz  est   entièrement  conforme   aux  faits  expérimentaux 
cités. 
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388.  —  Nous  allons  mainlcnant  aborder  l'étude  des  phéno- 
mènes lumineux  dans  les  diélectriques.  Nous  commencerons  par 
le  cas  le  plus  simple  :  c'est  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  champ  ma- 
gnétique intense.  Nous  supposerons  de  plus,  que  le  corps  trans- 
parent considéré  est  en  repos  :  cela  nous  débarrassera  des  termes 
complémentaires  que  nous  avons  été  obligés  d'introduire  pour 
les  corps  en  mouvement.  Seulement,  nous  tiendrons,  compte  du 
frottement  que  les  particules  pourraient  subir  :  ceci  revient  à 
tenir  compte  de  l'absorption. 

Nous  aurons  donc  les  équations  suivantes 


(>) 


/ 


X 


(2)  '  À 


A 


df  ,  d\ 

.  "~  dt-^  dt^ 
K    <'^  +  '^ , 

1         dt   '    dt  ' 

f            (///          dZ 

•"    dt  +  dt  ' 

dl' 

dl              K  —  Ko 

/- 

dl^ 

(Il             K  —  Ko 

—{>'' 

dt^ 

^^       dt              K  —  lv„ 

—h. 

389.  —  Nous  allons    d'abord  montrer    que    si   on  suppose  la 
lumière  monochromalifjue  les  çnbralions  sonl  (rans^^ersales. 
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Dîfféreiitions  a  cet  efTet  la  première  équation  (2)  par  rapport 
a  Xy  la  seconde  par  rapport  h  y,  la  troisième  par  rapport  h  r  ;  il 
vient, 

,    .     d^     rfX         «,    d     rfX 
-    ^  — ïTï — 7—  +  ^» 


\ 


dc 

dx 

d"" 

d\ 

de 

dy 

d' 

rfZ 

rf/ 

dx 

d 

d\ 

dt 

du 

d 

d'L 

Iv„ 

d)k 

df 

K 

-K. 

dx 

dx' 

Ko      , 

d\ 

dg 

K 

-K. 

ày 

dij  ' 

K, 

d'L 

dh 

dt'     dz    ~^        dt     dz    ~^   K  —  K,     dz    ~  dz  ' 
En  faisant  la  somme  de  ces  Irois  équations  on  obtient 

dl'    Zu'dF  '^''    dt  2j  dx  '^  K  —  K,  Zj  dx  ~  Zj  dx 


Or 


df V^  <ni 


Zj  dx  —       Zu 


dx  ' 

donc 

^^>    ^' -dF  2j1^ '^ '' lu  lu17  ^  K-K.ZjrfT^'*- 

>  — j-^  satisfait  donc    a  une   équation   différentielle  linéaire 

du  second  ordre  :  nous  en  concluons  que  cette  fonction  est  une 
somme  de  deux  exponentielles.  Mais  pour  que  la  lumière  soit 
monochromatique  (car  nous  nous  sommes  placés  dans  ce  cas)  il 
faut  que  ces  exponentielles  soient  à  période  réelle,  c'est-à-dire 
qu'il  faut  que  leurs  exposants  soient  purement  imaginaires  ;  il  faut 
donc  que 

et,  pour  avoir  une  couleur  déterminée,  il  faut  que  les  exponen- 
tielles aient  une  période  déterminée.  On  conclut  donc  que 

n  ^X 


M)  S 


dx 


o, 


Il  n'y  aurait  exception  que  pour  )/  =  o,  et  cela  encore  pour  une 
couleur  déterminée. 
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Or    >  — ^  ^o  signifie  que  les  vibrations  sont  transversales  : 
c'est  précisément  ce  que  nous  cherchions  à  montrer. 

390.  —  Ceci  étant  établi  voyons  ce  que  deviennent  les  relations 
en  □•}'  et  uf. 
Nous  avions, 

4t:  VI  r/X 


dX 


or, 

,  comme 

'2j- 

d.r 

:o,  nous  avons 

i  maintenant 

(5, 

D'autre 

part, 

0 

4- 

Ko 

/•+ 

dF' 
dt 

+ 

d^' 
dx 

—  0, 

d'oi 


ou 


or  nous  venons  de  voir  que  □  «V  =  o  donc 


d'autre  part 


et  d'après  (i) 


□F'=-4.(«-f). 


«  —  — 


rf/       </<  ' 


donc. 


la  relation  en  d/ devient  alors, 

d-\ 

(6)  □/•  =  K,  -^ . 
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391.  —  Supposons  maintenant  que  nous  ayons  afTairc  à  des 
ondes  planes  :  toutes  nos  fonctions  ne  dépendront  que  de  z  et 
de  /,  par  conséquent 

d'f  rfV 

et  d'après  (6) 

[Uns)  ^_K„^=k,-^. 

Or  nous  avons, 
(7)  '^  -^ÎTT  +  '*'  -T, — I-    ij      'l:     X  =  /• 


1  }'  ^^  1     ^^« 

Posons  alors, 

I 

A  _ , 

«0 

A     , 

«. 

Ko     ^  p: 

K       K.,         «, 

I/équation  (j)  deviendra 

La  lumière  a  été  supposée  monochromatique  ;    on   peut  donc 
appliquer  l'artifice  habituel  des  imaginaires  :  posons^ 


X  =  X.e" , 


avec 

Comme  les  éciuations  sont  linéaires  h  coefficients  réels,  nous 
pouvons  écrire. 

X  z=  partie  réelle  de  X^c^, 
f  z=  partie  réelle  de  f^e^y 
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et  CCS  nouvelles   solutions  qui    sont   réelles  nous    donneront  les 
valeurs  réelles  de  nos  fonctions. 

Soit/;  un  nombre  proportionnel  au  nombre  des  vibrations  par 
seconde,  de  sorte  que  la  période  T  est  donnée  par 

7' 

n  représente  l'indice  de  réfraction  ;  si  îi  est  imaginaire  alors 

et  dans  ce  cas 

partie  réelle  de  \e^  =  Xe-"'>^^-=  cos  p  [n'z  \/K^  —  /), 

le  coellicient  d'absorption  est  alors  proportionnel  à  n'  et  l'indice 
de  réfraction  est  n' . 

392. —  Que  deviennent  nos  équations  {j  bis)  dans  ce  cas  ? 
Nous  avons, 


i>% 


=  —  ipX, 


~dF 

_rfX_ 

dt 

d-f 

L'équation  (7  bis)  devient  alors, 

(7  ^^'J  [Po  —  y^^o  —  P')  X  =  «/, 

et  l'équation  (6  bis)  prend  la  forme 

ou  encore 

(«^-.)/-=X, 

d'où 

«=  I  -I-  —, 


DISPERSTOX 
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OU,  en  tenant  compte  de  (7  ter) 


(8) 


n' 


1  + 


a. 


Pl  —  V*o  —  P' 


Discussion.  —  En  général  b^  est  très  petit,  par  conséquent  le 
terme  iph^  est  négligeable  devant  p^  —  //^,  et  alors  n^  devient 
réel  : 


(9) 


/i2  =  i  + 


a. 


Pô  —  F 


11  y  a  exception  dans  le  cas  ou  p^^ — p^  est  très  petit;  dans  ce 
cas  le  terme  en  b^  n'est  plus  négligeable,  le  dénominateur  sera 
très  petit  et  par  conséquent  la  fonction  très  grande  ;  n  sera  donc 
imaginaire  dans  ce  cas.  Bref,  quand /;„  est  différent  de  />,  il  n'y  a 
pas  d'absorption  ;  et,  au  contraire,  quand  p^  est  voisin  de  /?  il  y  a 
absorption  (à  cause  du  terme  imaginaire  ipb^ . 

Cela  explique  l'existence  de  raies  d'absorption  très  étroites  dans 
le  spectre. 

393.  —  Pour   mieux  voir  la  variation  de  n},   construisons  la 


Po'-P' 


Fig.  58. 

courbe  représentant  les  variations  de  cette    fonction.    Portons  p^ 
en  abscisses    et  n^  en    ordonnées  et    représentons    les  droites 

ri^  =  -T^,  n^  =  \  et  puis  p^  =P'  et//=o. 

Faisons  ensuite  p'^  =0  dans  la  formule  (9)  ;  il  vient  ainsi 


/l^  :=    I    + 


a. 


Pô 


>    y 


5o6 


PI/É.\OML\\ES  LVMISEUX  DASS  LES  DIÉLECTRÎQL'ES 


or 


a. 


K— K 


donc 


l'i 


/l-  ==    I    + 


K  —  K, 


K. 


K 


La  courbe  est  donc  tangente  à  la  droite  /i-  =  -^ 
Maintenant  si  y;  augmente,  le  second  terme  du  second  membre 
de  (9)  augmente  avec/>,  et  pour  p^  =P^  le  terme  en 


a. 


Po'-P' 


de- 


vient infini  :  il  s'ensuit  que  n-  devient  infini  :  on  a  une  asymptote. 

Si  y;  continue  à  augmenter,  pour  une  valeur  de  p  légèrement 
supérieure  à  p^  on  aura  n^  =  —  oc  :  on  aura  donc  encore  une 
asymptote. 

Si  /;  =  oc,  c'est-h-dire  si  on  a  affaire   h  des  ondes  infiniment 


P^'-P' 


n' 


n»-l 


courtes,  alors  n^  =  i  :  on  a  ainsi  une  branche  tangente  h  la  droite 

On  voit  d'ailleurs  que  la  courbe  ainsi  obtenue  est  une  hyper- 
bole. 

394.  —  1'''  Obserçation,  —  La  présence  des  asymptotes  que 
nous  venons  de  trouver,  correspond-t-elle  à  la  réalité  des  choses  ? 
Kt  d'abord  comment  avons-nous  trouvé  ces  asymptotes?  —  Nous 
les  avons  trouvées  en  faisant y;^-  =  p^  dans  la  formule  (9),  hypo- 
thèse qui  ne  correspond  à  aucune  réalité  puisque  pour  p^:=:p  nous 
n'avons  plus  le  droit  de  négliger  le  terme  en  //;//y. 
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Tenons  compte,  an  contraire,  de  ce  terme  et  corrigeons  notre 
courbe  en  représentant  en  pointillé  les  portions  qui  ne  peuvent 
pas  manifester  leur  existence  par  rexpcrience,  par  suite  de  Tab- 
sorption.  On  obtient  alors  une  courbe  dont  l'allure  est  indiquée 
par  la  figure  Sg. 

395.  —  2'"*  Ohserifalion,  • —  Que  nous  indique  la  courbe  que 
nous  venons  de  tracer  ?  Elle  nous  indique  la  présence  d'une  seule 
raie  d'absorption  :  c'est  la  raie  qui  correspond  à  p^  =/V*  Mî^îsoù 
se  trouve  cette  raie  dans  le  spectre  ?  Pour  voir  cela,  remarquons 
que  dans*la  partie  gauche  de  la  courbe  on  a  /i  >  i,  dans  la  partie 
droite  n  <  i  et  enfin  pour  ^  =  oo  on  a  n  =  i-^j)^  =  p^  se  trouve 
donc  dans  une  région  très  éloignée  du  spectre  connu,  ce  qui 
signifie  que  la  raie  d'absorption  sort  du  spectre  connu. 

Comment  faire  alors  pour  expliquer  la  présence  des  raies  d'ab- 
sorption que  l'observation  décèle  dans  le  spectre  connu?  —  On 
est  amené  à  faire  une  nouvelle  hypothèse  :  il  faut  admettre  fjuily 
a  des  particules  de  plusieurs  sortes. 

Particules  de  plusieurs  sortes.  —  Nous  avons  vu,  en  elFet, 

que  ces  particules  sont  caractérisées  par  leur  masse  m,  par  leur 

charge  e  et  enfin  par  leur  coefficient  d'élasticité  ix,  qui  tend  à  les 

i  ramener  à  leur  position  d'équilibre.  Nous  avons  supposé  en  outre 

que  le  rapport  était  constant  (le  même  pour  toutes  les  parti- 

cules)  :  c'est  précisément  à  cause  de  cela  que  nous  n'avons  obtenu 
comme  résultat  de  notre  analyse,  qu'une  seule  raie  d'absorption 
dans  le  spectre.  C'était  là  une  hypothèse  restrictive.  Mais  modi- 
fions maintenant  cette  hypothèse  en  admettant  l'existence  de  par- 
ticules de  n  sortes  difTérentes. 

Pour  chaque  sorte  de  ces  particules  X  sera  difTérent.  Dési- 
gnons par  X^,  Xj,  Xjj...  X^  les  polarisations  de  chacune  de  ces 
catégories  de  particules.  La  polarisation  totale  X  de  ces  particules 
sera  alors  la  somme  des  polarisations  partielles  X^,  X^,...  X^  de 
chaque  catégorie  de  particules.  Nous  pouvons  donc  écrire 

X  =Vx„ 

/  j 
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et  (l'autre  part  : 

(  I  o  bis)  X.Dt  =  y  e  (.r  —  x^)  ; 


le  signe   ^     étant  étendu  dans  la    formule  (lo  bis]  h  toutes  les 

particules  de  K*^  sorte  contenue  dans  l'élément  de  volume  Dt. 

Les  équations 

.    rf-X         X        ^       X 

que  nous  avons  trouvées  précédemment,  et  qui  expriment  la  con- 
dition d'équilibre  d'une  particule  deviennent  donc  en  tenant 
compte  de  l'hypothèse  que  nous  venons  de  faire, 

i      ^^^3   _U    "^^  /•-L     ^ 


)vj.).^,...  Î^KjI-'ii  L^v  Lk   étant  des  coefficients  caractéristiques 
des  particules  de  la  première,  deuxième,...,  K**  sorte. 

396.  —  Transformons  ces  équations. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  si  nous  supposons  les  ondes 
planes,  alors 

—  K.  —A-  =  K, 


dz'  '  di'  '    dt^   ' 

et  si  la  lumière  est  monochromatique, 

(.2)  («^-.)/-=X; 

(•3)  -^  =  -y>^x. 

Ecrivons    cette    dernière    équation    pour    la    particule  de    la 

rf^X. 
K°  sorte  et  substituons  la  valeur  de — ^^-r^  ainsi  trouvée  dans  la 

dt^ 

dernière  équation  de  (i  i)  ;  il  vient 

(•4)  t:~^''''^^"'-^^^+t- 
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Posons  miuntenant, 

X  étiint  défini   par  la  relation  I^io).    Celle  expression  de   <I>    est, 
comme  on  le  voit  une  forme  quadratique  homogène  par  rapport 

Posons  encore, 


(•6)  ^-^"^ 


c'est  encore  une  forme  quadratique  homogène. 

Cela  posé,  on  remarque  facilement  que  notre  équation  (i4)peut 
s'écrire  en  tenant  compte  de  (i5)  et  (i6). 

en  d'autres  termes  cette  équation  se  traduit  par 

<I>  — ji^^'  —  f\  =  maximum. 

Or  nous  savons  que  quand  nous  avons  deux  expressions  qua- 
dratiques ({uelconques,  on  peut  les  réduire  toutes  deux  à  des 
sommes  de  carrés,  en  faisant  un  changement  linéaire  de  variables. 
Faisons  ce  changement  et  écrivons  les  relations  (i5)  et  (i6)  dans 
cette  hypothèse  ;  il  vient, 


(i5M  "^^51 


P^. 


'la^  ' 


X" 

K 

1(K 


D'autre  part,  X  sera  une  fonction  linéaire  des  X^  et  je  puis  alors 
supposer  que  ses  coefficients  sont  égaux  à  l'unité,  de  sorte  que 

(.8)  X  =^K. 


IIO 
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La  condition  (ij^  devient  alors 


[Pl  —  P'}  ^K  =  «/• 


d'où 


^'^=f-. 


a. 


l'I  —F 


et  par  conséquent, 


pi  —  p' 


d'où,  en  égalant  celte  valeur  de  X  avec  celle  donnée  par  Téqua- 
tion  (12) 


^  ri  —  p' 


397.  —  Représentons  ce  résultat  graphiquement  en  employant 


Fig.  (>o  et  Ci. 

un  raisonnement  analogue  à  celui  que  nous  avons  emplové  dans 
la  théorie  simple.  On  obtient  ainsi  le  graphi(|ue  ci-contre  (iig.  60). 

Ceci  est  vrai  quand  on  néglige  le  frottement.  Mais  il  n'en  est 
plus  de  même  quand  on  passe  au  voisinage  des  raies  d'absorp- 
tion :  au  voisinage  des  asymptotes. 

En  modifiant  notre  courbe  pour  ce  cas,  c'est-à-dire  en  tenant 
compte  du  rrottement  on  obtient  hi  Tormc  qui  est  représentée  par 
la  11  «jure    (ii  ). 
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Les  traits  en  pointillé  correspondent  aux  bandes  d'absorption, 
qui  ne  sont  pas  visibles. 

398.  Remarque,  —  En  suivant  sur  le  graphique  les  traits  en 
plein  on  voit  que  n^  va  en  croissant  ;  c'est  le  contraire  qui  arrive 
pour  les  traits  en  pointillé. 

La  distance  entre  deux  bandes  d'absorption  consécutives, 
est  plus  courte  que  la  montée  entre  ces  deux  raies  consécutives. 
Cependant  pour /;  suflisamment  grand /«  doit  aller  en  diminuant, 
car  si  p^  croit  indéfiniment,  nous  nous  trouvons  en  dessous  de  la 
droite  /i-  =  i .  Il  en  résulte  que  pour  y;'^  =  oo  (ondes  extrêmement 
courtes)  n^  est  très  voisin  de  Tunité,  ce  qui  signifie  qu'il  n'y  a 
pas  de  réfraction  pour  ces  ondes-là.  Quelques  personnes  se  sont 
appuyées  sur  ce  résultat  pour  assimiler  les  rayons  Rœntgen  à  des 
rayons  de  très  courte  longueur  d'onde. 

M.  IL  Becquerel  a  obtenu  ces  courbes  parla  photographie  (*). 

Faisons  observer  en  passant  que  la  théorie  de  Ilelmholz  conduit 
h  une  formule  tout  à  fait  analogue  a  celle  que  nous  avons  trouvée. 

D  I  s  P  E  11  s  I  O  N    É  L  E  C  T  H  1  Q  U  E    ANOMALE 

399.  — La  dispersion  électrique  a  été  étudiée  tout  récemment 
par  M.  Barbillion  (^)  pour  des  ondes  herziennes  de  grande  lon- 
gueur d'onde.  Pour  la  plupart  des  corps  la  dispersion  est  ano- 
male :  au  lieu  que  n  croisse  au  commencement,  il  décroit,  de 
sorte  qu'on  obtient  comme  commencement  de  courbe  de  disper- 
sion, la  portion  indiquée  en  pointillé  sur  la  figure  ci-jointe. 


Fi  g".   Cri. 

On  peut  se   rendre    compte  de  cette  anomalie  de   la  manière 
suivante  :    Supposons  que  p  soit  très  petit  ;   le  second  terme  de 


^ 
« 


(*)  H.  Becquerel,  C.  H.,  1898;  18119. 

(*)  L.  Barbillion,  Thèse  de  doctorat ^  24  janvier  iSyy. 
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la  relation  (i5)  se  réduit  alors  à 

a 

IT' 

Le  terme  qui  con-espond  à  la  première  asymptote  est 

». 

pi  —  p 

qui  complété  par  le  terme  dîi  au  frottement  devient, 


«« 


•j 


b.  —  //  ' 


pi—ipu^  —  p 

mais  nous  avons  supposé  p  très  petit  ;  p^  est  donc  négligeable 
par  rapport  a  y>J,  et  il  reste  alors 

«0 


pl  —  iph^  ' 

donc 


(i6)  n'  =  fil 


2  2      I  0 


pi  —  iph^ 

Posons 

La  relation  (i6)  devient  alors, 


n^z^ndi  +     2    ^^  /    )  > 

\        pi  —  ^pK  I 


en  y  supposant  c  très  petit  et   en  extrayant  la  racine  carrée,  il 
vient, 


'*  =  "o('  H — a     ^  •  /    ) 
\         p\  —  ipK  I 


La  partie  réelle  de  n  sera  donc, 


partie  réelle  den  =  n,yi+  — g^j  . 
Quand  p  augmente,  le  dénominateur  de  cette  expression  aug- 
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mente   aussi,   par  conséquent  n  diminue  :    ce    qui    explique   le 
spectre  anomal  observé. 

400.  Remarque, —  Nous    avons    dit    précédemment   que    les 
équations 

\  \ 

-j -^ ./>  -\  =  A+  -y» 

pouvaient  s'interpréter  en  disant  que 

<I>  — p^^'  — f\.  =  maximum. 

Nous  pouvons  représenter  lu  chose  sous  une  autre  forme. 

Ecrivons  les  équations  symélriques  de  la  précédente  ;  on  aura 
alors  le  svstème, 

\  \ 

KP'\^  =  A  +  -T"' 

\    Y  Y 

I    z 


V        1., 


y 


posons  maintenant, 


«=> 


nos  équations  (i  j)  signifient  alors  que  l'expression  suivante 

est  maximum,  c'ost-ii-dire   que   sa  dérivée  par  rapport  à  X^  est 
nulle. 

401.  Dispersion  dans  les  cristaux.  —La  remarque  que  nous 
venons  de  faire  sert  à  passer  ii  la  dispersion  dans  les  cristaux. 

Supposons,  en  effet,  que  nous  ayons  affaire  à  un  corps  aniso- 
trope,   un   cristal    orthorhombique     par    exemple,    qui    a   trois 

PoixcARÉ.  Klcctricilé  et  Optique.  M 
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plans  de  symétrie  rectangulaires.  Prenons  ces  trois  plans  de 
symétrie  pour  plans  des  coordonnées  et  considérons  la  force  qui 
ramène  une  molécule  à  sa  position  d'équilibre,  (^ette  force,  nous 
le  savons  déjà,  est  proportionnelle  à  l'écart  et  dans  un  corps 
isotrope  elle  ne  dépend  pas  de  la  direction  de  cet  écart. 
On  a  donc  pour  les  trois  composantes  de  cette  force, 

.;■*  iv  —  Uo)^ 

Dans  les  milieux  anisotropes,  on  a,  au  contraire, 

I  V-'[!f  —  U.> 

il    résulte    de    là    (|ue    nous   trouverons    les    mêmes   équations, 

Y  Z^ 

excepté  pour  l'équation  en  j^  et  celle  en  r^  qui  seront  remplacées 

^'  Z 

par  des  équations  en  r-J^  et  en  -t-j/-  . 

En  ce  qui  concerne  H  et  H',  H'  conservera  la  môme   forme, 
mais  0  prendra  la  forme  suivante, 


«=s^ 


x;         Y^  7Jt  \       X^  +  Y*  +  Z* 


L.    ^   L:     ■     K'J  6 

Les  équations  (i  j)  subsisteront  et  signifieront  encore  que 
(18)  H  —p'H'  —  fX  —gY  —  h7.  =  maximum. 

et  le  calcul  sera  poursuivi  comme  précédemment. 

Si  le  cristal  n'est  pas   orthorhombique,    nous    serons,  par  un 
calcul  analogue,  amenés  à  poser 


=!«'- 


X«  -4-  Y'  4-  Z' 
6 


0,  étant  une  forme  quadratique  en  X„  \\,  Z„  il  faudra  écrire 
encore  que  le  premier  membre  de  (18)  est  maximum. 

Pour  les  corps  orlhorhombiques,  si  l'écart  a  lieu  suivant  les 


•^       •« 
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axes  des  coordonnées,  la  force  sera,  elle  aussi,  dirigée  suivant 
ces  axes,  seulement  le  coefficient  de  proportionnalité  sera  dif- 
férent suivant  que  l'écart  sera  dirigé  parallèlement  à  .r,  paral- 
lèlement à  y  ou  parallèlement  h  z. 

Si  on  a  un  écart  oblique  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées, 
la  direction  de  la  force  ne  coïncidera  plus  avec  la  direction  de 
l'écart. 

On  a  donc  dans  le  cristal  trois  directions  principales  jouissant 
de  cette  propriété  que  si  Técart  est  dirigé  suivant  Tune  de  ces 
directions,  les  forces  qui  tendront  à  ramener  la  molécule  à  sa 
position  d'équilibre,  seront  dirigées  suivant  la  même  direction 
que  l'écart. 

Pour  un  cristal  qui  n'est  pas  orthorhombique,  on  trouverait 
encore  pour  chaque  espèce  de  particule  trois  directions  princi- 
pales qui  seraient  les  axes  de  l'ellipsoïde  B^=  i  ;  seulement  ces 
directions  ne  sont  pas  les  mêmes  pour  les  particules  des  dille- 
rentcs  sortes,  et  par  conséquent  on  ne  peut  plus  prendre  ces 
directions  comme  axes  des  coordonnées  ;  et  la  symétrie  dis- 
parait. 

On  voit  donc  que  les  résultats  sont  à  peu  près  les  mêmes  que 
dans  la  théorie  de  Ilelmhoitz. 


CHAPITRE  VI 


PHENOMKNKS  OPTIQUES  DANS  IN  CORPS  EN  MOUVEMENT 


402.  —  Le  plus  important  de  ces  phénomènes  c'est  Vabeira^ 
tion  astronomique.  Ce  phénomène  met  en  évidence  le  mouve- 
ment relatif  de  Téther  et  du  milieu  pondérable  qu'il  pénètre. 
Rappelons  en  quelques  mots  en  quoi  il  consiste. 

Dirigeons  une  lunette  vers  un  astre  quelconque  :  on  aura 
rimage  de  cet  astre  dans  le  plan  focal  de  cette  lunette  ;  seule- 
ment, comme  la  vitesse  de  la  lumière  n*est  pas  infinie  et  comme 
la  terre  se  meut  par  rapport  \\  cet  astre,  cette  image  et  Tastre 
lui-même  ne  seront  plus  dans  la  direction  de  Taxe  optique  de 
rinstrument  :  Tangle  de  la  position  réelle  de  Tastrc  et  de  son 
image  dans  la  lunette  (angle  qui  peut  aller  jusqu'à  20")  est  préci- 
sément ce  qu'on  appelle  l'abi^rration  astronomique. 

On  voit  que  ce  phénomène  ne  pourrait  exister  s'il  n'y  avait  pas 
de  vitesse  relative  de  la  terre  par  rapport  aux  ondes  lumineuses. 

Fresnel  a  montré  que  le  mouvement  de  la  terre  n'a  pas  d'in- 
fluence sur  la  réflexion  et  la  réfraction  (*).  Il  imagina  l'hypothèse 
suivante  :  il  suppose  que  dans  les  milieux  réfringents  autres  que 
l'air  et  le  vide,  il  y  a  entraînement  partiel  des  ondes.  Pour  voir 
la  valeur  du  coefflcient  de  cet  entraînement,  appelons  d^  la  den- 
sité de  l'élher  et  soit  d  la  densité  d'un  milieu  réfringent  quelcon- 
([ue  ;  la  fraction  d'éther  entraînée  est  d'après  Fresnel 


d-d„ 
d 

I    

d„ 
d   • 

d'autre  part 

d. 

\' 

d 

V- 

'  0 

C)  Voir  pour  plus  de  délails,  H.  PoiNCARF,  Théorie  mathématique  de  la  lumière, 
t.  I.   p.  J85,  n»  285. 
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V    et   Vq  ^tant  les  vitesses   de   propagation   des   ondes  dans  les 
deux  milieux  de  densité  (f^^  et  d  ;  or, 

I 


't  -  ■>     ' 


n  étant  l'indice  de  réfraction  du  milieu  considéré  ;  donc 


d  —  d^         _  I 


d  ir 

c'est  la  valeur  du  coefficient  d'entraînement  d'après  Fresnel. 

Ces  vues  théoriques  de  Fresnel  ont  été  confirmées  par  les  expé- 
V  riences  de  Fizeau.  11  mettait  en  évidence  cet  entraînement  par- 
tiel des  ondes  au  moyen  du  déplacement  des  franges  d'interfé- 
rence qui  avaient  traversé  de  l'eau  en  mouvement  (vitesse  de 
j  mètres  par  seconde.  )  De  plus  le  déplacement  des  franges  avait 
lieu  tantôt  à  droite,  tantôt  à  gauche,  suivant  le  sens  du  mouve- 
ment de  l'eau.  La  valeur  de  ce  déplacement  coïncidait  sensible- 
ment avec  le  résultat  théorique  de  Fresnel.  Ces  mêmes  expérien- 
ces répétées  avec  de  l'air  ont  donné  un  résultat  négatif,  conforme 
encore  aux  vues  théoriques  de  Fresnel. 

Ces  expériences  de  Fizeau  ont  été  reprises  dans  des  condi- 
tions plus  favorables  par  MM.  Michelson  et  Morley  (*).  Le  dépla- 
cement de  la  frange  centrale  dans  leurs  expériences  atteignait 
presque  une  frange  entière  (0,899  frange  exactement).  Les  mômes 
expériences  répétées  avec  de  Tair  (vitesse  de  a5  mètres  |>iir 
seconde)  ont  donné  un  résultat  négatif. 

403.  —  Depuis  de  nombreuses  expériences  ont  été  faites  pour 
mettre  en  évidence  le  mouvement  de  la  terre  au  moyen  des  phé- 
nomènes optiques.  Dans  ces  expériences  la  source  lumineuse  et 
tous  les  appareils  optiques  étant  sur  la  terre  avaient  même  vitesse 
et  n'étaient  pas  en  mouvement  relatif  les  uns  par  rapport  aux 
autres.  Toutes  ces  expériences  ont  donné  des  résultats  négatifs. 

11  y  a  cependant  une  exception  :  M.  Fizeau  a  cru  observer  une 
influence  du  mouvement  de  la  terre  sur  la  rotation  du  plan  de 
polarisation  dans  la  réflexion  vitreuse  de    la  lumière    polarisée. 


(*)  American  Journal  of  Science  \  vol,  XXXÎ,  mai  1886. 
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Mîils  ces  expériences  sont  excessivement  délicates  et  M.  Fizeau 
m'a  lait  connaître  lui-même  les  cloutes  qu'il  conservait  à  Tégard 
du  résultat  que  nous  venons  de  citer. 

Dn  reconnaît  facilement  que  pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'influence 
du  mouvement  de  la  terre  sur  les  phénomènes  optiques,  il  faut, 
d'après  Fresnel,  que  le  coellicient  d'entraînement  ait  pour  valeur 


n' 


Mais  qu'est-ce  que/i?  F!st-ce  l'indice  de  réfraction  corespondant 
il  chaque  couleur  ou  hien  finfiice  moi/en  ?  —  Pour  Fresnel,  n 
est  rindice  de  réfraction  moyen  :  pour  lui  la  vitesse  d'entraîne- 
ment de  Tétlier  est  indépendante  de  la  longueur  d'onde  de  la 
lumière.  Or  en  réalité  n  n'est  pas  une  constante  ;  il  dépend  de  la 
couleur  du  rayon  lumineux  et  n'est  pas  le  même  pour  un  rayon 
ordinaire  et  un  rayon  extraordinaire  dans  un  milieu  biréfringent. 
L'hypothèse  de  Fresnel  demande  donc  à  être  modifiée. 

404.  —  Lathéoriede  Lorentz,  comme  nous  allons  le  voir,  expli- 
que assez  bien  ces  faits.  11  faut  cependant  faire  une  hypothèse  : 
Si  on  sfcnl  qtie  les  phénomènes  optiques  ne  soient  pas  influencés 
par  le  mouvement  de  la  terre  il  faut  qu*on  néglige  dans  les  for^ 

mules  les  termes  de  Tordre  du  carré  de  Vaberration  [  c'est-ii-dire 

de  l'ordre  de  — r  ) . 

lo"  / 

Si  l'on  tient  compte,  au  contraire,  de  ces  termes,  le  mouvement 
de  la  terre  exerce  alors  son  influence  sur  les  phénomènes  optiques. 

Dans  pres(jue  toutes  les  expériences,  ces  termes  sont  en  effet 
négllgeiibles  ;  il  y  a  exception  toutefois  pour  une  expérience  de 
Michi'lson,  ([ui  montre  que  le  mouvement  de  la  terre  n'a  pas  d'in- 
Ihience  sur  les  phénomènes  optiques  qu'on  observe  h  sa  surface 
et  où  il  se  trouve  que  les  termes  de  l'ordre  du  carré  de  l'aber- 
ration ne  sont  plus  négligeables. 

Voyons  maintenant  comment  la  théorie  de  Lorentz  expli([ue  ces 
phénomènes. 

405.  Explication  de  ces  phénomènes  par  la  théorie  de 
Lorentz.  —  Nous  nous  proposons  de  démontrer  que  si  on  néglige 
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les  termes  de  Tordre  du  carré  de  Taberratlon  le  coefficient  d'en- 
traînement des  ondes  est  i , 

nr 

Supposons  que  nous  rapportions  le  système  à  des  axes  mobi- 
les, entraînés  dans  le  mouvement  de  la  terre  ;  animés  par  consé- 
quent d'un  mouvement  de  translation  uniforme  dont  les  compo- 
santes sont  5,  r,,  V 

Appelons  a:,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point,  prises  par  rapport 
aux  axes  fixes  et  .r',  ?/,  z'  les  coordonnées  de  ce  même  point,  pri- 
ses par  rapport  aux  axes  mobiles. 

On  a  comme  relation  entre  ces  deux  catégories  de  coordonnées, 

JC  =.r  —  ^;, 
V 

'  -' /^ 

Nous  continuerons  à  désigner  par  -j-  (avec  des  d  ordinaires)  les 

dérivées  prises  par  rapport  au  temps  en  supposant  le  point  (.r, 
t/,  z)  fixe,  —  ce  seront  les  dérivées  correspondant  au  mouvement 

absolu  du  point — ,  et  par  -:--(avec  des  d  ronds)  les  dérivées  pri- 
ses par  rapport  au  temps,  mais  en  supposant  que  le  point  (.r,  i/y 
-)  est  entraîné  dans  le  mouvement  de  la  terre  :  ce  seront  les  déri- 
vées correspondant  au  mouvement  relatif  du  point  en  question. 
Rappelons-nous  que*  dans  ce  dernier  cas  on  n 

d         y,    d  d         ^    d 


0/  dt   ^^  d.r     '     '   dy     '    ^    dz 

Cela  posé,  supposons  que  nous  ayons,  comme  précédemment, 

En  prenant  comme  variables  x',  y',  z' y  nous  aurons  de  même 

et  en  identifiant  les  deux  exposants  il  vient, 

p  [n  z  v/R:  -  /)  =  //  in'z'  x'K  -  ') . 
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pn=pn\ 

—^représentera   alors   la  période  vibratoire  du    mouvement  et 
P 

— j-  représentera  la  période  relative  d'une  vibration  telle  qu'elle 

apparaîtrait  à  un  observateur  entraîné  dans  le  mouvement  de  la 
terre.  I.e  principe  de  Fizeau  nous  apprend,  en  effet,  que  quand 
un  observateur  vient  au-devant  de  Tonde  la  période  vibratoire  lui 
semble  raccourcie  et  qu'elle  lui  semble  augmentée  au  contraire, 
quand  il  marche  dans  le  môme  sens  que  l'onde. 
Cela  posé,  des  équations  («)  et  [b)  on  tire, 

406.  —  Rappelons  maintenant  les  équations  que  nous  avons 

trouvées  pour  un  corps  en  repos  et  pour  les  corps  en  mouvement. 

Pour  les  corps  en  repos  nous  avons  trouvé  (formules  1 1,  p.  5o8) 

Y  Y 

7  7 

i  •'  dt^  '^~l:^"^t' 

Pour  les  corps  en  mouvement  il  convient  d'ajouter  un  terme 
complémentaire  aux  seconds  membres  des  équations  précédentes, 


> 

rf^X. 

'»K 

dl* 

i 

d'-\\ 

'*K 

dl* 

i 

d'-A^ 

K 


K 


l 


iV^ 


1  <|,  %j  4  "' 
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récris  ici  la  dèriçée  par  rapport  au  temps  avec  des  d  ronds. 
Rappelons-nous,  en  effet,  comment  nous  avons  obtenu  celte 
équation. 

Nous  sommes  partis  de  l'équation  de  l'équilibre  d'une  particule 


m       d^x 
—  e 


dt 


2 


e  (X  -  .r,)  =  e'[/-+  A  +  J^  (r.y  _  ^3)] , 


et  nous  avons  fait  la  somme  de  ces  équations  par  rapport  aux 
particules  de  K*  sorte,  comprises  dans  le  volume  Dt;  nous  avons 
ainsi  trouvé, 

^  G^*  —  ^^o)  =  ^kDt. 

Si  e  est  une  constante  et  si  le  mouvement  de  la  particule  est 
uniforme,  nous  avons  vu  que 

d^.i\ 


dl^ 


dom 


Mais  la  dernière  dérivée  par  rapport  au  temps  est-elle  prise 
par  rapport  au  mouvement  relatif  ou  bien  par  rapport  au  mou- 
vement absolu?  Remarquons  à  cet  effet  que  le  signe     >     s'étend 

toujours  au  même  élément  de  volume*  Dt,  et  comme  cette  parti- 
cule Dt  ,  est  entraînée  dans  le  mouvement  de  la  matière,  c'est  la 
dérivée  avec  des  0  ronds  qu'il  faut  considérer. 
C'est  ce  que  nous  voulions  montrer. 

407.  —  Nous  avons  encore  comme  équations  (p.   49^>  cq.    i8.) 
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Ici  nous  n'avons  plus  de  raison  crécrire  les  dérivées  avec  des 
()  ronds. 

Nous  avons  ensuite, 


;v 


^  i    '"^  ^T.      (it  4^      "// 

47:    «/  4*^    "^      ' 

La  première  question  qui  se  pose  est  celle  de  savoir  si 

^  a.r 

c'est-à-dire  si  les  vibrations  sont  transversales.  La  réponse  est 
négative  :  l'expression  précédente  n'est  plus  nulle  dans  le  cas 
actuel  (mouvement  de  translation)  mais  il  est  évident  qu'étant 
nulle  dans  le  cas  des  corps  en  repos,  dans  les  corps  en  mouve- 
ment elle  est  très  petite,  de  V ordre  de  V aberration, 

408.  —  Supposons  maintenant  que  nous  ayons  affaire  à  des 
ondes  planes;  nos  formules  vont  se  simplifier;  et  si  on  suppose 
de  plus  que  le  plan  de  Tonde  est  perpendiculaire  a  Taxe  des  r-, 
nos  fonctions  ne  dépendrons  que  de  z  et  de  /. 

La- première  relation  (o)  devient  alors, 

,  .  ,  df         d\         ^    d\         y,    d'L 

La  première  relation  (4)  se  simplifie  aussi  ;  elle  devient, 

f fy  lis  r  f —       "   —  ^V' 
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De  plus,  notre  expression 


1 


dX 

17' 


(jui  se  réduit  ici  à 


d/. 

777' 


est  de  l'ordre  de  l'aberration  ;  or  ;,  y,,  Ç  étant,  eux  aussi,  de  Tor- 
dre de  l'aberration,  l'expression 

,.  d'I 
'77' 

sera  de  l'ordre  du  carre  de  Taberrallon  ;  nous  négligerons  donc 
ce  terme  dans  l'expression  (i  bis],  conformcnient  h  notre  hypo- 
thèse. Cette  relation  devient  alors, 

['A  ter)  u^     '     '  '    ^ 


dt  dt  '   dz 


D'autre  part,  développons  l'expression  (4  bis)  ;  elle  nous  donne 

^-^         dz'  "    dl''  47:    dt  ' 

et  en  remplaçant  nF'  par  sa  valeur  (.J), 


dz-  '  df'  '  dt  \  dt 


ou  encore,  en  tenant  compte  dp  (2  ter) 

,.       .  (Pf        .,    d'f       „     d'\  ^,,  ,    r/^X 


dz'  '  dt'  '   dt^'      '       «^  dzdt 

409.  —  Evaluons  séparément  chaque  terme  de  cette  relation  et 
pour  simplifier  supposons  que  la  lumière  soit  monochromatique, 
autrement  dit  supposons  que  toutes  nos  fonctions  contiennent  en 

facteur  e'>:"=^^'^-'^ 
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Nous  aurons  alors 


( 


((' 


D'autre  part  (n**  393,  p.  5o4) 


72/' 


,/V 


La  relation  (4  /c/*)  devient  donc, 

—  /ly K/+  Kj//=  —  Kjr\  +  K,î//vî  y "^  ^^ 
ou  finalement, 

.5)  /y-i)/-=x(. -::/iv'K;). 

410.  —  Transformons  maintenant  les  équations  (i). 
Dans  le  cas  d*un  corps  en  repos  la  première  équation  (e)  nous 
donnait 


dans  le   cas   d'un  corps  en  mouvement  elle  doit  être  remplacée 
par  Téquation   (i)   qui  en  difïere  pour  deux   raisons;  d'abord/* 
est  remplacé  par 

Knsuite  la  dérivée  — ^-^  est  remplacée  par     ,  /    .    11    faut  donc 

dans  la  formule  précédente  remplacer /'par  f -\ — r-^  JiT  —  "»?} 
et  p  par  //  ce  qui  donne  : 
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Evaluons  la  quantité  qui  figure  dans  la  parenthèse  du  second 
membre  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  du  carré  de  Taherra- 
tion. 

Pour  les  corps  en  repos  nous  avions  v  =  o. 

D'autre  part 

qui  devient  en  y  faisant  y  =  o 


ou  encore, 


At^h  = j — , 

az 


d'oi 


ou 


47:  (/•+  X)  =  n  v/K„?, 
or,  pour  les  corps  en  repos, 

d'où 

0 

et  par  conséquent 

de  sorte  que  nous  avons  en  définitive 

V  =  o, 

V  K 

ces  équations  ne  sont  vraies,  je  le  répète,  qu'en  supposant  qu'il 
n'y  a  pas  de  mouvement  ;  elles  sont  donc  vraies  aux  termes  près 
de  l'ordre  de  Taberration. 
On  a  donc 

•i  — — 7p=^' 
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{\\\\  sont  vraies  aux  termes  près  de  l'ordre  du  carré  de  Taberra- 
tlon,  que  nous  sommes  convenus  de  négliger. 
Il  vient  donc  pour  un  corps  en  mouvement ^ 

OU  enfin, 

I 

Hn  multipliant  les  relations   (5)  et  (7)  membre  à  membre,  il 
vient, 


n 


=2j  pi  —  f-  ^  '  ~  ^''  V  '^^'"^ 


ou  encore, 


Désignons  par  /?„  la  valeur  de  Tindice  de  réfraction  pour  un 
corps  en  repos  (!Ç-^o);  il  vient  alors, 

^pl—p 

de  sorte  que  (8)  peut  s'écrire, 


/e^        I 

ni —  I 

ou  encore 

/.^^ 

n'  —  ni 

IJ)J 

ni —  r-* 

I  —  2^/iV/K„, 


—  2w/^v  Ko- 


411.  —  Calculons  maintenant  le  coellîcient  d'entraînement. 
La  vitesse   dans    un   milieu   réfringent  autre  que  le  corps  en 
question  est 


''oV  K, 
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La  vitesse  dans  le  corps  en  mouvement  est 


S'il  n'y  avait  pas  d'entraînement  nous  aurions, 

I  1 

s'il  v;ivait  entraînement  total  des  ondes,  nous  aurions, 


'«V'^o         ''.\  l^^o 


7==^    -|-  ^^ 


et  enfin  s'il  y  a  entraînement  partiel  des  ondes,  avec  le  coefficient 
e,  nous  avons 

I  I 


/r^ 


^^ 


Nous  tirons  de  là, 

et  comme  la  différence  entre  n  et  n^  est  de  Tordre  de  l'aberra- 
tion 

-  =  — fi  +  r^/iv/Kj, 

d'où, 

OU,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  de  ÎJ% 


d'où 


2  .,2 


n   —  // 


0 ^^..,t/i 


et  enfin 


"0 


n'  —  n\ 
n\  (—  fX.n  y/Ko)  ' 
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or  d'après  (i  i, 


do  m 


—i =  —  2^/  V  K„, 

flQ  1 


rtl  —  I  I  I 


C.  Q.  F.  D. 

Oci,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  du  carré  de  Taber- 
ration,  car,  avons-nous  dit,  la  diflerence  entre  n  et /i^  est  de  Tor- 
dre de  Taber ration. 

Nous  voyons  donc  que  la  valeur  de  n  qui  figure  dans  Texpres- 
sion  du  coefficient  d'entraînement  ne  représente  pas  Tindice  de 
réfraction  moyen  comme  les  vues  primitives  de  Fresnel  le  feraient 
prévoir,  mais  qu'il  dépend  de  la  couleur  considérée  et  n'est  pas 
le  mémo  pour  im  rayon  ordinaire  ou  pour  un  rayon  extraordi- 
naire. 

La  théorie  de  Lorentz  explique  donc  très  bien  ce  fait  paradoxal 
([ue  l'expérience  nous  avait  conduits  à  admettre,  mais  qui  sem- 
blait d'abord  difficilement  conclliable  avec  les  idées  de  Fresnel. 

Précisons  davantage  le  sens  de  cette  formule. 

I 

7==  représente   la    vitesse   absolue   de    translation    de   Tonde; 


7=- représente  la  vitesse  avec  laquelle  se  propagerait  Tonde  si 

la  terre  était  en  repos  et  si  la  période  du  mouvement  vibratoire 
était  relative,  en  tenant  compte  du  principe  de  Doppler-Fizeau.  Le 

dernier    terme    U  i j  J  représente  le  produit  de  la   vitesse 

d'entraînement  X,  par  le  facteur  (i 3- J ,  //  se  rapportant  a  la 

couleur  considérée. 

412.  —  Nous  allons  maintenant  démontrer  un   théorème   plus 
général. 

Théorème,  Le  moiii»ement  de  la  ferre  n  influe  pas  sur  les  phé- 
nomènes optiqites  si  on  nè^liij^e  les  carrés  de  ;,  r,,  v 

Démonstration,  —  Pour  démontrer  ce  théorème  rappelons  les 
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équations  qui  nous  ont  servi  à  expliquer  les  phénomènes  optiques. 
Ce  sont, 

(,)  X=VX.  ;        Y=y^Y,  ;        Z  =y_  Z,. 


dt  Iv,  \  dy         dz 

'^^  1     dl   ~         \\dz  d.i)' 

dt  K„  \  rf.r         dy  )  ' 

:    d-:        d^ 
,     dy         dz 

=  4tth'; 


^ 


(/.V  (II/ 

dh         dL  d  d        ^  ,. 
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/ 
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Faisons  le  changement  de  variable  suivant,  posons, 

4- 

4.. 

T'  =  V  — 4-15.A'  — r./l, 
et  prenons  comme  variables  .r',  ij',  z',  1',  définies  par, 

J-'  =  .r  —  /;, 

'       ^1 


=  :  —  /:. 


"^-  ,i- 


l". 


t'  =  t—K^xl. 


^  t'  -^t  k'       \      T^  .-        &• 


Disons  deux  mots  sur  la  nouvelle  variable  t'  :  c'est  ce  que 
Lorentz  appelle  le  temps  local.  En  un  point  donné  (  et  /'  ne  dlIFè- 
reront  que  par  une  constante,  /'  représentera  donc  toujours  le 
temps  mais  Torigine  des  temps  étant  différente  aux  différents 
points  :  cela  justifie  sa  dénomination. 

Quelle  est  Tordre  de  grandeur  de  ce  temps  local?  Considérons 
à  cet  effet  deux  horloges  situées  à  i  kilomètre  de  distance  Tune  de 
Tautre  et  entraînées  dans  le  mouvement  de  la  terre.  D'après  la 
définition  du   temps  local  de  Lorentz  il  y  aurait  une  différence 

dans  les  indications  de  ces  horloges  de-rr ^-secondes. 

Dans  les  calculs  qui  vont  suivre  je  négligerai  constamment  les 
carrés  de  $,  r,,  ÎJ. 

Des  relations  (lo^  et  (ii)  je  tire, 

'  -^  r 


TEMPS  LOCAL  DE  LOHESTZ 
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d'où 


d 

dt 

d     Y  t.  d 

dl'  ^Zj  "  dx 

d 
d.r 

dx'  +  ^«^   dt  ' 

d 

dy 

-rfy+^«^'  dt^ 

d 

dz 

dz'  +  ^-^  dl  ■ 

dt  ' 


Kn  liiisant  ce  changement  de  variable,  les  équations  fondamen' 
talcs  <[ue  nous  avons  transcrites  ci-dessus  (p.  529)  deviennent, 
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=1:'^- 


=E 


K    ) 


z=Vz„ 


et  en  posant, 
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il  vient, 

a  y  dz 


_/ 


dz 


+ 


djc' 

- 

4-^\ 

da.' 
dij' 

V 

dX 

4'7^^v^ 

L 

dx' 

—  o, 

dx' 

Z^d:t/        _ 

^  a.r 

On  obtient  donc  les  mêmes  équations  que  dans  le  cas  du  repos 
h  cela  près  que  les  lettres  sont  accentuées  dans  le  cas  actuel. 

Quelles  conclusions  pourrions-nous  tirer  de  là?  Que  va  voir 
un  observateur  entraîné  dans  le  mouvement  de  la  terre?  D'abord, 
nous  savons  que  dans  les  expériences  d'optique  les  mesures  les 
plus  précises  sont  celles  de  position  :  la  position  d'une  frange 
d'interférence  par  rapport  à  une  autre,  etc.  ;  on  constate  par  con- 
séquent qu'en  certains  points  on  a  de  la  lumière  et  qu'en  d'au- 
tres points  on  a  de  l'obscurité.  Aux  endroits  où  il  n'y  a  pas  de 
lumière  c'est  que  /",  ^'•,  A;  a,  p,  y,  s'annulent  h  la  fois;  or  a',  jî', 
y';  fy  g" y  h'  s'annulent  en  même  temps  que  a,  j3,  y;  f\  g^  h  :  les 
phénomènes  observés  seront  donc  les  mêmes,  que  le  déplace- 
ment électrique  soit  /J  g,  h  ou  f^  g' y  //,  ou  que  la  force  magné- 
tique soit  a,  j3,  y,  ou  a\  |î',  y'.  Or  .r',  //',  z' y  sont  les  coordonnées 
prises  par  rapport  aux  axes  mobiles  (qui  suivent  le  mouvement 
de  la  terre)  par  conséquent  la  conclusion  précédente  revient  à 
dire  que  les  phénomènes  optiques  sont  les  mômes  que  si  les  coor-  j 
données  étaient  x^  y,  z  \  que  si  la  terre  était  en  repos. 

En  ce  qui  concerne  la  différence  de  temps  local,   cette  difTé- 

rence  est  trop  faible  (-:; ^secondes  par  kilomètre  de  distance  ) 

*  \.j  X    lo*  *  ) 

pour   être  appréciée.    Les  phénomènes  optiques  ne    permettent 

donc  pus  de  déceler  le  mouvement  de  la  terre  (en  négligeant  les 

carrés  de   ;,  r^,  IJ).  On  pourra   combiner  de  toutes  les  manières 

possibles  les  phénomènes  de  réflexion  vitreuse,  polarisation,  etc.  ; 
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on  n'aura  rien.  C'est  qu'en  effet  dans  nos  équations  nous  n'avons 
nullement  supposé  que  nous  avions  affaire  h  un  milieu  homo- 
gène. 

413.  —  On  pourrait  faire  une  objection  à  la  conclusion  que 
nous  venons  de  faire  :  on  pourrait  dire  que  si  la  position  des 
franges  n'est  pas  modifiée,  il  ne  résulte  pas  de  là  que  leur  inten- 
sité ne  le  soit  pas  ;  et  si  Ton  pouvait  mesurer  cette  variation  d'inten- 
sité on  aurait  un  moyen  pour  déceler  le  mouvement  de  la  terre 
par  des  phénomènes  optiques.  Mais  nous  allons  voir  qu'il  n'en 
est  rien  :  il  y  a  impossibilité  matérielle  de  mesurer  une  pareille 
variation  d'intensité. 

Voyons  cela. 

L'intensité  lumineuse  est  proportionnelle  à  l'énergie  électrique 
ou  magnétique  et  l'énergie  électrique  localisée  dans  un  élément 
de  Dt,  rapportée  îi  l'unité  de  volume,  a  pour  expression, 


27T 

"K 


llr- 


Eh  bien,  comparons  cette  expression  a  la  suivante, 


^Ir- 


En  remplaçant  f  par  sa  valeur  et  en  négligeant  les  carrés  de 
;,  r,,  s,  il  vient. 


2t: 
"K 


a     '?     Y 


D'autre  part,  l'énergie  magnétique  rapportée  à  l'unité  de  volume 
a  pour  expression, 


comparons-là  à 


Wl'"' 
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(-cttc  dernière  expression  a  pour  valeur 


i^i  '" = ^i  - + 


«     .3     y 
f   S     /' 


Comparons  donc  les  trois  quantités  suivantes, 


2 

K 


iif' 


irY'-. 


a 

/■ 


^ 


i 


Si  les  ondes  sont  planes  on  trouve  aisément  que  ces  trois  quan- 
tités sont  entre  elles  comme, 


2 


n 


■1  1 


«, 


lOOOO 


COS    '^ 

é 

n 


('^  étant  Tangle  de  la  vitesse  de  la  matière  et  de  la  direction 
de  propagation  de  Tonde). 

Qu'est-ce  qu'il  résulte  de  là?  C'est  que  le  terme  complémen- 
taire. 


a     3     V 


f    é>^     /' 


est  très  petit  ;  le  rapport  de  ce  terme  à  l'intensité  totale  sera  une 
très  faible  fraction  de  l'intensité  totale.  Ce  serait  au  plus 


lOOOO 


<le  l'intensité  totale.  Or,  on  est  absolument  dans  l'impossibilité 
de  mesurer  une  intensité  lumineuse  à -^ près;   si  on  photo- 


,)  ooo 


graphie  les  franges  d'interférence,  on  ne  peut  pas  apprécier  sur 
la  plaque  photographique,  d'un  point  à  l'autre,   une  différence 

;  on  voit  par  conséquent  que  cette  variation 


d'intensité  de 


2  ooo 


d'intensité  lumineuse  prévue  par  les  considérations  précédentes, 
n'est  pas  abordable  expérimentalement. 


414.  -7-  Remarquons  cependant  que  les  considérations  précé- 
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dentés  supposent  que  les  onrles  sont  planes.  Kn  général  les  oncles 
employées  en  optique  sont  planes.  Je  ne  connais  que  l'expé- 
rience d'Otto  Wiener  (')  où  les  ondes  ne  soient  pas  tout  a  fait 
planes.  M.  Wiener  fait  interférer  deux  ondes  à  angle  droit;  il 
obtient  des  franges  excessivement  fines  (environ  4  pî»i'  millième 
de   millimètre).    Dans  ces    conditions    on  n'a  plus  affaire  à  des 

ondes  planes  et  -j^  ^  f^  peut  alors  s'annuler  sans  que  le  terme 

complémentaire   (le  déterminant   ci-dessus)    s'annule    en    même 

temps,  par  conséquent  sans  que -r~  y  f'^  s'annule;  les  franges 
pourraient  donc  être  déplacées  par  le  mouvement  de  la  terre  de 
-de  leur  valeur;  un  pareil  déplacement  est  tout  à  fait  inap- 

lOOO 

préciable  ;  on  est  déjà  très  content  de  pouvoir  voir  ces  franges, 
mais    on    ne  peut  chercher  à  mesurer   un    déplacement  qui    ne 

dépasse  pas de  leur  largeur    (qui  est  elle-même   de -7- de 

^  *        1000'  \  4 

millième  de  millimètre  j  ;  ce  serait  peine  perdue. 

415.  —  La  différence  provenant  du  temps  local  ne  peut  pas 
non  plus  être  mise  en  évidence.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  d'a- 
près Lorentz  la  différence  entre  le  temps  vrai  et  le  temps  local 

pour  I  kilomètre  de  distance  est  de-rr s-  secondes.  Ce  temps 

*  .)  X  lo*  ^ 

est  suflisamment  long,  il  est  vrai,  par  rapport  ii  une  période  vibra- 
toire, et  par  conséquent  il  paraîtrait  pouvoir  être  mis  en  évidence 
par  les  interférences,  seulement  il  faut  se  rappeler  quon  ne  peut 
pas  observer  directement  les  différences  de  phase  entre  deux 
vibrations  se  produisant  en  deux  points  différents. 

Les  phénomènes  optiques  ne  peu\>ent  donc  pas  être  altérés  par 
le  moitifement  de  la  ferre. 

416.  —  Sous  ce  rapport,  la  théorie  de  Lorentz  est  parfaitement 
d'accord  avec  l'expérience.  Mais  M.  Michelson  a   fait  interférer 


('}  Otto  Wikner.  Wierl.  Ann.,  t.  XL. 
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deux  rayons  lumineux  dans  les  conditions  suivantes  :  le  premier 
subissait  une  réflexion  sur  une  glace  sans  tain  placée  dans  Tazi- 
niuth  45°,  puis  une  réflexion  sur  un  miroir  dans  razimuth  90°;  et 
traversait  ensuite  la  glace  sans  tain  par  transmission  ;  le  second 
rayon  traversait  d'abord  cette  même  glace  et  subissait  ensuite 
une  réflexion  sur  un  miroir  dans  Tazimuth  o"  puis  une  réflexion 
sur  la  glace  sans  tain. 

Dans  les  conditions  de  Texpérience,  les  termes  de  Tordre  du 
carré  de  l'aberration  auraient  du  devenir  sensibles  et  cependant 
le  résultat  a  encore  été  négatif.  La  théorie  de  Lorentz  comme 
toutes  les  autres  théories  optiques  faisait  prévoir  un  résultat  posi- 
tif. 

On  a  alors  imaginé  une  hypothèse  supplémentaire.  Tous  les 
•corps  subiraient  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  terre  un  rac- 
courcissement de 5-  de  leur  longueur. 

2x10*  ° 

Cette  étrange  propriété  semblerait  un  véritable  «  coup  de 
pouce  »  donné  par  la  nature  pour  éviter  que  le  mouvement 
absolu  de  la  terre  puisse  être  révélé  par  les  phénomènes  optiques. 
Cela  ne  saurait  me  satisfaire  et  je  crois  devoir  dire  ici  mon  sen- 
timent :  je  regarde  comme  très  probable  que  les  phénomènes 
optiques  ne  dépendent  que  des  mouvements  relatifs  des  corps 
matériels  en  présence,  sources  lumineuses  ou  appareils  optiques 
et  cela  non  pas  aux  quantités  près  de  l'ordre  du  carré  ou  du  cube 
de  Vaherration,  mais  rigoureusement.  A  mesure  que  les  expérien- 
ces deviendront  plus  exactes,  ce  principe  sera  vérifié  avec  plus  de 
précision. 

Faudra-t-il  un  nouveau  coup  de  pouce ^  une  hypothèse. nouvelle, 
a  chaque  approximation?  Evidemment  non  :  une  théorie  bien 
faite  devrait  permettre  de  démontrer  le  principe  d'un  seul  coup 
dans  toute  sa  rigueur.  La  théorie  de  Lorentz  ne  le  fait  pas  encore. 
De  toutes  celles  qui  ont  été  proposées,  c'est  elle  qui  est  le  plus 
près  de  le  faire.  On  peut  donc  espérer  de  la  rendre  parfaitement 
satisfaisante  sous  ce  rapport  sans  la  modifier  trop  profondément. 


CHAPITRE    VII 


INFLUENCE    DU    MOUVEMENT    DE    LA    TERRE    SUR    LES 
PllKNOMKNKS  ÉLECTRIQUES  PROPREMENT  DITS 


417.  —  Voyons  maintenant  ce  qui  concerne  les  phénomènes 
électriques  proprement  dits  qui  ont  pour  siège  les  conducteurs. 

Quelles  sont  les  équations  fondamentales  de  Lorentz  dans  ce 
cas?  Remarquons  d'abord  qu'ayant  affaire  à  des  conducteurs  on 
n'a  plus  de  polarisation  et  que  par  conséquent  l'équation  en  Xk 
doit  être  remplacée  par  l'équation  qui  exprime  la  loi  d'Ohm,  à 
savoir 


'p  - 

4^         i     ly            »-    \ 

'■„,. 

:^A+(?,3-^a,), 

).  étant  la  résistance  spécilique. 
Quant  aux  autres  équations,  on  a 

d%  4~   /  'Jl^ 


dl 

rf[i  _  4î;   /  df  dh  \ 

'di~  K.  W=  77  j' 

dt  K^\d.v  dy/' 
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-.-—  -7-  =4-«, 

djj  dz 

dx  d'f  , 

T-  ="  4-«'. 


dz  d.v 

rfS         d% 

—, -y-  =  4"'»'; 

a.c         dij 
df 
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dh 
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VI    (h. 
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Vax  raisaut  le  même  changement  de  variable  que  tout  à  l'heure 
(voir  p.  53o)  ces  équations  deviennent, 


d7!  _  _  _47^  /  dh'         dii'  \ 

dt'  ~~         K„  \  dz'  ~  d.v'  )  ' 
di'  K„  \  dx'         d;/' }  ' 


d^'     dy 


\ 

I 


tr 7T  =  4""'. 


d>/'         dz 

dol  _  (W 
dz'  ~  Ix 


~  —  -nr=  4-<'', 


7 777  =  4w; 


en  posant 


dx'         dy 


\ 
I 


"  -   dt' 


dll' 
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,     df      d:/      dh'  ,  ,  ,        ,.    , 

OU  -7T,  ~T-r» —rr  représentent   le  nouveau  courant  de  deplace- 

dt'      dt'      dt'       ^  ^ 

ment  et  (/?,  y,  /*)  le  courant  de  conduction. 

Quant  au  groupe  (i)  d'équations    fondamentales  de   Lorentz, 
il  devient 


^>v  =  -irA'' 


47: 

K 


Posons  encore 


Kr  =  "Tj-  h'. 


5/>. 


ou 


V  ;/>  =  ;/»  +  -^,7  +  s'-; 


il  vient  alors  >  --L- =  0', 


/  — r-r=o. 


^z» 


418.  —  On  trouve  donc  les  mêmes  équations  que  si  la  terre 
était  en  repos;  à  cela  près  que  les  lettres  non  accentuées  sont 
remplacées  par  les  mêmes  lettres  accentuées.  Il  n'y  a  qu'un  petit 
changement  :  en  ce  qui  concerne  p,  qui  est  remplacé  par 

Voyons  alors  si  ce  changement  de  la  densité  électrique  a  une 
influence  sur  les  phénomènes  électrostatiques. 

Remarquons  d'abord  que  le  principe  de  la  conservation  de  l'élec- 
tricité n'est  pas  altéré  par  ce  changement  de  p.  Nous  avons  vu,  en 
efTet  que  les  équations  fondamentales  de  Lorenlz  sont  compatibles 
avec  ce  principe  et  comme  les  équations  que  nous  venons  d'obtenir, 
en  supposant  la  terre  en  mouvement,  gardent  la  même  forme  que 
celles  pour  le  cas  où  elle  est  en  repos,  il  en  résulte  qu'elles  seront 
encore  compatibles  avec  le  principe  de  la  conservation  de  Télec- 
tricité. 

419.  —  Mais  on  pourrait  se  demander  si  ce  changement  de 
p  n'aurait  pas  d'iniluence  au  point  de  vue  des  efiets  mécaniques 
que  l'on  observe. 
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Pour  voir  cela,  considérons  un  conducteur  parcouru  par  un 
courant  permanent  et  évaluons  les  forces  auxquelles  il  sera  sou- 
mis en  les  rapportant  à  Tunité  de  volume. 

Ce  conducteur  sera  soumis  : 


1**  A  la  force  électrostatique 


_  4- 


\i 


K 


0 


'2^  A  Faction  électrodynamique.  Cette  action  est  due  h  l'action 
du  champ  magnétique  sur  le  conducteur.  Or  le  champ  magnétique 
exerce  son  action  sur  le  courant  de  conduction  (/;,  y,  r)  et  sur 
le  courant  de  convection  (p$,  pr,,  oÇ),  On  aura  donc  pour  cette 
action  clectro dynamique 

;  il»  +  ?i)  ?  -  (7  +  ?^-)  «, 

(     (,-4-pg«_(;,  +  p=)v; 

on  aura   donc  en  tout, 

p  -i-S+  ('•  +  ?^)  «  —  (/'  +  P?)  T' 

qui  peut  encore  s'écrire 

/  ?[^^+(^*-'t)]+('-«-H> 

ceci  si  la  terre  était  en  repos. 
Dans  le  cas  du  mouvement  on  a 


(0 
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Evaluons  le  surcroît  d'effort,  c'est-a-dire  faisons  la  différence 
des  deux  efforts  (i)  et  (2)  ;  il  vient,  en  se  rappelant  que 


\. 


K 


tr  rr  -l—  .   {  Lrt  CV' 


0 

-  va"» 

4;:    f^ai.^        ^A 

r(3 

?'), 


or 
donc 


(?  —  p'^.'  -i-8+'\^  —  ^)  —p  (t  —i)^ 

?  —  ?'  =  Ko  2^/4, 
4'^/"2/^;  +  7  (T- Y') -'•(?-?'). 

4-5'2^/^^  +  /•(*  —  «')  —  /^  (V  —  •;''), 

ou  encore,  on  se  rnppelant  que 

/  a'  =  a  —  47:  [rji  —  :;^'), 

(  i  =Y—  4-  (;é'  —  ^/). 


,   4-ï  [fp  +  éry  +  /"•)  =  4-52]//'' 
4-^  (//^  +  g<i  +  /"•)  =  4-^2j^/'- 
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Or  nous  avons  en  désignant  par  P,  Q,  R  les  composantes  de 
la  force  électrique 


^  K 

0 


/ 


K  **' 


«-^.'- 


donc, 


Quelle  est  la  signification  de\  P/>?  Nous  avons  vu  antérieure- 
ment (p.  36 1)  en  parlant  de  la  théorie  de  Ilerlz,  que  \  V/xh  re- 
présentait la  chaleur  de  Joule  produite  dans  Télément  de  volume  d'z 
pendant  l'unité  de  temps  si  dans  cet  élément  de  volume  il  n'y  a 
pas  de  cause  produisant  de  l'énergie  électrochimique  ou  thermo- 
électrique (efTet  Peltier,  etc.)  ('). 

Par  conséquent  si  nous  considérons  un  circuit  parcouru  par 
un  courant  permanent,  la  chaleur  de  Joule  dépensée  dans  ce 
circuit  est  égale  à  l'énergie  produite  par  la  pile.  Par  conséquent 

l'intégrale  /  P/;  étendue  à  tout  le  circuit  est  nulle  :  l'intégrale  de 

la  force  supplémentaire  étendue  à  tout  le  conducteur,  ou  ce  qui 
revient  au  même,  à  tout  l'espace,  est  identiquement  nulle. 

La  force  complémentaire  ne  donne  donc  pas  de  résultante  de 
translation  :  elle  se  réduit  au  plus  à  un  couple. 

M.  Lorentz  dans  son  mémoire  de  i8c)5(*)  arrive  au  contraire  ii 


(*)  Dans   ce   dernier  cas    il    faudrait  défaqticr   de   l'expression   ci-dessus    cette 
é:iorgio  électrique  due  aux  phénomènes  thermo-électriques,  etc. 

I*)  LoREMZ.  Versuch  einer  Théorie  in  bc^vegten  Korjtern,   Lcidcn,  i8«j). 
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dire  que  cette  force  complémentaire  du  premier  ordre  n'existe 
pas.  Nous  avons  vu  pourtant  que  l'analyse  qui  précède  nous  l'a 
montrée  assez  facilement. 

420.  —  Pour  nous  faire  une  idée  claire  de  la  grandeur  de 
cette  force  citons  un  exemple  numérique  de  M.  Liénard(*). 

M.  Liénard  considère  une  dynamo  de  100  poncelets  =98  kilo- 
watts et  il  suppose  que  sa  résistance  extérieure  est  égale  à  sa 
résistance  intérieure. 

L'équivalent  mécanique  de  la  chaleur  dégagée  par  seconde 
dans  le  circuit  extérieur  sera, 

—  100  X  100  kgm. 

La  force  supplémentaire  exercée  sur  le  circuit  extérieur,  où 
les  forces  électromotrices  sont  nulles,  aura  pour  valeur, 

K^  —  100  X  100; 
2 

"'■  KC_  J_  =  i..J_ 

m 

-^  le  rapport  de  la  vitesse  de  la  terre  îi  celle  de  la  lumière  est 

égal  à  io~*  et  V  la  vitesse  de  la  lumière  est  égale  à  3x'o',  en 
prenant  pour  unité  de  longueur  le  mètre. 
On  obtient  donc 


,,  -  1  10    *        i       .  I         -  I       .„. 

K  c  —  looX  100== -Tj g- —  10^  =  •^— j  Kgr=^ — niilhgr. 

"2  ixio'2  0X10*°        600  ^ 


c'est-à-dire  une  force  tout  a  fait  négligeable. 

En  résumé  on  voit  donc  que  dans  le  cas  de  phénomènes  élec- 
trostatiques, bien  qu'il  y  ait  des  termes  du  premier  ordre,  il  n'y  a 
pas  d'action  qui  puisse  ôtre  mise  en  évidence  expérimentalement. 

La  théorie  de  Lorentz  reste  donc  compatible  avec  les  faits 
expérimentaux. 


(')  Eclairage  électrique^  l.  XVI,  p.  324. 


CHAPITRE  VIII 

POLARISATION  ROÏATOIRE  MAGNÉTIQUE  ET  PHÉNOMÈNE 

DE   ZEEMAN 


421.  —  Rappelons  en  quelques  mots  en  quoi  consistent  ces 
phénomènes. 

Faraday  a  montré  que  certains  corps,  lorsqu'ils  sont  placés 
clans  un  champ  magnétique  intense  et  qu'ils  sont  traversés  par 
un  rayon  de  lumière  polarisée,  ont  la  propriété  de  faire  tourner 
le  plan  de  polarisation  de  ce  rayon  de  lumière  quand  le  champ 
magnétique  est  parallèle  au  rayon  polarisé  considéré.  Si  le 
champ  est  perpendiculaire  au  rayon  polarisé  on  n'observe  rien  de 
particulier  ;  enfin  si  le  champ  est  oblique  on  a  une  action  qui  est 
provoquée  par  la  composante  du  champ  parallèle  au  rayon, 
Tautre  composante  n'ayant  pas  d'influence  :  on  obtient  donc  le 
même  résultat  que  si  la  composante  du  champ  parallèle  au  rayon 
existait  toute  seule. 

L'explication  cinématique  de  ce  phénomène  est  la  suivante  : 
il  faut  et  il  suffit  que  la  vitesse  de  propagation  du  rayon  circu- 
laire droit  soit  différente  de  la  vitesse  de  propagation  du  rayon 
circulaire  gauche. 

M.  Lorentz  en  appliquant  sa  théorie  à  cet  ordre  de  phéno- 
mènes a  prévu  des  résultats  nouveaux  qui  ont  été  vérifiés  expéri- 
mentalement par  M.  Zeeman.  Résumons  ces  résultats  : 

I**  Lorsque  le  champ  magnétique  est  parallèle  au  rayon,  cha([ue 
raie  se  dédouble  en  deux  autres  raies  polarisées.  La  polarisation 
sera  totale  et  circulaire  droite  pour  une  des  raies  et  totale  et 
circulaire  gauche  pour  l'autre  raie. 

2°  Si  le  champ  magnétique  est  perpendiculaire  au  rayon,  on 
obtient  un  triplet  ;  les  trois  raies  sont  polarisées  mais  cette  fois-ci 
rectiligncment ;  le  plan  de  polarisation  de  la  raie  médiane  est  per- 
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pendiculalre  au  champ;  le  plan  de  polarisation  des  deux  autres 
raies  symétriques  de  la  raie  médiane  est  parallèle  au  champ. 

Voilà  les  découvertes  expérimentales  de  Zeeman. 

Mais  avant  d'aller  plus  loin  faisons  remarquer  que  le  phéno- 
mène de  Faraday  et  les  phénomènes  de  Zeeman  sont  entièrement 
difTérents  Tun  de  l'autre  quant  à  l'action  du  champ  magnétique 
sur  les  ondes  lumineuses.  Dans  le  premier  phénomène  l'action 
du  champ  magnétique  s'exerce,  en  effet,  sur  la  vitesse  de  propa- 
gation des  ondes  lumineuses  ayant  déjà  acquis  leur  régime  per- 
manent ;  dans  le  phénomène  de  Zeeman  l'action  du  champ  magné- 
tique sur  la  source  de  lumière,  où  les  ondes  sont  pour  ainsi 
dire  à  l'état  naissant,  s'exerce  sur  la  période  vibratoire  de 
l'onde. 

422.  —  La  découverte  du  triplct  Zeeman  (M  parut  un  instant 
une  confirmation  éclatante  de  la  théorie  de  Lorcntz.  Mais  bientôt 
après  M.  Cornu  (^)  découvrait  que  la  plupart  des  raies  ne  se 
décomposent  pas  seulement  en  trois  dans  le  champ  magnétique 
mais  bien  en  quatre  composantes  symétriques  deux  à  deux  par 
rapport  à  la  raie  primitive  a  ;  les  deux  raies  bb,  les  moins  écar- 
tées de  la  raie  primitive  «,  sont  polarisées  rectiligncment,  seule- 
ment leur  plan  de  polarisation  est  parallèle  au  champ. 

Pour  d'autres  corps  on  n'observe,  à  proprement  parler,  qu'un 
triplet,  seulement  la  raie  médiane  apparaît  très  élargie,  et  on 
peut  conclure  qu'elle  est,  elle  aussi,  dédoublée,  mais  ces  deux 
composantes  ne  sont  pas  suffisamment  séparées. 

Knfin  il  y  a  certaines  raies  du  fer  pour  lesquelles  on  a  bien  un 
triplet,  mais  comme  MM.  Becquerel  et  Deslandres  (^)  l'ont  mon- 
tré, la  polarisation  des  raies  est  renversée  :  c'est  la  raie  médiane 
dont  le  plan  de  polarisation  est  parallèle  au  champ  et  les  deux 
raies  extrêmes  qui  sont  polarisées  perpendiculairement  au  champ. 


(»)  Zekma^  (P.).  L'influence  du  magnétisme  sur  la  nature  de  la  lumière  émise 
par  une   substance.  Eclair,  électr,^  t.  XI,  p.  5i3.  \'    - 

Lignes  doubles  et  triples  produites  dans  le  spectre  sous  l'influence  d'un  champ 
ningnétique  extérieur.   Eclair,  électr.,  t.  XllI,  p.  274.  ;^- 

(*)  Cornu  (A.).  Sur  quelques  résultats  nouveaux  relatifs  au  phénomène  de  Zee- 
mon.  Eclair,  électr,,  t.  XIV,  p.  i8j. 

('}  Eclair,  électr. ^  t.  XV,  p.  173,  23  ovril  i8t8, 
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D'après  M.  Michelson  (')  ces  phénomènes  paraissent  encore  plus 
compliqués. 


NORMAL 

a 


CORNU 
a 


BECQUEREL 

a 


Primitivement. 


Pas  de  polarisation, 


c 


Phénomène   de  Zee- 
mnn   Ironsvcrsul. 


) 


Polarisation  porpeii- 
diculairc  aux  li- 
gnes de  force. 


c  c 

h  b 


Polarisation  paral- 
lèle aux  lignes  de 
force. 


Phénomène  de  Zee- 
man  longitudinal. 


Polarisation    circu- 
laire droite. 


Polarisation     circu- 
laire gauche. 


En  somme  on  voit  q^iie  ces  phénomènes  sont  plus  compliqués 
que  Lorentz  ne  le  supposait;  aussi  sa  théorie,  sous  sa  forme  pri- 
mitive, paraissait  incapable  de  rendre  compte  de  tous  ces  faits.  Il 
la  modifia  en  y  introduisant  Thypothèse  des  ions  complexes  que 
nous  examinerons  un  peu  plus  loin.  La  théorie  perdait  ainsi  sa 
simplicité  séduisante  ;  il  y  a  lieu  cependant  d'examiner  dans 
quelle  mesure  elle  est  devenue  conforme  aux  faits  observés.  C'est 
cet  examen  que  je  me  propose  de  faire. 

423.  Champ  magnétique  intense.  —  Commqnçons  par  étu- 
dier  Taction    d'un    champ  magnétique   intense.    Les    équations 


(•)  rhil.  mag.^  t.  XLIV,  p.    109-116,  juillet  i8«j7. 
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déduites  des  conditions  d'équilibre  des  particules  chargées  en 
tenant  compte  de  Faction  mécanique  du  champ  magnétique  sur 
ces  particules  sont,  comme  nous  le  savons  déjà 


^  '^-^  .//^     '     L 


Deux  cas  intéressants  peuvent  se  présenter  : 

1°  Le  champ  est  parallèle  au  rayon  lumineux, 

2°  Le  champ  est  perpendiculaire  au  rayon  lumineux. 

Commençons  par  étudier  le  premier  cas. 

424.  Rayon  parallèle  au  champ.  —  Supposons  d'abord  le 
champ  parallèle  au  rayon,  c'est-à-dire  parallèle  à  Taxe  des  z. 
Supposons  en  d'autres  termes 

a  =  |â  =  o, 


le  champ  se  réduit  alors   à  sa  composante  y,  et  les  équations  (i) 
deviennent, 

^     d'^^  X„  ^        X  dY. 

^^''  I  .    d'\.         Y„  Y  dX 


rr  _L_  _^   e  *' 


'K 


di'      '     L.        »    '     3  "'     dt  ' 

et  nous  avons  encore 


(■^) 


'  l/i"     l)    g=Y, 


425.  Rayon  circulaire  droit,  —  Kxaminons  maintenant  com- 
ment se  propage  un  rayon  circulaire  droit. 
Nous  savons  que 

/•  =  partie  réelle  de  //'>  ^"'  ^''^"'  ■  '  . 
Ce  ([ui  caractérise  le  rayon  circulaire  droit  c'est  que  ^  est  la 
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partie  imaginaire  de  cette  même  fonction  /,  de  sorte  que  nous 
avons, 

(4)  f+is= fr  ""  ^^'  -  "  • 

De  même  les  expressions  de 

X  4-  A', 

et  de 

sont  proportionnelles  à  celte  même  exponentielle  imaginaire. 
Posons  alors 

(5)  X,  +  A',  =  U„ 

(6)  X  +  iT  =  U=Vu„ 
il  vient,  en  tenant  compte  de  (3). 

(7/  f+^S=-3. T=—i 


n'  —  I  n   —  I 


Nos  équations  (2)  deviennent  alors, 

^     d'\5^         U,  U  U         .       dV. 


(9) 


'    dt^      '    L,         „^  _  ,     '     3  ■"     dt 

D'autre  part  nous  aurons  encore. 


Nos  équations  (8)  peuvent  donc  s'écrire, 

En  éliminant  U^  entre  ces  équations  et  en  se  rappelant  que 


"-E" 


K7 


on  trouvera  une  relation  entre  n,/?  et  y;   cela  nous   permettra 
de  construire  la  courbe  de  dispersion. 
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Pour  faire  cette  élimiiiutiun  je  pose, 


1 


8  =  *  —  //*,  —  -^-f-  —  /;y<|.,. 
Nos  équations  (lo)  deviennent  alors, 

4>  d'après  sa  forme  c'est  une  forme  quadratique  homogène  par 
rapport  aux  U,  ;  nous  avons  donc  en  vertu  du  théorème  des  fonc- 
tions homogènes, 


(,.)  ^^  =  2 


U. 


Urf/ 


et  par  conséquent,  d'après  (ii) 

(i3)  e  =  o. 

Ces  équations  nous  donnent  d'abord  les  valeurs  de  U^  et  elles 
nous  donnent  en  outre  la  valeur  de  n  en  fonctions  de  deux 
variables  ;  en  fonction  du  champ  magnétique  y,  et  en  fonction 
de  p,  c'est-à-dire  en  fonction  de  la  couleur. 

Nous  pouvons  donc  regarder  les  U»  et  n  comme  des  fonctions 
de  deux  variables  indépendantes  :  p  et  y. 

En  différentiant  l'équation  (i3)  par  rapport  à/^  je  trouve, 

rfe         rfB   rfw        yr{   d%     d\}^  _ 
dp  dn    dp        ^j  rfUg     dp  ' 
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OU,  en  tenant  compte  de  (ii) 

,    „  rfe  d%  dn 

("4)  -dj^-^-dnHjJ '=''', 

Nous  aurons  de  même  en  différentiant  par  rapport  h  la  seconde 
variable  y, 

.   ^,  dS         d%   dn 

^  dy         dn    rfy 

7 

L'équation  (i4)  nous  donne  -j-  :  c'est  la  dispersion  chroma- 
tique ordinaire,  c'est-h-dire  la  variation  de  l'indice  avec  la  cou  • 
leur.   L'équation  (i5)  nous  donne  la  valeur  de -r— dont  dépend 

la  polarisation  rotatoire  magnétique. 

En  comparant  ces  deux  expressions  (i4)  et  (i5)  nous  voyons 

que  -7—  et  --—  sont  entre  eux  comme  les  dérivées  partielles  —r- 
^       dp  rfy  *  dp 

dS 
et  — —  . 

Calculons  ces  deux  dérivées  partielles.  Nous  avons  d'abord, 

mais  v^j  est  très  petit  par  rapport  au  premier  terme  ;  on  peut 
donc  le  négliger  et  il  vient  alors 

('6)  ^  =  -  y>'P„ 

et  d'autre  part 

('7)  ^  =  -/,«!>„ 

t 

dn         dn  .  ^        ^ 

—7—  et  -7— sont  donc  entre  eux  comme  2<P,  et  <P3. 
dp        «Y 

Et  bien,  si  l'on  suppose  que  les  quantitéss^ sont  proportionnelles 
a  Xr  (hypothèse  qui  n'est  pas  loin  de  la  vérité)  le  rapport  — r^  est 
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alors  constant,  par  conséquent, 

dn 


(,8)  |-=C". 

on  pourra    donc    dire   que  -y-  est  sensiblement    proportionnel 
,   dn 

a -y-. 

Cette  loi,  énoncée  par  M.  Becquerel  est  vérifiée,  tantôt  gros- 
sièrement, tantôt  avec  une  certaine  précision. 

426.  Raies  d'absorption,  —  Pour  avoir  les  raies  d'absorption 
il  faut  chercher  les  asymptotes  de  la  courbe  de  dispersion  ;  il 
faut  donc  faire  dans  Téquation  de  cette  courbe  n  =  oo  et  regarder 
p  comme  une  fonction  de  y.  On  trouve  ainsi 


dH_   dp^        dB  _ 
dp     dy  dy 


o, 


d'où  en  tenant  compte  des  relations  (i6)  et  (17), 

dS 

dp 

formule  qui  nous  fait  connaître  le  déplacement  de  la  raie  d'ab- 
sorption par  l'action  du  champ  magnétique  en  supposant  la  pola- 
risation circulaire  droite. 

427.  Rayon  circulaire  gauche.  —  Supposons  maintenant  que 
nous  ayons  affaire  a  un  rayon  circulaire  gauche.  Dans  ce  cas,  ce 
n'est  plus/'^  1^' et  X  +/¥  qui  sont  égaux  au  produit  d'une 
exponentielle  par  un  facteur  constant,  mais  bien  f —  1^  et  X  —  £  Y  ; 
c'est  là  la  condition  qui  caractérise  un  rayon  circulaire  gauche. 
Nous  devons  donc  poser, 

Xk  —  iYr  =  U», 
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et,   en  répétant  les  calculs  que  nous  avons  faits  plus  haut,  nous 

retomberons  sur  Téquation  (8)  avec  cette  seule  différence  que  le 

signe  du  terme  en   y  sera  changé.    Nous  obtiendrons   donc   les 

mêmes  résultats   que  plus  haut,  h  cela    près  que  les  signes   de 

dn  y      dp  ,  , 

-7 —  et  de  — r-  seront  chauffes. 

La  différence  d'indice  des  deux  rayons,  droit  et  gauche,  est 
donc 

dn 

dn 


2 


T 


par  suite,  la  polarisation  rotatoire  est  proportionnelle  \k  p         , 

ou  encore  en  tenant  compte  de  la  relation  (i8),  elle  sera  sensible- 
ment proportionnelle  a 

dn 

c'est  la  loi  récemment  énoncée  par  M.  H.  Becquerel  (*).  Mais 
cette  formule  de  dispersion  n'est  pas  la  seule  qui  ait  été  propo- 
sée. On  a  proposé  également  les  formules  suivantes,  qui  sont  déjà 
moins  heureuses  que  celle  de  M.  Becquerel  : 

dn 

La  raie  d'absorption  qui  correspond  au  nombre  p^  se  décom- 
posera donc  en  deux  autres  raies  qui  correspondront  aux  nombres 

'^  24>,  ^  24>, 

et  qui  seront  polarisées  circulairement,  la  première  à  droite,  la 
seconde  à  gauche  :  c'est  le  doublet  de  Zeeman. 


(')  H.  Becquerel,  C.  R.,  1898  et  1899. 
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La  théorie  de  Lorentz  est  donc  satisfaisante  dans  le  cas  oîi  le 
rayon  lumineux  est  parallèle  an  champ  magnétique  :  elle  rend 
bien  compte  des  phénomènes  observés. 

428.  Rayon  perpendiculaire  au  champ.  —  Supposons  main- 
tenant que  le  rayon  soit  perpendiculaire  au  champ,  ce  qui  revient 
à  faire 

^=v=  o. 

Nos  équations  (i)  deviennent  dans  ce  cas 

•\    d  X^    ^    Xk ^  ,    X 


I        ar 


I ,  .  d'Z. 


L.        "    '     3     '    "     dt 


dt'      '     \.,  '3  "^     dt 

On  aura  d'ailleurs 

,   ,  j("'-Or=x, 

'")  !(«'-.)*.=Y, 

mais  la  relation  entre   h  et   Z  sera   diflerente  ;    o/i   n'aura  pas 
(/i* —  i)  A  =  Z.  Nous  avons  en  effet 

df    ,    VI  rfX 


Zmk    dx  Zmk    dx  * 


si  Tonde  est  plane,  les  dérivées  prises  par  rapport  à  a:  et  à  ^  sont 
nulles  et  cette  équation  se  réduit  à 

,     ,  dh         dZ 

et  comme  h  et  Z  doivent  être  des   fonctions  périodiques  de  r, 

A-f-  Z  =  o, 

donc 

(23)  h=—L, 

Que     devrait-on    donc    observer    d'après    Lorentz  ?  D'abord, 
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pour  la  première  équation  '20  ,  il  n'y  a  pas  de  déplacement  ;   la 
raie  qui  est  perpendiculaire  au  champ  ne  devrait  donc  pas  bou- 
ger. Quant  aux  autres  raies,  voici  ce  qu'il  devrait  s'y  passer  : 
i"  Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  champ  du  tout  (a  =  o^,  on  a 

7^  =  h  =  7^^^  o, 

c'est-à-dire  que  les  vibrations  des    particules    comme  celles  de 
l'éther  sont  transversales. 

2*^  Si  le  champ  est  du  premier  ordre  ^et  un  champ  de  3o  000  uni- 
tés C  G.  S,  qui  produit  le  dédoublement,  mais  un  dédoublement 
très  faible,  peut  encore,  à  ce  compte,  être  regardé  comme  très 
petit)  les  quantités  A,  Z  et  Z^  seront  très  petites  du  premier 
ordre,  le  terme  en  e,  sera  donc  du  second  ordre  et  pourra  être 
négligé,  et  on  aura  alors, 

ci  Aj      I       Ag  „  A. 

rf^Y.    ,     Y.        _  ,    Y 


'•^~dr^T:=^»'^-j' 


ce  qui  signifie  que  le  champ  n'aura  aucune  action  sur  les  raies. 
Or,  ce  n'est  pas  du  tout  ce  qu'on  observe.  L'expérience  nous 
apprend  que  non  seulement  le  champ  a  encore  une  action  dans  ce 
cas,  mais  encore  que  In  polarisation  des  raies  s'intervertit. 

A  ce  compte j  la  théorie  de  Lorentz  sous  sa  forme  primitive  ne 
serait  donc  pas  plus  capable  d'expliquer  le  triplet  de  M.  Zeeman 
que  le  quadruplet  de  M,  Cornu. 

429.  — Rappelons  le  raisonnement  approché  que  l'on  faisaitpour 
expliquer  le  triplet  de  Zeeman  ;  on  faisait  dans  les  formules  (20) 

f=g=.h  =  o. 

C'est  qu'en  effet  on  se  croyait  en  droit  d'envisager  «  les  vihra^ 
tions  propres  »  d'un  ion*  ou  d'un  système  d'ions  en  laissant  de 
côté  l'action  de  l'éther  ;  par  conséquent,  pour  avoir  les  raies 
d'absorption,  on  faisait  dans  l'équation  de  la  courbe  de  dispersion 
/i  =  oc  ;  il  en  résultait 

f=g  =  o, 
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et  en  faisant  de  plus  h  =  o,  on  retrouvait  le  trîplet  de  Zeenian. 
Mais  a-t-on  droit  de  (aire  h  =  o?  —  Non,  car  Tcquation 

h=—Z. 

est  une  véritable  équation  de  liaison  entre  les  mouvements  de 
Téther  et  ceux  des  ions  :  h  ne  peut  s'annuler  qu'en  même  temps 
que  Z. 

430.  —  Il  s'agissait  donc  de  modifier  la  théorie  de  Lorentz, 
en  imaginant  des  hypothèses  supplémentaires.  C'est  ce  que 
Lorentz  a  fait  lui-même  en  imaginant  la  théorie  des  ions  com- 
plexes, qui  n'est  qu'une  généralisation   de   sa   première  théorie. 

Je  dois  ajouter  que  dans  un  travail  récent,  M.  Lorentz  a  cherché 
h  rendre  compte  du  triplet  et  à  échapper  aux  objections  précé- 
dentes. Pour  cela,  il  a  fait  des  hypothèses  particulières  sur  la 
grandeur  des  coefficients.  Le  raisonnement  précédent  subsiste 
et  pour  un  champ  infiniment  petit,  le  dédoublement  de  la  raie 
est  encore  infiniment  petit.d'ordre  supérieur  ;  mais  le  triplet  peut 
se  produire  pour  un  champ  fini  et  on  peut  faire  des  hypothèses 
parfaitement  admissibles  et  pour  lesquelles  un  champ  de  20  000 
à  3o  000  unités  donnerait  un  triplet  sensible. 

On  n'a  pas  le  droit  de  faire  h  =  o,  puisqu'on  a  A  =  —  Z  ; 
mais  l'action  de  l'éther  sur  la  matière,  grâce  aux  hypothèses 
faites,  est  assez  faible  pour  être  négligée  en  première  approxi- 
mation, de  sorte  que  tout  se  passe  comme  si  l'on  avait  A  ::=:  o. 

La  théorie  de  Lorentz  rendrait  ainsi  compte  du  triplet  ;  mais 
l'expérience  nous  ayant  appris  qu'il  n'y  a  pas  de  triplet,  mais  un 
quadruplet,  il  n'en  faut  pas  moins  avoir  recours  aux  ions  com- 
plexes. 

Il  n'y  a  donc  pas  lieu  d'insister  dav'anlage  sur  ces  hypothèses. 

Nous  allons  maintenant  examiner  cette  théorie  des  ions  com- 
plexes pour  voir  dans  quelle  mesure  elle  est  conforme  aux  faits 
observés. 
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431.  —  Les  ions    simples  que  nous  avons  considérés  jusqu'à 
présent   se   comportaient   comme    des    points    matériels  ;    nous 


\ 


I  « 
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n'avons  envisagé  que  leur  mouvement  de  translation.  Supposons 
maintenant  que  ces  ions,  au  lieu  d'être  simples,  soient  formés 
d'un  système  dynamique  plus  compliqué  comprenant  plusieurs 
points  matériels  qui  pourront  être  assujettis  à  des  mouvements 
quelconques. 

Pour  représenter  l'état  du  système,  je  choisirai  des  coordon- 
nées généralisées  quelconques  que  je  désignerai  par  T^. 

Soit  H  la  force  vive  des  ions  :  ce  sera  une  forme  quadratique 

homogène  par  rapport  aux  —z — . 

Soit  P^  Ténergie  potentielle  due  aux  actions  mutuelles  des 
ions  :  à  cause  de  la  petitesse  des  déplacements,  ce  sera  encore 
une  forme  quadratique  homogène  par  rapport  aux  T^^. 

Soit  — Pj  l'énergie  potentielle  due  h  l'action  électrostatique 
de  l'éther  sur  les  ions  ;  nous  pourrons  supposer 

P,  =  /'X+^Y  +  /.Z. 

X,  Y,  Z  représentant  toujours  les  composantes  de  la  polarisa- 
tion électrique,  ce  seront  des  formes  linéaires  par  rapport 
aux  T^. 

Soit  enfin 


s 


V.3T., 


le  travail  virtuel  des  forces  dues  a  l'action  du  champ  magnétique 
sur  les  ions,  quand  ces  ions  subissent  des  déplacements  vir- 
tuels ôT,. 

Les  équations  de  Lagrange  s'écrivent  alors, 


rfH  d\\  _  rfP, 


(i)  rfilîL         ^'r»  ''^^^ 

dl 

et,  comme  nous  avons  toujours  les  équations 

(«»-!)/•=  X, 

(««-.)é'  =  Y, 
/*  =  — Z 
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la  valeur  de  dV^  peut  s'écrire 

d\\  =  /"f/X  +  gd\  +  hd'L, 


n' 


—  'Adz, 


./  X»  +  Y'  ù'  \ 

\i{n'  —  I )  2  / 

Notre  équation  (i)  devient  alors, 
d\\  rfP. 


d    /X'+V'        z-\ 


ou  encore 

d\\       ,      rf    /.,  X^  +  Y^  Z= 


^^T. 


dt 


Pour  avoir  les  raies  d'absorption,  il  faut  faire  dans  celte  équa- 
tion /i  =  00  ,  ce  qui  nous  donne 

3)                            .^T.  "^rf-l'A^"^    2  j-'- 
L 
Considérons   alors   deux   formes  quadratiques  II   et  P^H 

et  comme  nous  avons  le  choix  des  coordonnées  T^,  choisissons- 
les  de  fa(;on  que  ces  deux  formes  quadratiques  se  réduisent  à  une 
somme  de  carrés,  de  sorte  que 


-St(#-)' 


V       yr^pl 


-.-^=1 


T 


Notre  équation  (3)  prendra  la  forme, 
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Maïs  qu'est-ce  que  \\  '! 

Nous  avons  vu  que  V^oT^  représente  le  travail  virtuel  des  forces 
dues  à  l'action  du  champ  nia^n«>tique  sur  les  ions  quand  ces 
ions  subissent  des  d»''placements  virtuels  oT^  ;  or,  les  forces 
magnétiques  sont  proportionnelles  d'une  part  aux  vitesses  des 
ions  et  au  champ  magnélique  d'autre  part.  Les  quantités  \\  soat 

donc  hUinéaires  par  rapport  à  a.   "i.  -•  et  — r-^.  Mais  ce  n'est  pas 

tout:  l'action  d'un  champ  magnétique  sur  un  courant  est  toujours 
perpendiculaire  ii  ce  courant  :  dans  le  cas  du  mouvement  des 
ions,  ou  il  s'a<{it  d'un  courant  de  convection,  cette  action  du 
champ  sera  perpendiculaire  à  la  vitesse  de  lion  :  son  travail  sera 
donc  nul.  On  aura  par  conséquent  identiquement, 

432.  Lumière  monocbromatique.  —  Supposons  maintenant 
que  nous  ayons  affaire  à  une  lumière  monochromatique  ;  on  aura 
dans  ce  cas. 

Voici  la  signification  de  la  première  de  ces  équations  :  T^  est 
la  partie  réelle  du  produit  d'un  facteur  constant  par  une  expo- 
nentielle imaginaire.  Ce  produit  satisfaira  luî-mème  aux  mêmes 
équations  que  T^.  Nos  équations  comportent  ainsi  une  solution 
imaginaire  plus  aisée  à  traiter  ([ue  la  solution  réelle  et  d'où  il  est 
facile  de  déduire  cette  solution  réelle. 

Nous  allons  substituer  par  un  artifice  bien  connu  cette  solution 
imaginaire  à  la  solution  réelle. 

Désignons   par  \\\  ce  que   devient  V^  quand  on   y  remplace 

l'y 

les  quantités  --—  par  les  T  ;   \V.  sera  donc  une  forme  bilinèaire 
*  (Il    ^ 

d'une  part  par  rapport  ii  a,  3,  -'  e*  pai*  rapj:orl  à  T^  d'autre  part. 
On  aura  donc 


ywj.=o. 
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et  puis 

V,  =  —  7AV,, 

croù 

(7)  (pl-p')'^.  =  -ip^\\. 

433.  Déplacement  des  raies.  —  Cherchons  maintenant  le  dé- 
placement des  raies.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

i*^  Le  champ  magnétujue  est  nul.  —  S'il  n'y  a  pas  de  champ  ma- 
gnétique, nous  aurons  une  certaine  équation  dont  les  racines 
seront 

et  il  chacune  des  racines  p^  correspondra  une  raie  du  spectre  ; 
mais  par  suite  de  la  présence,  thuis  le  second  memhre,  du  terme 
eu  /,  les  raies  pourront  se  doubler  et  même  se  tripler. 

Supposons  que  les  équations  qui  nous  donnent  />-  puissent  avoir 
des  racines  multiples,  on  a  alors 

(8)  [in  - !>')  Tk = -  >l>\\\        (K  =  1 .  2,  3, . . .  «) , 

et  si  le  champ  est  nul 
())  [pi  —p^)  T,  =  o       pour  K  ^  /i, 

et 

(10)  {pl—p'')^^=o       pourK>/2, 

ceci,  je  le  répète,  en  supposant  que  parmi  les  y;^  il  y  en  ait  n  : 
/>^i» /^ji /^3»-.-- y>^/i  4^ii  soient  égaux  entre  eux,  de  sorte  que 

P^=Pi  (I^^^O^ 

/^K^/^  (K  > /i). 

Maintenant  si  p  =  p^  (pour  K  ^n)  l'équation  (9)  est  satisfaite 

d'elle-même  ;    mais    l'équation    (10)    exige    pour  y\  ^  p^  (pour 

K  >  n)  que 

T»  =0, 

Donc,  quand  il   n'y  a  pas  de    champ    magnétique,    toutes  les 
coordonnées  T^  s'annulent,  h  l'exception  des  n  premières. 
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434.  2®  Champ  magnétique  faible.  —  Quand  le  champ  magaé- 
tique,  sans  être  nul,  est  très  faible,  toutes  les  quantités  T^  sont 
alors  très  petites,  sauf  les  n  premières.  Par  conséquent,  clans  \\\, 
les  termes  qui  contiennent  T,,  T^,....  T„  seront  du  premier  ordre, 
et  les  autres  termes,  à  partir  de  T„,  c'est-à-dire  T„^  ,,  T^^  ,,... 
seront  du  second  ordre.  Négligeons  ces  termes  du  second  ordre 
dans  nos  équations  et  appelons  W^  ce  que  devient  W^  quand  on 
y  néglige  ces  termes. 

Nos  équations  deviennent  alors, 

(8  bis)         {p\  — p')  Tj  =  —  V^Wk         (K  =  1 ,  2,  3, . . .  /J; . 
Posons 


—  ip 
Si  je  pose  en  outre 

comme  o/^  sera  très  petit,  S  sera  très  sensiblement 

20/; 


et  par  conséquent 


s= ^, 

l 


01)  = s 

'  2 


S  nous  fera  donc  connaître  le  déplacement  de  la  raie.  Pour  que 
rjp  soit  réel,  il  faut  que  S  soit  purement  imaginaire. 
Nos  équations  deviennent 

(il)  ST,  =  W:. 

W'k  satisfaisant  h  la  condition 

12^  >  W^T^  =  o      iK=i,  2,3,...  n), 

O  sont  là  des  équations  linéaires  et  homogènes   entre  les  n 
variables. 

T    T    T        T   • 

Kn  égalant  à  zéro  le  déterminant  de  ces  équations  on  aura  une 
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équation  en  S  algébrique  et  du  /i^™*"  ordre  ;  aux  n  racines  de  cette 
équation  correspondront  n  raies  qui  proviendront  du  dédouble-» 
ment  de  la  raiey;=/?j. 

Cette  équation  en  S  aura  une  forme  tout  à  fait  particulière,  et 
cela  à  cause  de  W/  qui  satisfait  à  l'identité 


(.3) 


^WX  =  o< 


435.  —  Pour  le  faire  comprendre  écrivons  complètement  cette 
équation  en  supposant  n=^^\  on  a  : 

S         a  b 

—  a         S  d 

—  b  —  il  S 
—  c  —  e  —  f 


(.3) 


C 

e 

f 
S 


o. 


Je  dis  que  les  racines  de  cette  équation  sont  purement  imagi- 
naires ;  considérons,  en  effet,  le  système  d'équations  différen- 
tielles linéaires  à  coefficients  constants 


(«) 


rfT. 
dt 


=  W^, 


ce  système  s'intègre  immédiatement  et  nous  obtenons  comme 
solution  particulière 

T.=yA.e«. 

Multiplions  les  équations  {a)  par  T,  et  faisons  la  somme,  il 
vient  : 

ou,  en  tenant  compte  de  l'identité  (12) 


E 


rp        dJ^' 


d'où  : 


>  TJ  =  constante. 
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Supposons  maintenant  que  S  soît  réel  ou  complexe,  mais  non 
purement  imaginaire  ;  supposons  par  exemple 

S  =  S,  +  /S„ 

Sj  n'étant  pas  nul. 

Si  S  est  imaginaire,  la  solution  particulière  est  elle-même 
imaginaire,  seulement  sa  partie  réelle  satisfait  ii  Téquation  diffé- 
rentielle et  alors  cette  partie  réelle  est  une  solution  réelle  de 
l'équation. 

Considérons  cette  solution  réelle. 

Supposons  d'abord  que  S,  soit  positif;  dans  ce  cas-là  si  on  fait 
;  =  —  00  ,  alors 

Uni,  partie  réelle  de  e^^  =  o, 

par   conséquent  >  A^  e^'  tendra  vers  zéro.  Tous  les  T^  tendront 
donc  vers  zéro  et  par  conséquent 

lim.  >  Tk^  =o. 


1 


Comme  >  T»^  est  une  constante,  cette  constante  est  nulle,  ce 

qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  tous  lesT^  sont  identiquement  nuls. 
Maintenant  si  Sj  est  négatif,  on  aura  encore 


pour  i  =  oo    et  par  conséquent  encore 

La  partie  réelle  de  S  ne  peut  donc  être  ni  positive  ni  négative. 
Les  n  valeurs  de  S  sont  donc  purement  imaginaires;  les  n  valeurs 
de  op  seront  par  suite  réelles,  de  sorte  que  les  n  raies  du  dédou- 
blement existeront  réellement.  De  plus,  les  racines  de  l'équation 
en  S  (étant  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux)  devront  être 
deux  h  deux  égales  et  de  signes  contraire  ;  c'est-h-dire  que  les 
raies  dédoublées  devront  être  deux  h  deux  symétriques  par  rap- 
port il  la  raie  primitive.  Si  n  est  impair  une  des  racines  doit  être 
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nulle  et  par  conséquent  une  des  raies  dédoublées  coïncide  avec 
la  raie  primitive.  En  définitive  il  sulTit  de  faire  /i  =  3  pour  retrou- 
ver le  triplet  de  Zeeman  et  n  =  4  pour  retrouver  le  quadruplet 
de  Cornu. 

Telle  est  la  théorie  des  ions  complexes  imaginée  par 
M.  Lorentz. 

436.  Isotropie  dans  le  plan  de  l'onde.  —  Poui*  rendre  compte 
de  tous  les  phénomènes  observés,  il  faut  voir  s'il  n'est  pas  possible 
de  satisfaire  aux  conditions  de  symétrie  imposées  par  l'isotropie 
du  milieu  considéré. 

Supposons  que,  le  plan  de  Tonde  restant  fixe  (perpendiculaire 
à  Taxe  des  ^),  on  fasse  tourner  les  axes  des  x  et  des  i/  autour  de 
Taxe  des  z  d'un  angle  quelconque.  Nos  équations  doivent  rester 
les  mêmes  pour  ces  nouveaux  axes  h  cause  de  l'isotropie  du 
milieu.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  distinguer  parmi  les  coor- 
données Tk  deux  catégories  diflerentes  : 

i"  Les  coordonnées  {sectorielles  qui  seront  les  composantes  de 
vecteurs  fixes  dans  l'espace,  mais  dont  les  projections  sur  les  axes 
varieront  d'après  les  lois  ordinaires  quand  on  fera  tourner  ces 
axes  et  : 

2^  Les  coordonnées  scalaires^  qui  ne  varieront  pas  quand  les 
axes  tourneront. 

Prenons  le  cas  de  /i  =  4  et  supposons  que  l'on  ait  deux  coor- 
données vectorielles  X^  et  Y^  composantes  d'un  même  vecteur, 
et  deux  coordonnées  scahiires  que  je  désignerai  par  Tr  et  Tk'. 
Nos  équations  (ii)  s'écriront  : 

SX,  —  w;  =  o, 
,    , .  \s\\-  w^  =  o, 

^"''^^•'  /sT.-w;  =  o, 

ST,  —  W:  =  o. 

Quand  les  axes  tourneront  d'un  angle  '^,  les  quantités  X,t-f-  î^k'» 
a  -f-  1*3  seront  multipliées  par  e'?  et  les  quantités  conjuguées 
par  e-'?.  Donc  \V/+ tW,'  doit  être  également  multiplié  par  t'?  ; 
Wa',  W/  "^  doivent  pas  changer. 

J'en   conclurai  que  l'on  peut  toujours  choisir  les  deux  coor- 
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données  scalaires  de  telle  sorte  que  notre  équation  en  S  soit  de 
la  forme  : 


x'Mns^, 


S 

< 

1,% 

c> 

1 

S 

/'? 

—  c-a 

Z>a 

-/'? 

S 

t 

-'■? 

C'a 

rfv 

1 

S 

o. 


Si  nous  voulons  donc  satisfaire  aux  conditions  d'isotropie  du 
milieu,  il  faut  que  Téquation  en  S  soit  de  cette  forme. 

Mais  ce  n'est  pas  tout  ;  le  milieu  n'est  pas  seulement  isotrope, 
il  est  encore  symétrique.  Nos  équations  ne  doivent  donc  pas 
changer  quand  on  remplace  notre  système  d'axes  par  un  système 
symétrique  (le  plan  de  symétrie  étant  le  plan  des  xz  par 
exemple). 

Nous  sommes  ainsi  amenés  h  distinguer,  parmi  les  coordonnées 
vectorielles,  celles  de  la  première  et  de  la  deuxième  sorte,  selon 
que  le  vecteur  correspondant  conserve  son  signe  ou  change  de 
signe  quand  on  passe  d'un  système  d'axes  à  son  symétrique  et 
nous  distinguerons  de  même  parmi  les  coordonnées  scalaires  celles 
de  la  première  sorte,  qui  conservent  leur  signe  et  celles  de  la 
deuxième  sorte  qui  en  changent. 

Supposons  donc  que  notre  équation  soit  de  la  forme  (i3  ùis)  : 
quand  y  change  de  signe,  y,  a,  Y^  et  T^  doivent  changer  de  signe, 
c'est-à-dire  que  X^  et  Y^  sont  des  coordonnées  vectorielles  de  la 
première  sorte,  Ti  une  coordonnée  scalaire  de  la  première  sorte, 
Ïk  une  coordonnée  scalaire  de  la  deuxième  sorte. 

En  développant  le  déterminant  (i3  bis),  on  trouve  : 

s^  +  S*  («Y  +  **«'  +  **?*  +  ^•'»*  +  ^'?'  +  ^V) 


Nous  considérerons  quatre  cas  remarquables  : 


a 


=  h 


d  = 


c\ 


ou 


ou 


ou 


a  ==  c,        d  =  b^ 
a  =  —  i,    d  =  —  6% 
a  ^  —  r,    d  -^=  —  b  \ 
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dans  ch.icun  de  ces  cas  les  racines  de  Téquation  en  S  que  nous 
venons  d'écrire  ne  dépendront  que  de  la  somme 

a'  +  .3*  4-  r*, 

qui  représente  Tintensité  du  champ.  Ces  racines  ne  dépendront 
donc  pas  de  la  direction  de  ce  champ,  et  par  conséquent  o/>, 
c'est-à-dire  Técartement  des  raies  dédoublées,  serait  le  même  que 
le  champ  soit  parallèle  ou  perpendiculaire  au  rayon.  En  est-il 
effectivement  ainsi  ? 

L'expérience,  en  tout  cas,  ne  parait  pas  défavorable  à  cette 
hypothèse,  mais  h  ma  connaissance  je  ne  crois  pas  qu'il  existe  des 
mesures  assez  précises  à  ce  sujet  et  qui  puissent  par  conséquent 
trancher  la  question. 

437.  Polarisation  des  raies,  —  Supposons  maintenant 

?=o, 

et  étudions  les  conditions  de  la  polarisation  des  raies. 

11  faut  pour  cela  déterminer  le  rapport  -^^  pour  les  quatre 

valeurs  de  S. 

Pour  que  la  polarisation  soit  rectiligne,  le  plan  de  polarisation 
étant  perpendiculaire  h  la  composante  du  champ  normal  au  rayon, 
il  faut  que  Y»  s'annule.  En  faisant, 

\\=  o, 

on  trouve 

S'-'  +  A^a-  +  rfY  =  o, 

« 

ce  qui  concorde  avec  (i3  bis)  si  l'on  y  fait 

a  =  c, 
d  =  b. 

Pour  que  la  polarisation  soit  rectiligne,  le  plan  de  polarisation 
étant  parallèle  h  la  composante  du  champ  normal  au  rayon,  il 
faut  faire  Xk  =  o,  d'où 
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ce  qui  concorde  avec  (i3  bis)  si  Ton  suppose 

d  =  c. 

Dans  les  deux  cas  il  y  a  deux  raies  [raies  mot/ennes)  dont  la 
polarisation  est  toujours  rectiligne,  et  qui  disparaissent  pour 
a==o  et  deux  raies  (raies  extrêmes)  dont  la  polarisation  est  recti- 
ligne pour  Y  =  ^t  elliptique  en  général  et  circulaire  pour 
a  =  o. 

Dans  la  première  hypothèse  {a  =  c,  d=b)  la  polarisation  des 
raies  moyennes  est  perpendiculaire  au  champ;  celle  des  raies 
extrêmes  parallèle. 

Dans  la  seconde  hypothèse  («  =  /;,  c*  =  rf}  c'est  le  contraire  qui 
doit  se  produire. 

C'est  donc  la  première  hypothèse  que  Texpérience  semble 
confirmer. 

438.  Isotropie  dans  l'espace.  —  Nous  n'avons  considéré  jus- 
qu'à présent  que  Tisotropie  dans  le  plan  de  l'onde  et  cela  ne 
remplit  pas  toutes  les  conditions  imposées  pour  la  symétrie  du 
milieu.  En  effet,  notre  milieu  étant  isotrope,  les  équations  précé- 
dentes doivent  rester  les  mêmes  quelle  que  soit  l'orientation  du 
plan  de  l'onde  ;  de  plus,  elles  ne  doivent  pas  changer  quand  on 
remplace  le  système  des  axes  par  un  système  symétrique  par  rap- 
port à  l'origine,  puisque  le  milieu  n'est  pas  seulement  isotrope 
sans  symétrie  (comme  l'essence  de  térébenthine  par  exemple) 
mais  il  est  isotrope  et  symétrique. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  distinguer  deux  sortes  de  coor- 
données : 

I**  Les  coordonnées  vectorielles  que  j'appellerai  X,^  Y^  Z^  et  qui 
seront  les  composantes  d'un  vecteur  ;  et, 

2*  Les  coordonnées  scalaires  que  j'appellerai  T,^  et  qui  seront 
tout  à  fait  indépendantes  du  choix  des  axes. 

L'introduction  de  ces  coordonnées  scalaires  ne  doit  pas  nous 
étonner.  Justifions,  en  effet,  par  une  image  mécanique,  l'emploi 
de  ces  coordonnées.  Considérons  une  sphère  puisante  de  Bjerknes, 
susceptible  en  outre  d'un   mouvement  de  translation;  eh  bien. 
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pour  définir  la  situation  du  système  on  a  besoin  de  quatre  coor- 
données :  le  rayon  de  la  sphère  qui  sera  une  coordonnée  scalaire 
et  les  coordonnées  cartésiennes  du  centre  de  la  sphère,  qui  seront 
des  coordonnées  vectorielles. 

Cela  posé,  en  vertu  de  la  symétrie  du  milieu  : 

1°  II  sera  une  combinaison    linéaire  de  diverses  expressions 
d'une  des  formes  suivantes  : 

d\^    d\,         d\^    rfY,     .     rfZ^     rfZ, 
~~di       dT       lu       lt"^'~di       'dT' 


dl,    dlj 
dt       dt 


[i  peut  être  égal  à  K) 


'2^  P^  sera  une  combinaison  linéaire  d'expressions  d'une  des 
formes  suivantes 

X^X/  +  Y^Y,  +  ZkZ,  ; 

T  T  • 

V  P,  qui  a  pour  valeur 
sera  une  combinaison  linéaire  d'expressions  de  la  forme 


4°  L'expression  de  oJ, 


SJ 


=2W.5T., 


sera  une  combinaison  linéaire  d'expressions  de  la  forme. 


a       ?      Y 
X»    Yk    Zk 
oX,  SY,  oZ, 


a        ?        Y 

X,    Y,     Z, 
oX,  oY»   oZ, 


T,         aX,    +  ?Y,  +  vZ, 
oTf     aoXx  +  ^oYk  +  yoZ^ 


On  voit  que  dans  P,  et  II  les  termes  qui  dépendent  des  X, 
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ceux  qui  dépendent  des  Y,   ceux  qui  dépendent  des  Z.  ceux  qui 
dépendent  des  T,  sont  entièrement  séparés  les  uns  des  autres. 
Soient 

p.  p,  p.  p„ 

II.    H,     H,     II„ 

ces   huit  ensembles   de  termes  où  P,  représente  Tensemble  des 
termes  de  P,  qui  dépendent  des  or,  etc. 

D'après  le  théorème  des  formes  quadratiques  nous  pouvons  choi- 
sir les  Xk  et  les  T^,  de  telle  façon  que 

et  alors  on  verrait  que  H^,  et  P^  sont  formés  avec  les  Y  et  H,  et  P, 
avec  les  Z,  comme  H^.  et  P^.  les  sont  avec  les  X. 

On  obtiendra  ainsi  une  série  d'équations  analogues  aux  équa- 
tions 

(a)  {p\  -  p')  T.  =  -  î>W,, 

obtenues  précédemment. 

Voici  cette  série  d'équations. 

:'  {p\  —  P^)  X^  =  ;., 

\  [P\  -  P')  \  =  -'i.. 

"^  {'A—P^)  T,  =  T„ 

où  ;^,  7^^,  Ç^,  T»  sont  des  quantités  qui  jouent  par  rapport  à  X^,  Y^, 
Z^,  T^  le  même  rôle  que  jouait  — ipV^  par  rapport  à  T^  dans 
les  équations  («). 

439.  —  Nous  allons  traiter  les  équations  (t)  comme  nous  avons 
fait  des  équations  (a).    Les  seconds  membres  des  équations  [b] 


ISOTROPIE  DASS  L'ESPACE  669 

comme  ceux  des  équations  [a]  sont  très  petits.  Annulons-les  en 
première  approximation  et  faisons />==/>,  ;  nous  obtiendrons  une 
série  d'équations  linéaires  entre  les  quantités  X^,  Y^,  Z^,  T^.  En 
vertu  de  ces  équations  un  certain  nombre  de  ces  quantités  s'an- 
nuleront. Par  exemple  X^  s'annulera  si  p^  n'est  pas  égal  à/>,  et 
T^  s'annulera  également  si  (j^  n'est  pas  égal  i\  p^.  De  plus,  celles 
de  ces  quantités  qui  ne  s'annuleront  pas,  pourront  ne  pas  rester 
indépendantes,  mais  il  pourra  y  avoir  entre  elles  certaines  rela- 
tions linéaires. 

Pour  mieux  mettre  le  fait  en  évidence,  je  distinguerai  parmi 

les  Zk  deux  catégories  :  ceux  pour  lesquels  —p^  sera  nulle  et  que 

K 

j'appellerai  les  Z^^  ;  ceux  pour  lesquels  cette  dérivée  ne  sera  pas 
nulle   et   que  j'appellerai  les  Z^'.  J'appellerai  X^^  et  Y',^  les  X^  et 
les  Yk  qui  correspondent  aux  Z^  et  X^'  et  Y^'  ceux  qui  correspon- 
dent aux  Jj'^. 
Je  poserai 


Z 


/  Jk^il-j 


et  je  désignerai  par/^^  et  l[^  les  valeurs  des  coefficients  p^  et  l^  qui 
correspondent  aux  Zi,  par  j/J  et  /i'  celles  qui  correspondent  aux 
Zk  ;  il  résulte  de  cette  définition  et  de  celle  des  Zi  que  tous 
les  r  sont  nuls. 

Nos  équations  (4)  privées  des  seconds  membres  s'écriront  alors 
quand  on  y  aura  fait  />==/>, 

.  ipL'  -  p)]  Xi  =  o, 

[p'>^-pr}7A  =  o, 

\{pL"-p1)  z'j  +  i'jz=o, 

avec 

On  peut  toujours  supposer  qu'un  au  plus  des  p't[  est  égal  à  /;,  ; 
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le  cas  OÙ  îl  yen  aurait  plus  d'un  se  ramènerait  Ininicdiatenienl  à 
celui  où  il  n'y  en  a  qu'un. 

Si  aucun  des/;^'  n'est  égal  à  p^,  tous  les  X^'  sont  nuls. 

Si  un  des  p'^  que  j'appelerai  par  exemple  p'^  est  égal  à  /^,, 
l'équation  (//)  relative  à  Z^',  montre  que  Z  est  nul  ;  les  équations 
relatives  aux  autres  Z^   montrent  ensuite  que  tous  ces  Z^'  sont 

nuls  ;  l'équation  Z  =  >  /'^' Z^'montre  enfin  que  Z/==o. 

Il  est  donc  impossible  que  l'un  des  X^'  et  l'un  des  ZJ/  soient  en 
même  temps  différents  de  zéro. 

440.  — Mais  on  peut  généraliser  l'hypothèse  n^ct  supposons  plus 
abandonnons  cette  hypothèse  trop  restrictive  et  supposons  toujours 

mais  an  lieu  d'avoir, 

7_Vz;4_V 

on  aura 

/        V       V 


}i  ft  'f 


les  coellicients  m^  étant  différents  des  coefficients  /^. 
Nous  pouvons  supposer  alors, 

Pi   =  Pi 

m]'  =  o, 
et  on  pourra  avoir  à  la  fois 

x;  >o, 

Kn  vertu  des  éc|uations  [1/]  quelques-unes  de  nos  coordonnées 
s'annuleront  ;  les  autres  s'exprimeront  linéairement  à  l'aide  d'un 
certain  nombre  d'entre  elles  qui  resteront  indépendantes  et  qui 


^ 
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joueront  le  rôle  des  coordonnées  T,,  T,,  T,, T„  dans  les  équa- 
tions (8  bis).  Substituons  les  valeurs  ainsi  déduites  des  équations 
(A),  ce  que  nous  pouvons  faire  en  négligeant  les  ternies  du  second 
ordre  ;  nous  obtiendrons  des  équations  linéaires  analogues  aux 
équations  (8  bis)  et,  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  de  ces  équa- 
tions linéaires^  nous  obtiendrons  une  équation  analogue  h  l'équa- 
tion (i3). 

441.  Discussion.  —  Si  nous  voulons  rendre  compte  du  qua- 
druplet  il  faut  que  cette  équation  soit  du  quatrième  degré;  pour 
cela  il  faut  que  quatre  et  quatre  seulement  de  nos  coordonnées 
ne  s'annulent  pas  en  vertu  des  équations  (i'). 

Supposons  d'abord  que  les  coeflîcionts  appelés  plus  haut  m^^ 
soient  égaux  aux  coefficients  /^ .  Alors,  les  coordonnées  qui  ne 
s'annulent  pas  pourront  être  trois  coordonnées  vectorielles  XJ,  Y[,  Z,' 
et  une  coordonnée  scalaire  T^. 

I/expression, 

qui  joue  le  même  rôle  que  jouait  Texpression 
par  rapport  aux  équations  (8)  sera  de  la  forme, 

+  1' 


OL 


x[  y;  z; 
ox;  oy;  oz; 


T.      «x;  4-  ?YÎ  +  yz; 

oT.   aox;  +  ?oy;  ■+-  voz; 


Notre  équation  en  S  s'écrit  alors, 

S  —  av         (l 'i 

è  t 

S    —  «a 

^7  ^  UT.  S 

—  boL  —  bp  —  /r/ 


ay 


b. 
S 


o, 


ce  qui  correspond  à  Téquation  (i3  bis)  dans   Thypothèsc  a 
b  =  cl. 


=  c\ 
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Le  problème  semble  donc  résolu  d'une  manière  satisfaisante. 
Il  n'en  est  rien  encore   cependant.  Reprenons  Téquation  dont 
dépend  X( 

{p\  -  /)  x;  =  5;. 

KUe  a  été  tirée  d'une  équation  différentielle  (que  j'écris  en  sup- 
primant le  second  membre  qui  dépend  du  champ  magnétique  et 
est  très  petit). 


dl* 


-i-jA\[  =  l'/. 


Mais  d'après  la  définition  même  des  X|| ,  le  coefficient  /(    doit 
être  nul.  Il  reste  donc, 


On  voit  que  dans  cette  équation  différentielle  le  déplacement 
électi'ùjue  n'entre  pas, 

La  coordonnée  X[  pourra  donc  éprouver  des  oscillations,  mais 
ces  oscillations  ne  se  communiqueront  pas  à  Véther.  La  solution 
qui  précède  est  donc  illusoire. 

Xous  sommes  donc  réduits  à  supposer 


k  ^  '''k, 


et 


.// 


Pi  =Pr 

m"  =  o, 

l'i  ^  o. 


Soient  alors,  XJ',  Y,-',  Z,-'  et  T^  les  coordonnées  qui  ne  s'annu- 
lent pas  ;  Texpression  de  5J  sera  de  la  forme, 


a 


t 

rg  II 


XI'       \''       y/ 
i  *  i        *^i 

oX,    01,  0/, 


oT. 


aox;'  +  .30  y; 


VÔZ. 


ff 
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et  nous  retombons  sur  l'équation 

S  —  ay         a^ 

«Y 


—  aS 


S   —  a% 
aa  S 


ÙOL 


_  Aa    —  b^   —  Av 


analogue  hTéquation  (i3  bis)  dans  Thypothëse  a 
D'ailleurs  Téquation  différentielle, 


=  c*,  6  =:  rf. 


av 


dû 


+p^:=t^f, 


contient  le  déplacement  électrique  et  nous  sommes  à  Tabri  de 
l'objection  que  je  faisais  tout  à  l'heure. 

On  voit  donc  qu'il  est  à  la  rigueur  possible  de  rendre  compte 
du  quadruplet  de  M.  Cornu  par  la  théorie  de  Lorentz  généralisée. 
Je  laisse  de  coté  les  cas  plus  compliqués  où  l'on  aurait  des  sextu- 
plcts  ou  des  phénomènes  encore  plus  complexes. 

Quoique  le  caractère  artificiel  de  ces  hypothèses  soit  manifeste 
il  convient  donc  de  conserver  provisoirementl^  théorie  de  Lorentz 
généralisée  q ni  seule ^  jusfj a  à  présent^  permet  de  relier  entre  eux 
les  faits  observés. 
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442.  —  Cette  dernière  partie  de  notre  cours,  ne  peut  être 
regardée  ni  comme  un  exposé  ni  comme  une  critique  du  travail 
que  M.  Larmor  a  récemment  présenté  à  la  société  royale  de  Lon- 
dres sous  le  litre  suivant  :  .1  Dijnaniical  Theory  of  ihc  electric  and 
luniiniferous  médium  (').  Elle  contiendra  simplement  le  résumé  des 
réflexions  que  m'a  suggérées  la  lecture  de  cette  importante  commu- 
nication et  qui  m'entraîneront  souvent  bien  loin  de  la  théorie  de  Lar- 
mor.  (^est  ce  qui  justifie  le  titre  que  j'ai  choisi  pour  ce  chapitre. 
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443.  —  Et  d'abord  je  suis  conduit,  comme  M.  Larmor  lui- 
même,  à  débuter  par  un  résumé  des  diverses  théories  proposées 
par  les  savants  qui  se  sont  occupés  d'optique.  Les  expériences  sur 
l'optique  physique  ont  mis  en  évidence  l'importance  de  deux 
vecteurs  que  j'introduirai  ici  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  leur 
signification  théorique.  Dans  les  milieux  isotropes,  auxquels  je  me 
bornerai  toujours,  pour  ne  pas  compliquer  cette  exposition,  le 
premier  de  ces  vecteurs  esl  perpendiculaire  au  plan  de  polarisa- 
tion ;  j'en  désignerai  les  composantes  par  (P,  Q,  R)  et  je  l'appel- 
lerai vecteur  de  Fresnel.  Le  second  vecteur  est  perpendiculaire 
au  rayon  lumineux  et  parallèle  au  plan  de  polarisation.  Je  l'ap- 
pellerai vecteur  de  Neumann  et  je  le  désignerai  par  (a,  |3,  v). 

11  y  a  entre  ces  deux  vecteurs,  dans  un  milieu  isotrope  et  trans- 
parent, des  relations  très  simples.  Si  l'on  désigne  par    -rr— Tin- 

*    0 

(')  LvKMon,  Proccediiif^»  of  Royal  Society,  i.  LIV,  p.  i38;  7  décembre  i8«)J. 
L.i  tAt.'nièrc  électrique,  t.   LU,  p.  35 1. 
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verse  du  carré  de  la  vitesse  de  la  luniière  dans  le  vide  et   par  K 
le  carré  de  Tindice  de  réfraction,  on  aura, 


H^i.^ 


\ 


I 

dt 

.   dK 

Ko 

di 

<fy 

I 

d^ 

rfi> 

K 

di 

dz 

I 

d-; 

<IQ. 

Ae». 


(0 


K»    dl 


K„  '/' 

K,  dl 

I  ,.   d\\ 

K„  dl 


d.v 


dq 

dz 

dW 
d.r 

dV 

'fy 


I 

\ 


dl 

dz 

d^ 

d.v 
d% 


EL 
~^ 

'II. 
7F 


'Ci 


\ 


d 


rt.r 


c'est-à-dire  que  la  dérivée  par  rapport  au  temps  de  chacun  des 
vecteurs  est  proportionnelle  au  «  curl  »  de  Tautre  vecteur  pour 
employer  l'expression  anglaise. 

11  est  aisé  de  voir  que  les  équations  (i)  résument,  pour  ainsi 
dire,  les  principaux  laits  expérimentaux  relatifs  à  Toptique  et 
cela  indépendamment  de  toute  théorie. 

C'est  dans  l'interprétation  théorique  que  les  divergences  com- 
mencent. Pour  Fresnel  la  vitesse  d'une  molécule  d'éther  est  re- 
présentée en  grandeur,  direction  et  sens,  par  le  vecteur  (P,  Q,R}  ; 
pour  Mac  Cullagh  et  Neumann,  elle  est  représentée  par  le  vec- 
teur (a,  |3,  v).  En  d'autres  termes,  pour  Fresnel,  la  vibration  est 
perpendiculaire  au  plan  de  polarisation,  pour  Neumann  elle  est 
parallèle  à  ce  plan. 

Dans  toutes  les  théories  mécaniques  de  la  knnière,  les  vibra- 
tions de  l'élher  sont  attribuées  à  son  élasticité  ;  maison  peut  faire 
sur  cette  élasticité  plusieurs  hypothèses;  la  plus  simple  est  de 
la  supposer  analogue  à  celle  des  solides  qui  tendent  à  reprendre 
leur  forme  primitive,  (juand  une  force  extérieure  les  en  a 
écartés.  i\)ur  forcer  les  molécules  d'éther  ii  s'éloigner  de  leur 
situation  dV^juilibre,  il  faut  donc  dépenser  un  certain  travail  qui 
s'emmagasine  dans  le  (luide  et  qu'il  restitue,  (juand,  rendu  à  lui- 
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même,  il  revient  à  Téquilibre.  C'est  ainsi  qu'un  ressort  bandé  est 
un  réservoir  d'énergie.  Le  travail  ainsi  emmagasiné  est  ce  qu'on 
appelle  l'énergie  d'élasticité  de  l'éther. 

Dans  l'hypothèse  de  Fresnel,  la  force   vive   de   l'éther  a  pour 
expression, 

(2)  -^    /    K  (F  +  Q'^  +  R')  rfT,  fJ 


et  son  énergie  potentielle 


P)  ô^  /  (a^+;ï*  +  f)"^ 


Les  intégrations  sont  étendues  à  tous  les  éléments  de  volume  d-z 
de  l'espace.  Cela  revient  h  dire  que  la  densité  de  l'éther  est  pro- 
portionnelle à  K;  la  masse  de  l'élément  d'z  est  alors  proportion- 
nelle à  K.d'z  ;  comme  la  vitesse,  dans  l'hypothèse  de  Fresnel,  est 
représentée  par  le  vecteur  (P,  Q,  U),  la  force  vive  de  l'élément  d-z 
est  proportionnelle  à 

KrfT(P  +  Q^  +  R^;. 

D'autre  part,  tout  se  passera  comme  si  l'énergie  potentielle 
localisée  dans  un  élément  d-z  très  petit,  était  proportionnelle  au 
volume  de  cet  élément  multiplié  par  le  carré  du  vecteur  de  Neu- 
mann. 

Dans  l'hypothèse  de  Neumann,  au  contraire,  c'est  l'expres- 
sion (2)  qui  représentera  l'énergie  potentielle  et  l'expression  (3) 
qui  représentera  la  force  vive. 

Le  carré  de  la  vitesse  est,  dans  cette  hypothèse,  7}  -f-  ,3^  +  y'**  ; 
l'expression  de  la  force  vive  montre  que  la  densité  de  l'éther 
est    supposée  constante. 

Quant  à  l'énergie  potentielle  localisée  dans  un  élément  très 
petit  de  l'espace,  elle  est  proportionnelle  au  carré  du  vecteur  de 
Fresnel  multipliée  par  le  facteur  K  qui  représente  alors  l'élasti- 
cité de  l'éther. 

Dans  l'hypothèse   de  Xcumann,  l'élasticité    est  donc    variable 
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et  la  densité  constante  ;  c'est  l'Inverse  dans  la  théorie  de  Fresnel. 

Cette  variabilité  de  Télasllcité  donne  lieu  à  une  diflTiculté  qui 
est  spéciale  à  la  théorie  de  Neumann  et  de  Mac-CuUagh.  La  pres- 
sion de  Téther  dans  l'état  d'équilibre  ne  peut  être  nulle,  ce  que 
l'autre  hypothèse  aurait  permis  de  supposer.  Elle  ne  peut  non 
plus  être  constante,  elle  doit  dépendre  de  K,  et,  par  conséquent, 
elle  n'est  pas  la  même  dans  deux  milieux  différents.  Pour  que 
récjuilibre  se  maintienne  malgré  cette  différence  de  pression,  il 
faut  admettre  qu'à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux, 
l'éther  est  soumis  à  une  force  particulière  qui  rappellerait  dans 
une  certaine  mesure  la  capillarité  des  liquides.  C'est  ce  qu'on 
appelle  la  «  force  de  Kirc/i/io/f  », 

On  peut  échapper  à  cette  hypothèse  supplémentaire,  qui  n'est 
d'ailleurs  pas  très  gênante,  en  adoptant  les  idées  de  lord  Kelvin 
sur  Télastlcité. 

L'axe  d'une  toupie  en  rotation  tend  à  rester  dans  la  position 
verticale  ;  si  on  l'en  écarte,  il  décrira  un  petit  conc  autour  de  la 
verticale,  comme  le  fait  le  (il  d'un  pendule  conique  sous  l'in- 
fluence de  la  pesanteur  qui  tend  à  le  ramener  à  sa  position  d'équi- 
libre. Pour  un  observateur  qui  Ignorerait  son  mouvement  de 
rotation,  la  toupie  semblerait  obéir  à  une  sorte  de  force  élastique. 
On  peut  imaginer  des  appareils  plus  compliqués  qui  reproduisent 
plus  exactement  encore  les  propriétés  des  corps  élastiques  et 
c'est  ce  qu'a  fait  Lord  Kelvin.  Supposons  des  systèmes  articulés 
dont  certaines  pièces,  jouant  le  rôle  de  gyrostats,  sont  animées 
d'une  rotation  rapide.  Dans  ces  systèmes,  aucune  force  n'est  en 
jeu  ;  et  pourtant  ils  se  comporteront  comme  s'ils  étaient  doués 
d'élasticité.  En  apparence,  on  peut  y  emmagasiner  de  l'énergie 
potentielle  ;  mais  ils  ne  possèdent,  en  réalité,  que  de  l'énergie 
cinétique.  On  peut  donc  se  demander  si  Téther  n'est  pas  cons- 
titué de  la  sorte  ;  si  un  observateur,  disposant  de  moyens  assez 
puissants  pour  pénétrer  toutes  les  délicatesses  de  sa  structure 
intime,  ne  découvrirait  pas  que  toute  son  énergie  est  due  à  la 
force  vive  des  tourbillons  infinitésimaux  qui  y  sont  renfermés.  Son 
éJastlclté,  que  la  théorie  ordinaire  explique  par  des  attractions  à 
distance    s'exercant   entre   les   molécules,   serait  due   alors  à  de 

"  7 

simples  forces  apparentes  d'inertie,  analogues  dans  une  certaine 
mesure  l\  la  force  centrifuge. 
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Il  V  a  toutefois  une  difFérence  entre  l'élasticité  ordinaire,  celle 
des  solides,  et  Y  élasticité  rotationnelle  Ae  Lord  Kelvin.  Quand  oh 
déforme  un  solide,  son  élasticité  est  mise  en  jeu  ;  mais  elle  ne 
Test  plus  quand  on  le  fait  tourner  en  changeant  son  orientation 
dans  l'espace,  mais  sans  changer  sa  forme.  Il  n'en  est  pas  ainsi 
des  systèmes  articulés  de  Lord  Kelvin. 

On  ne  peut  changer  leur  orientation  sans  avoir  h  vaincre  une 
sorte  de  résistance  élastique. 

On  peut  donc,  avec  cette  nouvelle  manière  de  voir,  supposer 
que  les  diverses  parties  de  Téther  tendent  h  conserver  leur  orien- 
tation, qu'on  ne  peut  les  en  écarter  sans  dépenser  du  travail, 
et  qu'elles  y  reviennent  quand  la  force  extérieure  cesse  d'agir. 

On  peut  greJFer  l'hypothèse  de  Lord  Kelvin,  soit  sur  la  théorie 
de  Fresnel,  soit  sur  celle  de  Neumann.  Dans  l'un  ou  l'autre  cas 
l'énergie  totale  est  représentée  par  la  somme  des  expressions  (a) 
et  (3)  et  elle  est  tout  entière  cinétique. 

Seulement,  dans  l'hypothèse  de  Fresnel,  l'expression  (2) 
représente  la  force  vive  des  vibrations  de  l'éther  qui  sont  relati- 
vement des  mouvemcHts  d'ensemble  ;  l'expression  (3)  représente 
la  force  vive  de  mouvements  tourbillonnaires  beaucoup  plus 
intimes  encore  (ou  plutôt  la  partie  variable  de  cette  force  vive). 

Dans  riiypothèse  de  Neumann,  c'est  l'inverse  ;  on  n'a  plus 
d'ailleurs  à  supposer  l'existence  de  la  force  de  Kirchhoff. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas  on  peut  appeler  énergie  potentielle 
apparente,  la  partie  de  l'énergie  totale  (jui  est  due  aux  mouve- 
ments tourbillonnaires  intimes. 

On  peut  s'étonner  qu'en  partant  de  deux  points  de  départ  aussi 
diflerents,  on  arrive  h  la  môme  expression  de  l'énergie.  Dans  la 
théorie  ordinaire,  une  rotation  sans  déformation  n'entraîne  pas 
de  résistance  élastique,  tandis  <jue,  dans  la  théorie  de  Lord  Kel- 
vin elle  en  fait  naître.  (Comment  l'énergie  totale  a-t-elle  même 
valeur  dans  les  deux  cas  ?  C'est  ce  qu'au  premier  abord  on  ^a 
(juehjue  dilllculté  à  s'expliquer. 

On  s'en  rend  conipte  en  remar([uant  que  Téther  est  un  milieu 
indéfini  ;  une  perturbation  ne  peut  atteindre  ([u'une  partie  finie 
de  ce  milieu,  les  parties  les  plus  éloignées  restant  en  repos. 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que  dans  un  pareil  milieu  une 
partie  ne  peut  tourner  sans  se  déformer,  sans  que  d'autres   par- 
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tics  subissent  une  déformation.  SI  Ton  supposait  par  exemple  un 
cylindre  tournant  autour  de  son  axe  tout  d'une  pièce  pendant  que 
le  reste  de  Téther  demeure  en  repos,  il  y  aurait  la  une  disconti- 
nuité que  l'on  ne  saurait  admettre  ;  il  faut  supposer  entre  le 
cylindre  qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  uniforme  et  Téther 
extérieur  en  repos,  une  couche  de  passage,  qui  pourra  d'ailleurs 
être  aussi  mince  qu'on  le  voudra,  et  où  la  vitesse  ira  en  décrois- 
sant d'une  manière  continue  quand  on  ira  vers  Textérieur.  Cette 
couche  de  passage  serait  dans  tous  les  cas,  le  si^ge  de  déforma- 
tions. 

THÉORIES     ÉLECTRIQUES 

444.  —  Les  équations  quf  résument  les  lois  observées  des  phé- 
nomènes électriques  présentent  une  remarquable  analogie  avec 
celles  de  l'optique.  Maxwell  a  le  premier  remarqué  cette  analogie 
et  ce  sera  son  éternel  titre  de  gloire. 

Dans  un  milieu  non  magnétique  et  diélectrique,  ces  quantités 
seront  liées  par  des  équations   identiques  aux  équations  (i),   le 

coefficient  —    ayant  même  valeur  numérique  dans  les  équations 

électriques  optiques. 

Dans  un  milieu  magnétique  et  conducteur,  les  équations  sont 
un  peu  plus  compliquées  et  il  faut  y  introduire  deux  autres  para- 
mètres ;  h  savoir,  le  coedîcient  de  perméabilité  [jl  et  le  coefficient 
de  conductibilité  Â.  Les  équations  (i)  prennent  alors  la  forme  sui- 
vante, 

ù^^cae.  '  K,  ^  di-inj     dz  ' 

I         ^3        dV        d\\ 


IJL 


K    *     dt         dz         dx  ' 


0 


(4) 


I         d-f        dO        dP 

M      *_    = _i • 

Kq  ^  d(  dx  d\j 

I  ,,  rfP        r/|3       ^Y        4-  ^, 


fè^-'i^'^  I     Ko         di  dz         dy         Ko 

I  rZQ  _  d-.;         dy,         4  -   •;  .V 

k;  ^^7r—ZF~"d^~K^   ^^' 

I      .^  dR         dy.         d'i         4-   ^i> 
K         dt  dij         d.r         Ko 
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Les  équations  (4}  ooiitiennenl  les  équations  (i)  comme  cas  par- 
ticulier et  on  obtient  ces  dernières  en  faisant 

'JL  ==  I  ;  A  =  o. 

Il  nous  sera  permis  dans  ce  qui  va  suivre  de  supposer  jj.  ==  i . 
Nous  pouvons  en  effet  adopter  Thypothèse  d*Ampëre.  Alors  les 
milieux  qui  nous  semblent  magnétiques  devraient,  pour  un  obser- 
vateur dont  les  sens  seraient  assez  subtils,  apparaître  comme 
dénué»  de  magnétisme  mais  parcourus  par  un  très  grand  nombre 
de  courants  particulaires. 

L'identité  de  la  lumière  et  de  l'électricité  semble  hors  de  doute 
d'après  ces  considérations  que  des  expériences  ont  confirmées  et 
on  y  a  d'abord  cherché  une  explication  nouvelle  des  phénomènes 
optiques  destinée  à  faire  oublier  les  anciennes  explications  méca- 
niques. 

Puis  on  a  cherché  une  explication  mécanique  commune  de  la 
lumière  et  de  l'électricité,  et  alors  l'idée  la  plus  naturelle  était 
de  revenir  aux  théories  élastiques  dont  j'ai  parlé  plus  haut  et  qui 
avaient  si  longtemps  paru  tout  à  fait  satisfaisantes.  Puisqu'elles 
rendaient  compte  de  la  lumière,  il  s'agissait  de  les  adapter  ii  l'ex- 
plication de  l'électricité. 

L'adaptation  aurait  été  immédiate,  si  les  équations  de  l'électri- 
cité n'étaient  comme  nous  venons  de  le  voir,  plus  générales  que 
celles  de  l'optique.  Malheureusement  les  équations  (i)  ne  sont 
que  des  cas  particuliers  des  équations  (4). 

Cette  circonstairce  ne  doit  pas  toutefois  tious  décourager  ;  pre- 
nons une  quelconque  des  théories  optiques,  celle  de  Fresnel 
par  exemple  ;  dans  cette  théorie  la  vitesse  de  Téther  est  repré- 
sentée par  le  vecteur  (P,Q,  R)  ;  supposons  par  conséquent  que  la 
vitesse  de  l'éther  soit  représentée  par  la  force  électrique.  Repre- 
nons les  équations  (4),  et  interprétons-les  en  conséquence,  elles 
exprimeront  certaines  propriétés  de  l'éther  ;  ce  seront  les  pro- 
priétés qu'il  faudra  attribuer  à  ce  lluide,  si  Ton  veut  conserver 
la  théorie  de  Fresnel. 

Au  lieu  d'appliquer  ce  procédé  d'adaptation  a  la  théorie  de 
Fresnel,  on  peut  l'appliquer  à  celle  de  Neumann  et  Mac-Cullagh 
et  c'est  ce  qu'a  fait  M.  Larmor. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  est  conduit  à  attribuer  à  l'éther  des 
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propriétés  assez  étranges  et  faites  pour  nous  surprendre  au  pre- 
mier abord.  11  convient  en  tout  cas  d'insister  sur  ces  étrangetés, 
soit  ({u'on  veuille  familiariser  les  esprits  avec  elles,  soit  qu'on  les 
regarde  comme  des  obstacles  insurmontables  qui  ne  permettent 
pas  d'adopter  ces  explications. 

ADAPTATION  DE  LA  THKOHIE  DE  KHESNEL. 

445.  —  I^a  théorie  électromagnétique  de  la  lumière,  aujour- 
d'hui confirmée  par  Texpérience,  nous  apprend  que  ce  qu'on 
appelle  en  opti([ue  le  vecteur  de  Fresnel  n'est  autre  chose  que 
la  force  électrique,  et  que  le  vecteur  de  Neumann  est  identique 
avec  la  force  magnétique.  Si  donc  nous  voulons  conserver  la 
théorie  de  Fresnel,  il  faut  que  nous  admettions  que  hi  vitesse 
de  Téther  est  représentée  en  grandeur,  direction  et  sens,  par  la 
force  électrique. 

Mais  cette  hypothèse  entraîne  des  conséquences  singulières, 
(«onsidérons  une  petite  sphère  électrisée  ;  la  force  électrique  est 
partout  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  qui  va  au  centre  de  la 
sphère  ;  telle  devrait  donc  être  aussi  la  direction  de  la  vitesse  de 
Télher. 

Il  en  résulterait  (ju'une  sphère  électrisée  positivement,  par 
exemple,  absorberait  constamment  de  Téther  et  qu'une  sphère 
électrisée  négativement  en  émettrait  constamment. 

Kt  cette  absorption  ou  cette  émission  devrait  durer  tant  que  la 
sphère  conserverait  sa<*harge. 

r.n  d'autres  termes,  les  parties  de  l'espace  où  nous  disons  qu'il 
y  a  de  réleclricité  positive  ou  négative  seraient  celles  où  la  den- 
sité de  Télher  va  constamment  en  augmentant,  ou  constamment 
en  diminuant. 

Cola  semble  bien  dillicile  à  admettre  ;  comment  la  densité  de 
l'élher  pourrait-elle  varier  si  longtemps  toujours  dans  le  même 
sens,  sans  t[ue  les  propriétés  de  cet  éther  en  paraissent  modifiées? 
Kaudra-l-il  donc  supposer  que  la  tlensité  est  très  grande  et  sa 
vitesse  dans  un  champ  électrit[ue  très  petite,  de  sorte  que,  mal- 
gré la  durée  de  l'électrisation,  les  variations  relatives  de  la  den- 
sité soient  peu  sensibles? 

Poursuivons  néaiunoins  notre   examen.  Vovons  si   cotte  com- 
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pressibllitt^  indéfinie  de  Téther  n'est  pas,  sinon  plus  intelligible, 
au  moins  plus  conforme  aux  hypothèses  habituelles  qu'il  ne 
semble  au  premier  abord. 

Un  gaz  ne  transmet  pas  les  vibrations  transversales  ;  cela  tient 
à  ce  qu'un  glissement  intérieur  entre  les  couches  gazeuses  ne 
provoque  pas  de  résistance  élastique  ;  si  même  le  gaz  était  dé- 
pourvu de  viscosité,  un  mouvement  de  glissement,  une  fois  com- 
mencé se  poursuivrait  indéfiniment. 

De  même  Téther  ne  transmet  pas  les  vibrations  longitudi- 
nales, ce  qui  peut  s'expliquer  de  deux  manières  :  on  peut  sup- 
poser qu'il  est  absolument  incompressible  ;  on  peut  imaginer, 
et  c'est  là  l'hypothèse  que  Fresnel  est  obligé  de  faire  pour  expli- 
quer la  réflexion,  qu'il  est  au  contraire  incapable  de  résister  \\  la 
compression. 

La  compression  dans  l'éther,  de  même  que  le  glissement  dans 
les  gaz,  ne  doit  donc  pas  provoquer  de  résistance  élastique  ;  et 
alors  quand  une  particule  d'éther  a  commencé  à  se  contracter  ou 
à  se  dilater,  cette  contraction  ou  cette  dilatation  se  poursuivra 
indéfiniment. 

Les  hypothèses  anciennement  admises  entraînaient  donc  déjà 
cette  conséquence  que  nous  jugeons  invraisemblable  ;  on  les  ac- 
ceptait pourtant  parce  qu'on  croyait  qu'elles  n'étaient  (ju'appro- 
chées  ;  pour  adapter  la  théorie  de  Fresnel  aux  phénomènes  élec- 
tri(jues,  il  faut  au  contraire  les  supposer  très  près  d'être 
rigoureusement  réalisées,   et  c'est  de  là  que  vient  la  dilliculté. 

Je  ne  chercherai  pas  à  \\\  lever;  mais  je  ne  puis  passer  sous 
silence  l'analogie  entre  les  considérations  qui  précèdent  et  les 
sphères  puisantes  de  Bjerknes.  Pendant  ([ue  l'une  de  ces  sphères 
se  contracte,  le  mouvement  dans  le  litjuide  environnant  est  tout 
à  fait  pareil  à  celui  que  la  théorie  précédente  attribue  à  l'éther 
dans  le  voisinage  d'une  charge  électrique  positive.  Quand  cette 
sphère  se  dilate,  elle  est  au  contraire  assimilable  à  une  masse 
électri([ue  négative. 

On  sait  (jue  la  représentation  des  phénomènes  électrostati([ues 
par  les  sphères  de  Bjerknes  n'est  qu'imparfaite  et  cela  pour  deux 
raisons.  La  première  sur  lacjuelle  on  a  surtout  insisté,  c'est  que 
le  signe  des  phénomènes  est  changé. 

La    seconde  n'est    pas    moins   importante.   Bjerknes    fait    agir 
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rune  sur  l'autre  deux  sphères,  dont  les  pulsations  ont  intime 
période,  de  plus  les  pulsations  ont  toujours  même  phase,  ou  l)ien 
phase  opposée,  de  telle  façon  que  la  différence  de  phase  est  tou- 
jours égale  à  o  ou  à  t:. 

Vax  se  restreignant  ainsi,  il  représente  les  phénomènes  élec- 
triques au  signe  près;  il  serait  arrivé  sans  cela  à  des  lois  beau- 
coup plus  compliquées;  supposons,  par  exemple,  trois  sphères 
puisantes  A,  B  et  C  ayant  même  période,  mais  ayant  respective- 
ment pour  phase  o,  —  et  t:  ;  A  n'agirait  pas  sur  H,  ni  B  sur  C  ; 

mais  A  agirait  sur  C.  On  n'a  plus  du  tout  la  reproduction  des 
lois  de  réleclrostatiquc. 

Or  si  Ton  admet  que  l'électricité  est  due  à  de  semblables 
oscillations,  on  pourra  supposer  à  la  rigueur  que  ces  oscillations 
aient  toujours  même  période  ;  mais  il  n'y  a  aucune  raison  pour 
que  la  différence  de  phase  soit  toujours  o  ou  t.. 

Bjerknes  était  bien  forcé  de  donner  à  ses  sphères  un  mouve- 
ment alternatif,  mais  l'éther  indéfiniment  compressible  de  la 
théorie  de  Fresnel  adaptée,  nous  donne  l'image  de  sphères 
puisantes  dont  la  contraction  ou  la  dilatation  durerait  indéfi- 
niment et  pour  ainsi  dire  de  sphères  puisantes  de  période 
infinie. 

Les  attractions  électrostatiques  seraient  donc  immédiate- 
ment expliquées,  s'il  ne  restait  la  didiculté  du  changement  de 
signe.  l'MIe  n'est  pas  insurmontable  et  nous  y  reviendrons^, 

Voici  maintenant  la  signification  des  équations  (4)  ;  adoptant 
l'hypothèse  d'Ampère  je  suppose  jji  =  i .  D'où  provient  le  terme, 
en  A  qui  s'introduit  dans  les  milieux  conducteurs  ?  L'interpréta- 
tion en  est  aisée  ;  dans  les  conducteurs  (jui  sont  le  siège  d'un 
courant  voltaïque,  il  y  a  réellement  un  courant  continu  d'élher; 
il  y  en  a  un  aussi  à  travers  les  diélectriques  dans  un  champ  élec- 
trique ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  haut  ;  mais  tandis  que  l'éther 
pourrait  se  déplacer  à  travers  les  diélectriciues  sans  subir  aucun 
frottement,  il  frotterait  sur  la  matière  des  conducteurs,  et  ce 
serait  la  force  vive  détruite  par  ce  frottement  qui  se  transforme- 
rait en  chaleur  et  qui  échaufferait  le  circuit  voltaïque. 

Parmi  les  mouvements  dont  l'éther  peut  être  le  siège,  il  y  en 
a  (jui    no    provoquent  aucune   résistance  élasti(iue  ;  ce    sont    des 


I 
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mouvements  de  cette  sorte  qui  se  produisent  dans  le  voisinage 
d'un  circuit  parcouru  par  un  courant  voltaïque  permanent. 
Mais  on  ne  peut  directement  passer  du  repos  à  un  semblable 
mouvement  ou  inversement  ;  il  y  a  nécessairement  une  phase 
transitoire  où  d'autres  mouvements  se  produisent,  qui  eux 
sont  transversaux  et  doivent  mettre  en  jeu  Télasticité  de  l'éther. 
Ce  serait  cette  réaction  élastique  qui  produirait  les  phénomènes 
d'induction. 

Nous  reviendrons  plus  loin  en  détail  sur  tous  ces  points. 
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446.  —  La  théorie  de  Larmor  n'est  autre  chose  que  l'adapta- 
tion de  la  théorie  de  Neumann.  La  vitesse  de  l'éther  est  alors  re- 
présentée en  grandeur,  direction  et  sens  par  le  vecteur  de  Neu- 
manU;  c'est  à-dire  par  la  force  magnétique. 

Comme  nous  supposons  jjl  =  i  on  a  partout, 

(It.         r/S  rfv 


cix         dy  dz 

• 

et  l'éther  apparaît  comme  incompressible. 

Si  l'on  considère  un  fil  recliligne  parcouru  par  un  courant  vol- 
taïque,  dans  le  voisinage  de  ce  fil  l'éther  est  en  rotation  ;  chaque 
molécule  décrivant  une  circonférence  qui  a  pour  axe  l'axe  même 
du  fil  ;  la  vitesse  angulaire  de  rotation  est  en  raison  inverse  du 
carré  du  rayon  de  cette  circonférence. 

Les  phénomènes  d'induction  électromagnétique  sont  dus  sim- 
plement à  l'inertie  de  l'éther. 

L'éther  est  doué  de  l'élasticité  rotationnelle  telle  que  la  com- 
prend Lord  Kelvin  ;  on  ne  peut  donc  écarter  une  particule  d'étlier 
de  son  orientation  primitive  sans  avoir  à  dépenser  du  travail. 
!Mais  cette  résistance  n'est  pas  toujours  de  même  nature. 

Dans  les  diélectriques,  c'est  une  résistance  élastique,  et  une 
particule  d'élher,  écartée  de  son  orientation  primitive,  y  revient 
dès  qu'on  l'abandonne  à  elle-même  ;  dans  les  conducteurs  c'est 
une  résistance  analogue  à  la  viscosité  des  liquides,  cette  parti- 
cule ne  tend  pas  à  revenir  d'elle-même  à  son  orientation  primi- 
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tivc,  et  tout  le  travail  dépensé  pour  Ten  écarter  a  été  transformé 
en  chaleur. 

Les  choses  malheureusement  ne  sont  pas  aussi  simples  que 
cela,  et  il  y  a  une  didîculté  qui  mérite  quelque  attention.  Le 
couple,  qui  dans  cette  théorie,  tend  h  ramener  une  particule 
d'élher  à  son  orientation,  est  représenté  en  grandeur,  direction 
et  sens,  par  le  vecteur  de  Fresnel,  c'est-à-dire  par  la  force  élec- 
trique (P,  Q,  R). 

Si  Télasticité  rotationnelle  de  Lord  Kelvin  demeurait  inaltérée, 
au  moins  dans  les  diélectriques,  on  devrait  avoir  à  un  facteur 
constant  près, 

K,  dz  dij  ' 

I  (IX^  d\ 


Ky  dx  dz  ' 

K^  dij         dx 

;,  r,,  !^  désignant  les  composantes  du  déplacement  d'une  molé- 
cule d'éther  à  partir  de  sa  position  primitive. 

11  en  résulterait  que  le  Hux  de  force  électrique  qui  traverse 
une  surface  fermée  quelconque  dans  le  diélectrique  devrait  être 
nul  ;  en  d'autres  termes  la  charge  totale  d'un  conducteur  isolé 
devrait  être  nulle. 

II  est  donc  nécessaire  d'introduire  dans  la  théorie  une  modifi- 
cation profonde  et  cette  nécessité  n'a  pas  échappé  à  M.  Larmor 
<[ui  s'explii[ue  sur  ce  point  en  quelques  lignes  [ProceedlngSy 
j  déc.   i8(),'i,  p.  447?  lignes  j  ii  n^\. 

Pour  voir  quelle  est  la  modification  convenable  il  n'y  a 
qu'une  chose  à  faire  ;  reprenons  les  équations  ^4)-.  interprétons- 
les  dans  le  langage  de  la  théorie  de  Larmor  et  voyons  ce  qu'elles 
signifient. 

Posons 

—   KP'  =  -i^  —  i^, 

Ky  dz  dy  ' 

la  seconde  é({uation    4^  deviendra, 


,  ,/   P  —  P) 


>{— 


(j  -^    Iv -. := — -t^aP. 


^ 
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Si  Â  était  constamment  nul,  on  aurîiit  P  =  P',  c'est-à-dire  que 
le  couple  développé  par  Télasticité  de  Téther  tendrait  à  ramener 
chaque  particule  d'éther  à  son  orientation  primitive. 

Supposons  maintenant  que  ).  soit  variable  ;  d*abord  nul,  ce 
coefficient  prendrait  une  valeur  positive  pendant  quelque  temps, 
puis  redeviendrait  nul.  (l'est  à  peu  près  ce  qui  arrive  dans  le  cas 
d'une  décharge  disruplive  ;  Tair  d'abord  isolant,  cesse  de  Tétre 
pendant  quelques  instants  au  moment  de  la  décharge  et  perd  en- 
suite de  nouveau  ses  propriétés  conductrices. 

Quelle   est   alors   la  signification  de  l'équation    (5)  ?  On  aura 


P  — P'  = 


rintégrale    j\Pdt  devant  t^tre   étendue  à  toute  la  durée    de    la 

décharge,  et  étant  par  conséquent  proportionnelle  à  la  quan- 
tité d'électricité  qui  a  passé  pendant  cette  décharge  ;  je  puis  donc 
écrire, 

k  étant  un  coellîcient  constant  et  s  étant  celte  quantité  d'élec- 
tricité. 

Après  la  décharge,  le  couple  élastique  ne  tend  plus  à  rame- 
ner la  particule  d'éther  à  son  orientation  primitive,  c'est-à-dire 
à  une  orientation  telle  que  P  =  o,  mais  à  une  orientation  telle 
que  P  =  ks. 

Pendant  la  décharge  le  diélectrique  perd  son  élasticité  rota- 
tionnelle ;  après  la  décharge  il  la  recouvre,  mais  profondément 
modifiée  par  le  passade  de  V électricité. 

L'élasticité  des  solides  nous  oflre  des  phénomènes  tout  sem- 
blables. Une  barre  d'acier  soumise  à  une  traction  s'allonge, 
mais  pour  revenir  à  sa  longueur  primitive  dès  que  la  traction 
cesse.  Si  on  la  chauffe  au  rouge,  elle  perd  son  élasticité  et  de- 
,  vient  ductile  ;  sous  la  traction,  après  s'être  allongée,  elle  conser- 
vera la  longueur  qu'elle  aura  ainsi  acquise  même  quand  cette  trac- 
tion aura  cessé.  Si  ensuite  on  la  refroidit,  elle  recouvrera  son 
élasticité,  mais  cette  élasticité  sera  modifiée,  car  elle  ne  tendra 
pas  à  ramener   la  barre  à   la    longueur   qu'elle   possédait  avant 
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toutes  CCS  Opérations,  mais  à  la  longueur  qu'elle  avait  au  moment 
où  Télasticilé  a  clé  recouvrée. 

Que  se  passe -t-il  alors  dans  l'éther  qui  entoure  un  corps  élec- 
trise  : 

Chaque  particule  est  soumise  h  un  couple  élastique  qui  tend  à 
la  ramener  à  une  orientation  donnée,  différente  (au  moins  pour 
celles  qui  ont  été  traversées  par  de  rélectricilé  pendant  la 
charge)  de  celle  qu'elle  possédait  avant  Télectrisation.  Les  par- 
ticules étant  solidaires  les  unes  des  autres,  les  orientations 
qu'elles  tendent  à  prendre  sont  en  général  incompatibles.  II  se 
produit  alors  un  équilibre  où  chacune  de  ces  particules  est  com- 
parable à  un  petit  ressort  tendu.  Le  travail  des  forces  élec- 
trostatiques n'est  autre  chose  que  l'énergie  emmagasinée  dans 
ces  petits  ressorts. 

Celle  explication  ne  me  satisfait  pas  encore  complètement 
parce  que  nous  n'avons  envisagé  que  la  décharge  disruptive, 
et  que  nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où,  pour  modifier  les 
charges  de  deux  conducteurs  on  les  met  en  communication  à 
l'aide  d'un  (il  métallique,  pour  les  isoler  ensuite  de  nouveau  en 
écartant  le  (il. 

Mais  là  on  a  affaire  ii  des  corps  en  mouvement,  et  la  dilficulté 
est  plus  grande.  Au  lieu  des  équations  (4)  qui  sont  celles  de 
Hertz  (^(irundgleichungen  der  Eleclrodijnaniik  fur  ruhende  Kôr- 
pcf'y  Wiedemanns  Annalefiy  4^,  p.  Sj",  et  la  Lumière  électrique 
t.  XXXVII,  p.  i3j,  i88,  23())  il  faut  considérer  les  équations 
beaucoup  plus  compliquées  du  second  mémoire  de  Hertz  sur  les 
corps  en  mouvement  [Grundi^leichungen  der  Elecirodt/namik 
fur  bewegte  KOrper,  Wiedemanns  Annalen,  4'i  et  la  Lumière 
électrique^  t.  XXXVIII,  p.  488  et  54^*).  J'étudierai  ces  équations 
un  peu  plus  loin"  et  je  chercherai  quelle  est  leur  signification 
quand  on  les  interprète  soit  dans  le  langage  de  la  théorie  de 
Frcsnel  adaptée,  soit  dans  le  langage  de  la  théorie  de  Larmor. 

J'aurai  ainsi,  du  même  coup,  l'explication  dans  l'une  et  dans 
l'aulre  théorie,  des  phénomènes  mécaniques  dont  un  champ  élec- 
lro-magnéli(juc  est  le  siège,  c'est-à-dire  des  attractions  électros* 
taliques  et  des  actions  mutuelles  des  courants. 

Pour  achever  de  tracer  le  programme  des  questions  que  je 
veux  traiter  dans   ce  qui  va  suivre,  j'attirerai  encore  rattention 
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sur  deux  autres  dilllcullés  que  nous  aurons  à  examiner  en  détail. 
Généralement  dans  les  recherches  sur  Télectricité  on  admet  que 
les  déformations  des  corps  éhistiques  sont  très  petites  ;  ici  une 
semblable  hypothèse  n'est  plus  permise  ;  dans  un  champ  magné- 
tique constant  la  vitesse  de  Téther  est  également  constante  d'après 
l'hypothèse  de  Larmor,  et  toujours  dans  le  même  sens.  Au  bout 
d'un  certain  temps,  les  molécules  d'éther  doivent  avoir  éprouvé 
des  déplacements  sensibles,  et  cela  même  en  supposant  cette  vi- 
tesse constante  très  petite  ;  car  dans  les  corps  magnétiques,  il 
faut  supposer  l'existence  de  courants  particulaires  permanents 
qui  doivent  durer  depuis  Torigine  du  monde,  bien  qu'ils  ne  se 
manifestent  que  quand  le  corps  est  «  magnétisé  »  c'est-à-dire 
quand  tous  ces  petits  courants  sont  ramenés  par  une  cause  exté- 
rieure à  une  orientation  commune.  Quelque  petite  que  soit  la 
vitesse  de  Téther,  un  mouvement  qui  se  produit  toujours  dans  le 
même  sens  depuis  l'origine  du  monde,  a  nécessairement  produit 
des  déplacements  considérables. 

En  second  lieu,  dans  un  champ  magnétique,  l'étlier  est  sup- 
posé en  mouvement  et  il  devrait  entraîner  les  ondes  lumi- 
neuses. 

M.  Larmor  dit  à  ce  sujet  à  la  fin  de  son  travail  : 

((  Le  professeur  O.  Lodge  a  bien  voulu  examiner  l'elTet  d'un 
»  champ  magnétique  sur  la  vitesse  de  la  lumière  ;  mais  n'a  pu 
»  en  déceler  aucun,  bien  que  les  moyens  qu'il  employait  fussent 
»  extrêmement  délicats  ;  il  en  résulterait,  dans  notre  théorie 
»  que  le  mouvement  dans  un  champ  magnétique  est  très  lent, 
»   et  par  consécjucnt  la  densité  du  milieu  très  grande.  » 

Ainsi  ce  mouvement  était  si  lent  que  les  expériences  de  M.  O. 
Lodge,  quoique  très  précises,  ne  l'étaient  pas  encore  assez  pour 
le  mettre  en  évidence.  Pour  dire  toute  ma  pensée,  j'estime  que, 
ces  expériences  eussent-elles  été  cent  ou  nillle  fois  plus  précises, 
le  résultat  aurait  encore  été  néoratif. 

Je  n'ai  à  donner  à  l'appui  de  cette  opinion  que  des  raisons  de 
sentiment  ;  si  le  résultat  avait  été  positif,  on  aurait  pu  mesurer 
la  densité  de  l'élher  et,  si  le  lecteur  veut  bien  me  pardonner  la 
vulgarité  de  cette  expression,  il  me  répugne  de  penser  que  l'éther 
soit  si  arrivé  que  cela. 
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ELECTRODYXAMIQL'E    DES    CORPS    EX    MOUVEMENT 

447.  —  Ainsi  que  je  l'ai  dit  précédeninient,  je  ne  peux  pour- 
suivre rexanien  de  la  théorie  de  Larnior  qu'en  examinant  ce  qui 
se  passe  dans  un  cha  mp  électromagnétique  où  il  y  a  des  corps  en 
mouvement. 

Le  plus  simple  parait  être  de  prendre  comme  point  de  départ 
les  équations  de  Hertz  [Grundgleichun^^en  der  Electrodtjnamik 
fur  bewegtc  Kovpevy  Wiedemanns  Annalen,  40  {^*idc  snpra 
p.  590)  et  de  les  traduire  ensuite  soit  dans  le  langage  de  la 
théorie  de  Fresnel  adaptée,  soit  dans  celui  de  la  théorie  de  Lar- 
nior. 

Mais  une  première  question  se  pose.  Ces  équations,  qui  ne  re- 
posent, en  somme,  que  sur  quelques  inductions  hardies,  peuvent- 
elles  être  acceptées  telles  quelles  ;  cela  est  fort  douteux. 

Nous  avons  vu  plus  haut  en  efFet  (p.  389,  n"  319)  que  les  ondes 
lumineuses  devaient  être  entraînées  totalement  par  un  milieu 
diélectrique  en  mouvement. 

Cela  est  absolument  contraire  à  Texpérience  célèbre  de  Fizeau 
qui  nous  apprend  que  rentraînement  n'est  que  partiel  ;  on  devrait 
avoir  (p.  ^92) 

;,T,,IJ  étant  les  composantes  de  la  vitesse  de  la  matière. 

Les  équations  de  Hertz  doivent  donc  être  modifiées.  Mais  quelle 
modification  faut-il  y  introduire  ?  On  peut  être  un  peu  embar- 
rassé pour  répondre  à  cette  question. 

THÉORIES    DE    HELMHOLTZ 

448.  —  Représentons-nous  deux  milieux  qui  se  pénètrent, 
Téther  et  la  matière  ;  soit  z  la  densité  de  l'éther,  z^  celle  de  la 
matière  ;  soient  5^,  r.p  v,  les  composantes  du  déplacement  de 
l'éther  ;  ;^,  7,,,  v^  celles  du  déplacement  de  la  matière. 

Une  particule  d'éther  est  soumise  à  deux  forces  :  l'une  due  à 
l'action  de  l'éther  environnant  et  qui  est  la  même  que  si  la  matière 


à. 
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n'existait  pas  ;  soit  L,M,N  cette  force;  l'autre  due  îi  Taction  de 
la  matière  sur  Téther  et  dont  les  composantes  seront 

B(5,-U,        B(r,,-rJ,        B{^,-g. 

Une  particule  de  matière  est  également  soumise  à  deux  forces  ; 
Tune  est  la  réaction  de  Téther  sur  la  matière  et  a  pour  compo- 
santes, 

B.,,^,-=,),        B(r,,-yJ,        B(:,-g. 

1/autre  est  une  sorte  de  frottement  dont  llelmholtz  n'explique 
pas  très  bien  l'origine  et  qui  a  pour  composantes 

r  ^^«  r      «»  r     "^2 

(It  (Il  dt 

B  et  C  sont  des  constantes  qui  dépendent  de  la  nature  du  corps. 
Les  équations  du  mouvement  deviennent  alors, 


dt' 


( 


n    jti 


\^x  —  ;,)  —  C 


.  dl. 


It'  '^'  -'  dt 

(^est  h  Taide  de  ces  équations  que  llelmholtz  rend  compte  de  la 
dispersion.  Mais  tel  n'est  pas  notre  but  ;  nous  voulons  au  con- 
traire nous  en  tenir  au  premier  degré  d'approximation  où  oh 
néglige  la  dispersion  et  pour  cela  il  faut  supposer  que  B  étant 
très  grand,  on  a  sensiblement  ç^  =  ;,. 

En  ajoutant  les  deux  équations  précédentes  et  faisant  \^  =  ;^ 
il  vient 

Il  nous  reste  ii  voir  ce  qui  arrive  si  on  suppose  l'éther  immo- 
bile (sauf  son  mouvement  de  vibration  bien  entendu)  et  la  ma- 
tière en  mouvement. 

Nous  désignerons  par  ;,  Tj,  !^  les  composantes  de  la  vitesse  de 
la  matière. 

Nous  représenterons  par  -^  et  par  -^T"  ^^  projection  sur  Taxe 
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y. 
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des  X  de  la  vitesse  et  de  raccélérallon  d'une  molécule  matérielle, 
de  sorte  que 

i^;,   _^  dl,         r  dl,  4,  ^   f/j, 

0/    ~"    r^/  "^^  d,r   '^  '  dy  '^^   dz  ' 

et  en  négligeant  les  carrés  et  les  dérivées  de  ;,  •/;,  1^  : 


+  25 

2r. 

■  + 

2:; 

dzdt 

K'  L'équation  (5)  devient  alors, 


Il  est  aisé  de  voir  d'abord  que  cette  formule  [^  bis)  rend  compte 
de  l'expérience  de  M.  F'izeau.  Imaginons  en  effet  que  le  milieu 
soit  un  diélectrique  parfait  (d'où  C  =  o)  et  que  les  ondes  lumi- 
neuses soient  planes,  le  plan  de  l'onde  étant  parallèle  au  plan 
des  xij\  alors  ;^  est  fonction  de  ::  etde  /  seulement  et  l'on  a  : 


L=X 


1^' 


X  étant  un  coefficient  constant. 

Supposons  de  plus  que  la  vitesse  de  la  matière  soit  constante  et 
parallèle  h  l'axe  des  z^  de  sorte  que 

d^-    ~   dt'   "^  ^   ^/^c7^  "^  ^     dz'' 
On  a  d'ailleurs 

KJ  étant  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide,  et  l'équation 
(5  bis)  devient  ; 

d'où,  si  l'on  appelle  pour  un  instant  U  la  vitesse  de  propagation 
de  l'onde  : 
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(l'on  en  négligeant  le  carré  de  !^ 

V  ?  +?.         ?  +  ?. 
11  est  clair  que, 


.0 


il  vient  donc  finalement, 


u=K,v/^-::(,--^) 


On  voit  donc  que  cette  théorie  rend  bien  compte  de  l'entraî- 
nement partiel  des  ondes  constaté  par  Fizeau  (p.  592). 

Mais  elle  cessera  de  paraître  satisfaisante  si  on  veut  l'appliquer 
aux  phénomènes  électriques. 

Reprenons  les  équations  (5  bis)  en  supposant  C  =  o,  il  vient, 


'  dt'    '  '"'  ^i^ 

u 

et  de  même, 

s        "     1    a         " 

=  M, 

?    dl'       '    "    ù/^    ~ 

=  N. 

C.omme  on  a 

d\.         rfM         rfX 
d.v     '      dy           dz 

=  0, 

si  Ton  pose 

e     <f  +  'h.  + 

d.v           dy 

dz 

il  viendra, 

C^) 

d»i               (V8 

0 1—  0    = 

'    di'     '    "   (V 

=  0. 

Les  d  ordinaires  représentent  toujours  les  dérivées  prises  par 
rapport  à  t  en  supposant  le  point  .r,  ^,  z  fixe  et  les  d  ronds,  en  sup- 
posant le  point  X,  //,   z  entraîné  par  la  matière. 

Pour  nous  rendre  compte  de  la  signification  de  cette  équation, 
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rcporlons-iious  à  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  de  la  théorie  de 
Fresnel  adaptée.  Nous  avons  vu  que,  dans  cette  théorie,  aux 
points  où  il  y  a  de  Télectricité  positive,  la  densité  de  Téther  va 
constamment  en  augmentant. 

Or,  d'après  une  formule  bien  connue,  8  représente  la  conden- 
sation de  Téther,  c'est-à-dire  Texcès  de  sa  densité  actuelle  sur  sa 
densité  normale.  Dans  cette  manière  de  voir,  la  densité  de  Télec- 

tricité  libre  serait  donc  proportionnelle  à  -7-. 

Il  pourrait  y  avoir  doute  dans  le  cas  où  les  corps  chargés  d'élec- 
tricité sont  en  mouvement.  On  peut  se  demander  alors  si  la  den- 
sité   de   Télectricité  doit   être    représentée   par  —y-  ou  par  -r—  ; 

mais  le  résultat  que  j'ai  en  vue  n'en  sera  pas  changé. 

Supposons  que  ç  =  y^  =  o,  !^=constante;  Téquation  (())  devient 

D  ailleurs  -r—  et  —7-  satisleront  comme  0  à  Téciuation  (6  Ins), 

Cette  équation  est  contredite  par  Texpérience,  l'électricité 
devrait  être  entraînée  avec  la  môme  vitesse  que  la  matière  puis- 
qu'elle reste  attachée  aux  corps  qui  en  sont  chargés  et  on  devrait 
avoir, 

--7-  et  -r—  satisfaisant  comme  1  al  équation  (o  1er), 

Cette  nouvelle  théorie  n'est  donc  pas  plus  satisfaisante  que  la 
première. 

Mais  ce  n'est  pas  là  la  forme  à  laquelle  llelmholtz  s'est  arrêté; 
à  la  théorie  de  la  dispersion  que  nous  venons  de  discAiter  et  qu'il 
avait  développée  avant  le  triomphe  de  la  doctrine  de  Maxwell,  il 
en  a  substitué  une  autre  qu'il  a  exposée  sur  la  (in  de  sa  vie  dans 
\q  tome  XIjVIII  des  Annales  de  Wiedemann  [Electroniagnetische 
Théorie  der  Farhenzerstrenung) ,  A  ce  mémoire  de  Helmholtz  se 
rattache  un  travail  de  Reif  (IF^W.  Ann.,  t.  L^  Foripflanzung  des 
Liclites],  qui  examine  les  conséquences  de  la  théorie  de  llelmholtz 
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précisément  au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  c'est-à-dire  au 
point  de  vue  de  rentraînement  partiel  des  ondes  par  un  milieu 
en  inouvement.  llelmholtz  suppose  que  dans  les  diélectriques  la 
polarisation  électrique  se  décompose  en  deux  parties  ;  la  polari- 
sation de  Téther  dont  nous  désignerons  les  composantes  par 
X,  Y,  Z  et  la  polarisation  de  la  matière  que  nous  désignerons  par 
f\g^  /*,  et  que  le  savant  allemand  attribue  à  une  sorte  d'électro- 
lyse  incomplète. 

Le  courant  de  déplacement  total  a  alors  pour  composantes: 

d\  df  d\  dLr  dl      ,     d/i 


d(  dl  '  dt  dt  *  dt  dt 

L'énergie  électrostatique  localisée  dans  le  volume  d'z  est  d'autre 
part  la  somme  de  trois  termes,  un  terme  en  X^,  H-Y-+Z",  un 
terme  en  f^  -\- S^  "h  ''^  ^*  ""  terme  en  X/-f-  Vj;' +  Z/e.  En  par- 
tant de  ces  hypothèses,  llelmholtz  rend  compte  des  lois  de  la  dis- 
persion ;  mais  Ueifa  voulu  voir  comment  on  pourrait  expliquer 
dans  le  même  ordre  d'idées,  l'expérience  de  Fizeau  répétée  par 
Michelson  et  Morley.  Il  a  reconnu  qu'il  faudrait  supposer  que  la 
matière  transporte  avec  elle  l'électricité  qui  engendre  la  seconde 
composante  /,  4;'',  /*  de  la  polarisation,  tandis  que  l'élher  est 
entraîné  partiellement  en  transportant  avec  lui  Télectricité  qui 
engendre  la  première  composante  X,  Y,  Z. 

M.  Reif  a  alors  songé  à  modifier  l'hypothèse  de  llelmholtz 
en  supprimant  dans  l'énergie  électrostatique  le  terme  en 
\f'{'^{f-{-  7Ji,  Le  résultat  est  alors  beaucoup  plus  simple.  L'en- 
traînement de  l'éther  est  alors  nul. 

Je  transcris  les  équations  de  llelmholtz  \Silzun*i;sherichte  de 
Berlin^  1892,  LUI,  p.  loyS  éq.  12*,  isi',  12')  seulement  j'ai 
désigné  par  X,  Y,  Z  ;  /*,  :,',  h  ce  que  llelmholtz  représente  par  les 
lettres  gothiques  X,  Y,  Z,  .^•,  y,  z  ;  de  plus  je  supposerai 
[JL  =  K  :^=  I  ;  je  représenterai  enfin  par  a,  [ii,  y  ce  que  llelmholtz 
représente  par  les  lettres  gothiques  L,  M,  N.  Il  vient  ainsi 

i^\  ■  <h  ^  <!':/.- h)     d{\-g) 

^''  K„    <U  dij  dz 

•  '  K„    dt   ^  '■  dz  dij 

avec  les  équations  qu'on  en  déduirait  par  symétrie. 
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Avec  l'hypothèse  de  Rcîf,  il  faut  dans  réquation  (j)  et  celles 
qu'on  en  déduit  par  symétrie  remplacer  F  —  f^  (1  —  ^,  II  —  h 
par  F,  <j,  H. 

Malheureusement  il  y  a  un  obstacle  dont  Reif  ne  se  tire  pas 
mieux  que  llclmholtz. 

Si  le  milieu  est  en  mouvement,  la  composante  /',  g,  h  est  en- 
traînée par  la  matière  et  l'équation   (8)  devient, 

I      rfX  I      iV'  _  ^?         ^T 


Kç     dt         K„     0/  dz  dij 

On  déduit  de  là  : 

d   /dX  d\         dZ\       ±^(df_         dg^         dit  \ 

dl  \  d.v  df/  dz  I        0/   \  dx         dij  dz  ) 

L'expression 


If  dg  dh 


dx  dy  dz 

est  proportionnelle  h  la  densité  de  Télectricité  t. 
D'autre  part  Helmholtz  trouve, 

a^,  m  et  k  étant  des  coefficients  constants. 

Si  les  mouvements  sont  très  lents,  les  deux  derniers  termes 
disparaissent' et  il  reste, 

d'où 


d\      dy      d'L 


d'où  enfin 


dx  dy  dz 


,   d's  Oar 

dl  dl 


Si  ;  =^T,  =  o,  c'est-à-dire  si  la  vitesse  de  la  matière  est  paral- 
lèle à  l'axe  des  r,  il  vient 

/   c,         s   d^j  d^ 
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ce  qui  veut  dire  que  les  charges  électriques  ne  sont  pas  entraînées 
avec  la  matière  comme  l'exige  le  principe  de  la  conservation  de 
rélectricité,mais  qu'elle  est  entraînée  avec  une  vitesse  plus  petite 
égale  h 


s 


a'  +  I 


la  théorie  de  Helmholtz  conduisant  sous  ce  rapport  au  même 
résultat  que  celle  de  Reif,  Tune  et  l'autre  me  paraissent  devoir 
être  rejetées. 


THEORIK     DE     LORENTZ 


449.  —  M.  Lorentz  a  imaginé  une  théorie  électrodynamique 
des  corps  en  mouvement  fondée  sur  des  principes  entièrement 
différents  et  à  certains  égards  plus  satisfaisante.  Nous  l'avons 
exposée  plus  haut  (p.  422  à  5^3) . 

Cette  théorie  rend  compte,  comme  nous  l'avons  vu,  du  principe 
de  la  conservation  de  Télectricité,  puisque  l'hypothèse  fondamen- 
tale n'est  autre  chose,  après  tout,  qu'une  traduction  de  ce  prin- 
cipe lui-même. 

Elle  rend  compte  également  de  l'entraînement  partiel  des 
ondes. 

Malheureusement  il  reste  une  difliculté  grave  :  il  n'y  a  plus  éga- 
lité entre  l'action  et  la  réaction.  C'est  ce  que  nous  avons  démontré 
pages  448  à  454-  Pour  s'en  rendre  compte,  sans  entrer  dans  le  détail 
des  calculs,  il  nous  sulfiralt  d'ailleurs  d'un  exemple  simple.  Considé- 
rons un  petit  conducteur  A  chargé  positivement  et  entouré  d'éther. 
Supposons  que  Téther  soit  parcouru  par  une  onde  électromagné- 
tique et  qu'à  un  certain  moment  cette  onde  atteigne  A,  la  force 
électrique  due  à  la  perturbation  agira  sur  la  charge  de  A  et  pro- 
duira une  force  pondéromotrlce  agissant  sur  le  corps  A.  Cette 
force  pondéromotrlce  ne  sera  contrebalancée  au  point  de  vue  du 
principe  de  l'action  et  de  la  réaction  par  aucune  force  agissant 
sur  la  matière  pondérable.  Car  tous  les  autres  corps  pondérables 
peuvent  être  supposés  très  éloignés  et  en  dehors  de  la  région  de 
l'éther  qui  est  troublée. 

On  s'en   tirerait  en   disant   qu'il  y   a  réaction   du  corps  A  sur 
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Féther  ;  il  n'en  est  pas  moins  vrai  qu'on  pourrait,  sinon  réaliser, 
au  moins  concevoir  une  expérience  où  le  principe  Je  réaction 
semblerait  en  défaut,  puisque  rexpérimentateur  ne  peut  opérer 
que  sur  les  corps  pondérables  et  ne  saurait  atteindre  Téther. 

Cette  conclusion  semblera  difficile  h  admettre. 

La  théorie  de  Hertz  ne  donnait  pas  lieu  à  cette  difficulté  et 
était  parfaitement  d'accord  avec  le  principe  de  la  réaction  ({fidc 
siipra^  p.  4^0).  Dans  cette  théorie  et  dans  l'exemple  qui  nous 
préoccupait  plus  haiit  il  y  aurait  réaction  du  corps  A  non  seule- 
ment sur  l'éther,  mais  sur  l'air  où  se  trouve  cet  éther  ;  et  quel- 
que raréfié  que  soit  cet  air,  il  y  aurait  égalité  parfaite  entre  l'ac- 
tion subie  par  A  et  la  réaction  de  A  sur  cet  air. 

Cela  tenait  à  ce  que  dans  la  théorie  de  Hertz,  l'éther  était 
entraîné  totalement  par  U\  matière  ;  dans  la  théorie  de  Lorentz, 
au  contraire,  il  n'en  est  pas  de  même,  la  réaction  subie  par  l'air 
n'est  qu'une  très  faible  fraction  de  l'action  subie  par  le  corps  A, 
et  cette  fraction  est  d'autant  plus  faible  que  l'air  est  plus  raréfié. 

Kn  réfléchissant  à  ce  point,  on  volt  que  la  difficulté  n'est  pas 
particulière  à  la  théorie  de  Lorentz  et  qu'on  aura  beaucoup  de 
peine  à  expliquer  l'entraînement  partiel  des  ondes  sans  violer  le 
principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction.  Nous  verrons 
plus  loin  si  la  conciliation  est  possible. 


TUEORIE     DK     .Î.-J.    THOMSOX 


450.  — Dans  ses  «  Récent  Researches  »,  J.-J.  Thomson  consacre 
un  paragraphe  à  la  propagation  de  la  lumière  dans  un  diélectrique 
en  mouvement  (Jj  44<^>  P-  54'V).  (]e  travail  a  été  analysé  en  détail 
par  M.  Blondin  dans  la  Lumière  électrique  du  4  novembre  iSgii, 
p.  201,  et  je  n'y  reviendrai  pas. 

Je  me  contenterai  de  rappeler  les  principaux  résultats. 

Soit  V  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans  le  diélec- 
trique en  repos  ;  soit  sf  la  vitesse  de  la  matière  du  diélectrique, 
eu  plutôt  la  projection  de  cette  vitesse  sur  la  direction  de  la  pro- 
pagation des  ondes  ;  soit  r^  la  vitesse  de  l'éther  dans  le  diélec- 
trique qui  serait  nulle  s'il  n'y  avait  pas  d'entraînement,  qui  serait 
égale  h  f'  si  l'entraînement   était  total  et  qui  aurait  des    valeurs 
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intermédiaires  si   rentrainement  était  partiel.   La   vitesse   de  la 
lumière  dans  le  diélectrique  en  mouvement  sera 

Tj,  ç^  pouvant  avoir  diverses  valeurs  suivant  les  hypothèses. 

Dans  un  conducteur  en  mouvement  il  peut  se  produire  deux 
sortes  de  forces  électromotrices  d'induction,  la  première  prove- 
nant de  la  variation  du  champ  magnétique,  la  seconde  provenant 
du  déplacement  du  conducteur  dans  ce  champ.  De  même  dans  un 
diélectrique  en  mouvement  il  doit  se  développer  uric  force  élec- 
tromotrice d'induction  due  au  déplacement  de  ce  diélectrique  ; 
elle  dépendra  évidemment  de  la  vitesse  de  ce  diélectrique  ;  mais 
est-ce  de  la  vitesse  de  la  matière  du  diélectrique  ou  de  la  vitesse 
de  l'éther  qui  y  est  contenu  ?  on  peut  faire  les  deux  hypothèses. 

Dans  le  premier  cas  r,  sera  égal  à  — ,  dans  le  second  à  — ^  . 

D'autre  part,  si  un  diélectri([ue  se  déplace  dans  un  champ 
électrique,  s'il  passe  dans  une  région  où  l'intensité  du  champ 
est  plus  grande  ou  plus  petite,  sa  polarisation  variera  ;  on  peut 
se  demander  si  cette  variation  de  la  polarisation  produira  un 
courant  de  déplacement  susceptible  d'agir  sur  une  aiguille 
aimantée.  On  peut  faire  à  cet  égard  plusieurs  hypothèses. 

On  peut  s!q)poser  que  quand  la  polarisation  électrique  en  un 
même  point  de  V espace  demeure  constante,  il  n'y  a  pas  de  cou- 
rant de  déplacement,  quand  même  le  diélectrique  en  se  dépla- 
çant passerait  dans  une  région  où  cette  polarisation  est  diffé- 
rente. 

En  d'autres  termes  les  composantes  du  courant  de  déplacement 

seraient, 

df_  d^  dh_ 

df'         "cîT'  dt 

/",  ^%  h  étant  les  composantes  du  déplacement  en  un  point  donné 
invariablement  lié  à  la  matière  du  diélectrique  mobile. 

On    peut    supposer    enfin   (jue    les    composantes   du    courant 

df      dL^      dh  /.  f  1  1 

sont   -j- ,    -y-,    -y—,    et    que  /,  g^  h    sont  les   composantes   du 

déplacement  en  un  point  donné  invariablement  lié  à  l'éther  par- 
tiellement entraîné  par  le  diélectrique  mobile. 
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Dans    le   premier    cas,    r^  est  égal    à    zéro,     dans   le    second 

à    — ,  dans  le  troisième  a  — ^  . 

La  discussion  de  J.-J.  Thomson  laisse  donc  place  à  un  grand 
nombre  d'hypothèses,   mais  aucune  n'est  satisfaisante  ;  la   seule 

qui  soit  d'accord    avec   l'expérience  de    Fizeau  ff'j=r^  =  — ^J 

soulèverait  les  mêmes   diJficultés  que  les  théories  de  lîelmholtz- 
Reif  et  Lorentz. 

On  voit  donc  combien  il  est  dillîcile  de  rendre  compte  par  une 
même  théorie  de  tous  les  faits  observés  ;  les  contradictions  aux- 
quelles toutes  les  hypothèses  peuvent  se  heurter  paraissent  tenir 
à  une  cause  profonde.  Dans  tous  les  cas  un  examen  plus  attentif 
est  nécessaire  et  j'y  reviendrai  plus  loin. 


DISCUSSION    DE    LA    THEOIUE    DE    HEHTZ 

451.  —  Nous  avons  vu  dans  ce  qui  précède  les  conditions 
auxquelles  il  semble  que  devrait  satisfaire  toute  théorie  élec- 
trodynamique des  corps  en  mouvement. 

i'*  Klle  devrait  rendre  compte  des  expériences  de  Fizeau^  c  est- 
a-dire de  l'entraînement  partiel  des  ondes  lumineuses^  ow,  ce  (jiii 
revient  an  méme^  des  ondes  électromagnétitiues  transversales, 

2**  Elle  doit  être  conforme  au  principe  de  la  conservation  de 
Cèlectricitè  et  du  magnétisme. 

i^®  Elle  devrait  être  compatible  avec  le  principe  de  l'égalité  de 
l  action  et  de  la  réaction. 

Nous  avons  vu  qu'aucune  des  théories  proposées  jusqu'ici  ne 
remplit  simultanément  ces  trois  conditions  :  la  théorie  de  Hertz 
satisfait  aux  deux  dernières,  mais  pas  à  la  première  ;  celles  de 
Ilelmholtz  ne  satisfont  pas  à  la  seconde  ;  celle  de  Lorentz  satis- 
fait bien  aux  deux  premières  mais  pas  à  la  dernière. 

On  peut  se  demander  si  cela  tient  à  ce  que  ces  théories  sont 
incomplètes  ou  si  ces  trois  conditions  ne  sont  réellement  ])as 
compatibles,  où  ne  le  deviendraient  que  par  une  modification 
profonde  des  hypothèses  admises. 
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DISCUSSION     DES     AUTRES     THEORIES 


452.  —  Ainsi  la  théorie  de  Hertz  satisfait  aux  deux  dernières 
conditions  ;  il  nous  reste  à  voir  qu'elle  est  la  seule  qui  y  satis- 
fasse. 

Quelles  que  soient  les  hypothèses  qui  nous  serviront  comnie 
point  de  départ,  nous  arriverons  toujours  h  deux  groupes  de  trois 
équations  aux  dérivées  partielles,  analogues  à  celles  de  Hertz 
et    auxquelles    devront  satisfaire    les    deux  vecteurs  (a,   ^,  y)  et 

(P,  Q,  R). 

Remarquons  que  les  équations  de  Hertz  satisfont  aux  trois 
conditions  suivantes  : 

I**  Elles  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  a,  |îi,  y; 
P,  Q,  R  et  il  leurs  dérivées; 

y.^  Elles  sont  linéaires  mais  non  homogènes  par  rapporta  ;,  y,,  ^ 
et  à  leurs  dérivées; 

,'J'^  Elles  ne  contiennent  que  des  dérivées  du  premier  ordre  tant 
par  rapport  à  /  que  par  rapport  à  .r,  y  et  :;. 

Je  dis  qu'on  peut  toujours  supposer  que  les  équations  que 
Ton  doit  substituer  h  celles  de  Hertz  satisfont  à  ces  mômes  con- 
ditions : 

1**  On  peut  supposer  qu'elles  sont  linéaires  par  rapport  aux 
composantes  de  la  force  électri(|ue  et  de  la  force  magnétique  ;  si 
en  ell'et  elles  ne  Tétaient  pas  et  si  les  perturbations  électroma- 
gnétiques étaient  très  petites,  les  termes  d'ordre  supérieur  dis- 
paraîtraient devant  les  termes  du  premier  ordre  ;  si  donc  ces 
é([uations  étaient  compatibles  avec  les  principes  de  l'action  et  de 
la  réaction  et  de  la  conservation  de  l'électricité  et  du  magné- 
tisme, elles  ne  cesseraient  pas  de  l'être  quand  on  les  réduirait 
à  leurs  termes  du  premier  ordre  par  rapport  à  a,  ^,  y;  P,  (^,  R. 

'2?  On  peut  supposer  qu'elles  sont  linéaires  par  rapport  aux 
composantes  delà  vitesse  ;,  Yj,  !^  ;  si,  en  effet,  on  suppose  que 
ces  composantes  sont  très  petites,  les  termes  du  second  degré  et 
de  degré  supérieur  en  ;,  r,,  v,  seront  négligeables;  si  donc  ces 
quantités  étaient  compatibles  avec  les  principes,  elles  ne  cesse- 
raient pas  de  l'être  quand  on  les  réduirait  à  leurs  termes  d'or- 
dre 0  et  /  par  rapporta  ;,  r,,  'C\ 
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"i^  On  peut  supposer  quV*lles  ne  contiennent  que  des  dérivées 
du  premier  ordre  ;  si  en  effet  on  suppose  que  la  perturbation 
varie  très  lentement,  c'est-h-dire  qu'elle  est  à  très  grande  Ion- 
giteur  (Conde^  les  dérivées  d'ordre  supérieur  seront  négligeables  : 
si  donc  les  équations  étaient  compatibles  avec  les  principes, 
elles  ne  cesseraient  pas  de  Tètre  quand  on  les  réduirait  à  ceux  de 
leurs  termes  qui  dépendent  des  dérivées  du  premier  ordre. 

Supposons  donc  remplies  les  trois  conditions  énoncées  plus 
haut. 

Pour  former  les  équations  nouvelles,  nous  reprendrons  les 
équations  de  Hertz  et  nous  ajouterons  respectivement  aux  pre- 
miers membres  des  trois  équations  du  premier  groupe  les  termes 
complémentaires, 

AR„         AR,,         AR3. 

Nous  ajouterons  de  même  respectivement  aux  premiers  mem- 
bres des  trois  équations  du  second  groupe  les  termes  complé- 
mentaires. 

AS^,  AS^,  ASg. 

Nous  avons  obtenu  le  principe  de  la  conservation  du  ma- 
gnétisme en  opérant  sur  les  équations  du  premier  groupe, 
les  dilFérentiant  respectivement  par  rapport  à  .r,  y  f^i  z  et  ajou- 
tant. En  opérant  de  cette  manière  on  retrouvera  Téquation  de 
la  conservation  du  magnétisme,  mais  avec  le  terme  complé- 
mentaire 

^  rfR,     ,     d\\     ,     ^/R3 


d.v  dy  dz 

le  principe  de  la  conservation  du  magnétisme  exige  donc  que 

^R,     ,     ^R,         d\\, 
d,v  a  y  dz 

de   même  le   principe  de   la   conservation   de   Télectricité  exige 
que 

^/S,  dS,  r/S, 

"7~"  H 1 1 T~  =  ^^• 

d.v  a  y  dz 
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Ces  équations  montrent  que  Ton  peut  poser 

_  d^,  dr,, 

^^'  —  ~d^~dz' 

"         dz  d.v 

_  ^  _  ^  . 
'  ~  d.v  dtj   ' 

dn^  dm^ 

'^  'd^  ~  "dT  ' 

^  dl^  dn^ 


dz  d.v 


dm^  dl 

»^«  =  — r— • 


\ 


d.v  dij 

Si  nous  voulons,  comme  nous  l'avons  supposé  plus  haut,  que 
les  équations  ne  contiennent  que  des  dérivées  du  premier  ordre, 
il  faut  que  les  nouvelles  fonctions  auxiliaires  ;^,  y^,,  !J^  ;  /,,  //?,,  /*, 
dépendent  seulement  de  a,  j3,  y;  P,  Q,  H  ;  ^,  r,,  !J  et  non  pas  de 
leurs  dérivées. 

Ces  fonctions  seront  d'ailleurs  linéaires  et  homogènes  par  rap- 
port à  a,  [ï,  Y»  ^y  Q'  'f^'  puisque  les  équations  doivent  être 
linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  ces  composantes  et  à  leurs 
dérivées. 

Klles  seront  d'autre  part  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à 
ç,  Ti,  !J  ;  en  effet  les  équations  ne  doivent  contenir  que  des  termes 
d'ordre  o  et  d'ordre  i  par  rapport  à  ces  composantes  et  à  leurs 
dérivées  ;  il  est  évident  d'ailleurs  que  ;,,  r^^,  !J^;  /p  m^y  /i,,  qui  doi- 
vent disparaître  dans  les  équations  relatives  à  l'électrodynamique 
des  corps  en  repos,  ne  contiennent  pas  de  termes  de  degré  o 
en  S,  T,,  î;. 

Il  nous  reste  à  voir  si  ces  équations  peuvent  être  compatibles 
avec  le  principe  de  la  réaction.  l*our  cela  je  rappelle  comment 
nous  avions  obtenu  dans  la  théorie  de  Hertz  le  principe  de  la 
conservation  de  Ténergie  [\ndc  supra,  2**  partie).  Nous  étions  arri- 
vés à  une  équation 

(5)  5-  +  '^=^, 
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OÙ  J  représentait  réaergic  électromagnétique,    "^  le  travail   des 
forces  extérieures,  K  la  chaleur  de  Joule. 

En  opérant  de  même  sur  les  équations  transformées  nous  ob- 
tiendrons : 

'^  figure  déjà  dans  Téquation  (."))  ;  K  est  la  chaleur  de  Joule  ; 
enfin  ^S",  est  un  terme  complémentaire  provenant  des  termes  com- 
plémentaires U,,  R,,,...  S3. 

On  aura  donc, 


''^■=jw[2'(f-w)+S"(^-^)l- 

Le  signe  j  représente  toujours  une  somme  de  trois  termes  et 

on  déduit  les  deux  derniers  du  premier    en   permutant  circulai- 
rement  .r,  ^,  c  ;  a,  ^3,  v  ;  P,  Q,  R  ;  ;^,  7^^,  !J,  ;  /,,  //i,,  /i,. 
I/intégration  par  parties  nous  donne, 

cy  [     dz  \y    I       d%         ^     dy.  dP  dP  \ 

^' =  /  -^Zj  V"  -dl-^^^-^  '"'  ih  -  "'  tu)- 

Soient  a,  />»,r,  les  composantes  de  la  force  pondéromotrice  dans 
la  théorie  de  Hertz  ;  soient  a  -\-  a^  b  -{-  ù^,  c-\-c^  les  composantes 
de  cette  même  force  dans  la  théorie  transformée. 

Le  terme  ^^  représentera  alors  le  travail  de  la  force  pondéro- 
motrice (a,,  b^,  (\). 

Comme  la  force  de  la  théorie  de  Hertz  (a,  b^  c)  satisfait  au 
principe  de  la  réaction,  il  faut  que  la  force  complémentaire 
(âTp  b^J  c^)  y  satisfasse  également  et  par  conséquent  que  Ton  ait 


I  a^  d'z  =  l  b^d':  =  j  c^  d'z  =  o. 


Ces  conditions  peuvent  encore  s'énoncer  autrement:  il  faut  que 
^^  soit  nul  quand  on  donne  ;,  r^,  ÎT,  des  i^alettrs  constantes. 
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Si  doue  nous  clounons  à  ;,  y,,  IJ,  des  valeurs  constantes  quel- 
conques, et  que  nous  remplacions  a,  (3,  y;  P,  Q,  R  par  des  fonc- 
tions quelconques  de  .r,  ?/,  r  s'annulant  à  Tinfini,  l'intégrale  V^ 
devra  s'annuler. 

Mais  ^0j  peut  encore  s'écrire  sous  la  forme  d'une  somme  de 
trois  termes  en  posant  : 


^ST,  =  U  +  V  +  W, 


et 


/     dz   (^    di  r/v  rfQ  r/R\ 

f     4^    \      d,v  ^  dx  *   dx  '   (/.r  / 


Je  dis  que  les  trois  termes  U,  V,  W  doivent  s'annuler  tous  les 
trois. 

En  effet,  remplaçons  les  siv  composantes  a,  j3,  v;  P,  Q,  R  par 
six  fonctions  quelconques  de  x^  y^  z;  la  somme  U  +  V  +  W 
devra  s'annuler. 

Remplaçons  maintenant  ces  mêmes   composantes  par  les    six 

mômes  fonctions  de  )v,.^*,  \^î/,  \z-y  (A,,)^^,  A,  étant  trois  coeflîcients 

U  V 

constants  arbitraires).   U    se    changera  en  -^^ — ,   V    en  -^-r; — , 

W  .  . 

W  en  -^r-ïT — .  Et  comme  T,  reste  toujours  nul,  on  devra  avoir, 

A.  A.» 


U  V  w 


+  -T^r-=Oi 


A^Aj  AjAj  AjA.^ 


et  cela  quels  que  soient  les  coelHcients  À;  on  doit  donc  avoir  sépa- 
rément, 

U  =  V  =  W  =  o. 

Dans  U,  la  fonction  sous  le  signe  /  est  linéaire,  d'une  part  par 

t.' 
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rapport  à  a,  [3,  y  ;  P,  Q,  R,  d'autre  part  par  rapportaux  dérivées 
de  ces  six  composantes  prises  par  rapport  à  .r. 
Considérons  une  intégrale  de  la  forme, 


'^   (Lr  '^    dx     '        *  •  dx  I 


Quelle  est  la  condition  pour  que  cette  intégrale  s'annule, 
quelles  que  soient  les  fonctions  cpp  ip^  4"^  seront  seulement  assu- 
jetties à  s'annuler  à  TinHui? 

Je  dis  que  la  condition  nécessaire  est  suffisante,   c'est  que  la 

quantité  sous  le  signe  /  soit  une  dérivée  exacte.  En  effet,  d'après 

ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  la  condition  est  évidemment  suf- 
fisante et  on  a  en  particulier, 

J     '*    dx  f     *'  dx  J     y^   dx     '    '^  dx  ) 

L'intégrale  proposée  se  réduit  donc  à, 


(B-c)  ;  ?.4l*-^"' 


Comme    cp^   est   une   fonction  arbitraire    de   x,   y,   z,    le  pro- 

d'^      •  .  . 

duit  C5a  — 7^  sera  aussi  une  fonction  absolument  arbitraire  de  ces 
*       dx 

variables  et  l'intégrale  ne  pourra  s'annuler  que  si 

B  =  C, 
c'est-h-dire  si, 

il        (1       '  ti        il       '  il       i2'  ti        II' 

est  une  différentielle  exacte. 

La  condition  est  donc  nécessaire. 

Considérons  maintenant  une  intégrale  où   la   fonction   sous  le 
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Signe  1  sera  linéaire,  d'une  part  par  rapport  a  n  fonctions  arbi- 
traires. 

d'autre  part  par  rapport  à  leurs  dérivées  : 

r/.r  '    rf.r  ''***    d.v 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  intégrale 
s'annule  toujours,  sera  encore  que  la  quantité  sous  le  signe  /  soit 

une  dérivée  exacte. 

La  condition  est  évidemment  suffisante.  Je  dis  qu'elle  est  éga- 
lement nécessaire. 

En  effet  les  fonctions  '^  étant  arbitraires,  l'intégrale  devra  être 
nulle,  en  particulier  quand  toutes  ces  fonctions,  seront  identique- 
ment nulles  sauf  deux  ;  si  donc  nous  égalons  ii  zéro  toutes  les  fonc- 

tions  '^,  sauf  deux,  la  quantité  sous  le  signe  1   doit  être  une  dérivée 

exacte;   les  termes  c5.  — r — etcp^ — r^ —  doivent   donc  avoir  môme 

''     dx         '       d.v 

coefficient  :  ce  qui  veut  dire   que   les    conditions   d'intégrabililé 
doivent  donc  être  remplies. 

Appliquons  cette  règle  au  cas  qui  nous  occupe.  Nous  verrons 
que, 

et  de  môme 

Ç^e/y  —  :/a  +  l^dlX  —  /i,rfP, 
r^^dx  —  $//,3  +  ni^dP  —  /,rfQ, 

doivent  être  des  différentielles  exactes. 

La  première  de  ces  expressions,  où  ne  figurent  ni  dv.  ni  ^P 
doit  ôtre  la  différentielle  d'une  fonction  indépendante  de  a  et 
de  P. 

Donc,  Ç,,  7)j,  «,  et  m^  ne  dépendent  ni  de  a  ni  de  P  ;  et  de 
môme  Ç^,  JJ^,  l^y  /i,  ne  dépendent  ni  de  P  ni  de  Q  ;  t,^,  Ç^.  m^  et  l^ 
ne  dépendent  ni  de  y  ni  de  U. 

PoiNCAHÉ.   Électricité  cl  Opliqi:c.  3y 


k 
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Il  r<*ftiilte  de  là  que  ;^  et  /,  peuvent  dépendre  seulement  de  a 
et  de  I*  ;  r,,  et  /;/,  seulement  de  ^  et  de  Q  ;  JT,  et  /?,,  seulement 
de  Y  <ît  de  K. 

Les  conditions  d'intégrabîlité  nous  donnent  ensuite, 


/ 


Y 


[l  ou 

i^k—  ^—   ^^»    —  n 
6/a    ~   rfl^    ~   rfy    ~ 

On  trouverait  de  même 

rW,  f/wi,         dn. 


i 


IV         dil         dl\ 


Ainsi  5p  v;p  sp  'i»  ''^»  ''i»  no  pourront  dépendre  respectivement 
que  de  a,  j3,  y;  P,  Q,  R. 

Les  conditions  d'intégrabilité  donnent  enfin, 

</$j  r/-/)^  r/IJ^  r//,  dm^  <//!, 

cVst-ii-diro  <iue  ;^,  r,,,  I^j,  /,,  /w,,  /i,  devront  se  réduire  à  un  même 
liictcur  près  à  P,  Q,  Il  ;  —  a,  —  j3,  —  y. 

Cv  facteur  constant  devra  d'ailleurs  être  une  fonction  linéaire 
cl  hoiuogèiéc  de  ;,  r,,  ^. 

Mais  si  nous  faisons  intervenir  une  condition  nouvelle,  celle 
de  Visotropie,  nous  verrons  que  ce  facteur  constant  doit  être  nul; 
car  si  ce  facteur  s'écrivait  par  exemple. 

\%  -f-  \^  +  )v,y, 

lu  direction  dont  les  cosinus  directeurs  sont  proportionnels  à 
Xp/x^,)v,  jouerait  un  ri>le  prépondérant. 

Il  résulte  de  lii  que  les  termes  complémentaires  ;^,  r.^,  ÎÇ^,  /j,  /w^ 
/ij»  doivent  être  nuls, 

.li/tM*/«i  //i«w/c'  «/e  Heriz  esi  Id  seule  qui  soii  compaiilde  ai*ec  le 
priiêcif^e  de  l*t  i^mser\\ttton  de  l\'lecinctiè  et  dit  magnétisme  et  avec 
celtii  de  rèi:Alit%'  de  l\9ction  et  de  la  réaction. 
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CONCLUSIONS    PROVISOIRES 

453.  —  Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  qu'aucune  théorie  ne 
peut  satisfaire  à  la  fois  aux  trois  conditions  énoncées  au  début  du 
n*  451  ;  car  là  théorie  de  Hertz  est  la  seule  qui  satisfasse  aux 
deux  dernières  et  elle  ne  satisfait  pas  h  la  première. 

Nous  ne  pourrions  par  conséquent  espérer  d'échapper  à  cette 
difficulté  qu'en  modifiant  profondément  les  idées  généralement 
admises;  on  ne  voit  j)as  bien  d'ailleurs,  dans  quel  sens  cette  mo» 
dification  devrait  se  faire. 

Il  faut  donc  renoncer  à  développer  une  théorie  parfaitement 
satisfaisante  et  s'en  tenir  provisoirement  à  la  moins  défectueuse 
qui  paraît  être  celle  de  Lorentz.  Cela  me  suffira  pour  mon  objet 
qui  est  d'approfondir  la  discussion  des  idées  de  Larmor. 

Sous  quelles  formes  pourrons-nous  mettre  cette  théorie  de 
Lorentz  ? 

Ces  formes  sont  diverses  et  on  doit  choisir  Tune  ou  l'autre 
selon  le  but  qu'on  se  propose. 

Dans  cette  théorie,  on  envisage  une  multitude  de  particules 
chargées  mobiles,  qui  circulent  à  travers  un  éther  immobile  en 
conservant  une  charge  invariable. 

L'éther  est  d'ailleurs  parcouru  par  des  perturbations  électro- 
magnétiques. 

Nous  pouvons  alors  conserver  les  équations  de  Hertz,  mais  en 
donnant  aux  quantités  qui  y  entrent  des  valeurs  très  différentes, 
selon  que  le  point  .ryc  se  trouvera  dans  une  particule  chargée  ou 
dans  l'éther. 

Dans  l'éther  on  aura, 

puisque  l'éther  n'est  pas  supposé  entraîné  par  le  mouvement  de 
la  matière. 

On  aura  d'autre  part 

K  --=  [X  =  I,  p  =  (j  =  o,  n  =^  ç  =  sv  =0. 

Dans  une  particule  chargée  on  aura, 

f   =   C*,  T  =  o,  M   =   (;   ==   JV  =   o,  JJL  =    I, 
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puisque  la  charge  demeure  constante  et  que  ces  particules  ne 
sont  pas  le  siège  de  courants  de  conduction  proprement  dits. 

Dans  celte  manière  de  voir  il  n'y  a  nulle  part  de  magnétisme 
proprement  dit  et  le  magnétisme  apparent  est  du  seulement  aux 
courants  particulaires  d'Ampère. 

Sous  cette  forme  les  phénomènes  électromagnétiques  sont  vus 
pour  ainsi  dire  au  microscope  et  les  apparences  ayant  disparu, 
on  ne  voit  plus  que  la  réalité  ou  plutôt  ce  que  Lorentz  regarde 
comme  tel.  On  est  ainsi  en  possession  d'un  instrument  qui  peut 
Atre  utile  pour  la  discussion  que  nous  avons  en  vue. 

Mais  les  équations  sous  cette  forme  se  prêtent  mal  aux  appli- 
cations où  les  apparences,  c'est-à-dire  en  somme  les  phénomènes 
moyens,  importent  seuls. 

Vax  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  peut  écrire  les  équations 
de  la  façon  suivante  ;  on  conservera  les  équations  de  Hertz,  seu- 
lement dans  les  équations  (i)  et  (2),  on  affectera  les  termes   : 

rfîj,  r/r,,  dn  dm 

dij  dz  dij  dz 

• 

de  coefficients  constants  (|ui  dépendront  de  la  nature  du  milieu, 
(|ui  seront  égaux  à  o  pour  l'élher,  à  1  pour  les  conducteurs  par- 
faits et  auront  des  valeurs  intermédiaires  pour  les  diélectriques 
autres  que  l'air. 

Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  cette  théorie,  si  elle 
peut  nous  rendre  certains  services  pour  notre  ohjet,  en  fixant  un 
peu  nos  idées,  ne  peut  nous  satisfaire  pleinement,  ni  être  regar- 
dée comme  définitive. 

11  me  parait  bien  difficile  d'admettre  que  le  principe  de  réac- 
tion soit  violé,  même  en  apparence,  et  qu'il  ne  soit  plus  vrai  si 
l'on  envisage  seulement  les  actions  subies  par  la  matière  pondé- 
rable et  si  on  laisse  de  coté  la  réaction  de  cette  matière  sur  Téther. 

11  faudra  donc  un  jour  ou  l'autre  modifier  nos  idées  en  quel- 
(|ue  point  important  et  briser  le  cadre  où  nous  cherchons  à  faire 
r(Milrer  à  la  fois  les  phénomènes  opticjues  et  les  phénomènes 
électriques. 

Mais  même  en  se  bornant  aux  phénomènes  optiques  propre- 
ment dits,  ce  qu'on  a  dit  jusqu'ici  pour  expliquer  l'entraînement 
partiel  des  ontles  n'est  pas  très  satisfaisant. 
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L'expérience  a  révélé  une  foule  de  faits  qui  peuvent  se  résu- 
mer dans  la  formule  suivante  :  il  est  impossible  de  rendre  mani- 
feste le  mouvement  absolu  de  la  matière,  ou  mieux  le  mouvement 
relatif  de  la  matière  pondérable  par  rapport  h  Féther  ;  tout  ce 
qu'on  peut  mettre  en  évidence,  c'est  le  mouvement  de  la  matière 
pondérable  par  rapport  à  la  matière  pondérable. 

Les  théories  proposées  rendent  bien  compte  de  cette  loi,  mais 
h  une  condition  : 

Il  faut  négliger  le  carré  de  l'aberration  ; 

Or  cela  ne  suffit  pas  ;  la  loi  semble  être  vraie  môme  sans  ces 
restrictions,  ainsi  que  l'a  prouvé  une  récente  expérience  de 
M.  Michelson. 

Il  va  donc  là  aussi  une  lacune  qui  peut  ne  pas  être  sans 
(juelque  parenté  avec  celle  que  le  présent  paragraphe  a  pour  but 
de  signaler. 

Et  en  efl'et,  l'impossibilité  de  mettre  en  évidence  un  mouve- 
ment relatif  de  la  matière  par  rapport  Ax  l'éther,  et  l'égalité  qui 
a  sans  doute  lieu  entre  l'action  et  la  réaction  sans  tenir  compte 
de  l'action  de  la  matière  sur  l'éther,  sont  deux  faits  dont  la  con- 
nexité  semble  évidente. 

Peut-être  les  deux  lacunes  seront-elles  comblées  en  même 
temps. 

IMITATIONS     HYDRODYNAMIQUES 

J'ai  parlé  précédemment  des  sphères  puisantes  de  Bjerknes  et 
de  l'imitation  par  ces  sphères  des  phénomènes  électrostatiques. 
J'ai  fait  ressortir  l'analogie  des  mouvements  qui  se  reproduisent 
dans  l'eau  au  voisinage  des  sphères  puisantes  et  de  ceux  qui  se 
produiraient  dans  l'éther  au  voisinage  d'un  corps  électri^é  dans 
la  théorie  de  Fresnel  adaptée. 

Malheureusement,  ainsi  que  j'ai  dit  plus  haut,  l'analogie  n'est 
pas  complète  ;  les  mouvements  des  sphères  puisantes  et  ceux 
qu'elles  excitent  dans  les  liquides  sont  alternatifs  et  périodiques. 
Avec  la  théorie  de  Fresnel  adaptée,  au  contraire  les  mouvements 
qui  régnent  dans  l'éther  doivent  être  continus. 

Bjerknes  a  été  amené  à  adopter  des  mouvements  pério- 
di(|ues  par   suite  de  nécessités  mécaniques  ;  mais  il  en  résulte. 


\ 
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coninie  je  Tai  dit  plus  haut,  que  son  imitation  est  imparfaite  ; 
deux  sphères  puisantes  dont  la  phase  est  la  même  sont  assimi- 
lables à  deux  conducteurs  portant  de  l'électricité  de  même  nom  ; 
deux  sphères  dont  la  phase  diflcre  de  tz  sont  assimilables  à  deux 
conducteurs  portant  de  Télectricité  de  nom  contraire  ;  mais  i^eiur 
sjthères  dont  la  différence  de  phase  nesl  ni  o  ni  tz  ne  sont  assimi- 
lahles  à  rien. 

L'imitation  serait  bien  plus  parfaite  si  le  mouvement  des 
sj)hères  était  continu  au  lieu  d'être  alternatif  ;  si  le  rayon  de 
chaque  sphère  variait  toujours  dans  le  même  sens  avec  une 
vitesse  uniforme.  Seulement  il  faudrait  que  le  rayon  des  sphères 
fut  assez  grand,  la  vitesse  de  pulsation  assez  lente,  la  durée  de 
rexpérience  assez  courte  pour  que  pendant  cette  durée,  les  varia- 
tions du  rayon  fussent  négligeables.  Ces  conditions  sont  difficile- 
ment réalisables  si  l'on  veut  que  les  actions  mutuelles  des  sphères 
soient  sensibles.  Si  elles  Tétaient  cependant,  on  se  rapprocherait 
des  conditions  de  la  théorie  de  Fresnel  adaptée  et  on  s'affranchi- 
rait de  la  difficulté  relative  de  la  phase  que  je  viens  de  signaler. 

Une  difficulté  capitale  subsisterait  encore  pourtant;  les  effets 
hydrodynamiques  sont  bien  l'image  des  effets  électrostatiques, 
mais  ils  en  sont  une  image  rens>ersèe. 

Deux  sphères  de  même  phase  s'attirent,  tandis  que  deux  corps 
portant  de  l'électricité  de  même  nom  se  repoussent.  Il  y  a 
in  version . 

Les  phénomènes  électrodynamiques  de  même  que  les  phéno- 
mènes électrostatiques,  sont  susceptibles  d'une  imitation  hydro- 
dynamique. Lord  Kelvin  dans  ses  Popular  lectures  parle  d'uii 
projet  de  modèle  hydrokinétique  dont  je  voudrais  rappeler  suc- 
cintement  les  principes. 

Imaginons  que  dans  un  liquide  indéfini  soient  plongés  deux 
corps  solides  C  et  CJ  dont  la  forme  sera  annulaire  ;  chacun  de 
ces  corps  sera  formé  d'un  fil  de  faible  section  qui  sera  recourbé 
de  façon  que  ses  deux  extrémités  se  rejoignent  ;  on  obtient  ainsi 
une  sorte  d'anneau  fermé. 

Soient  n^  i%  iv  les  composantes  de  la  vitesse  d'une  molécule 
li([uide  et  envisageons  l'intégrale 


/  [fid.v  +  vdt/  -\-  ivdz). 
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prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque.  Nous  distinguerons 
trois  sortes  de  contours  fermés  auxquels  tous  les  autres  peuvent 
se  ramener. 

Ceux  de  la  première  sorte  seront  ceux  qui  ne  s'entrelacent  pas 
avec  les  corps  annulaires  C  et  (7  ;  on  peut  les  réduire  à  un  point 
par  déformation  continue  et  sans  qu'ils  cessent  d'être  tout  entiers 
dans  le  liquide,  sans  qu'à  aucun  moment  ils  touchent  C  ou  C 

Ceux  de  la  seconde  sorte  s'entrelacent  une  fois  avec  C.  Tel 
serait  par  exemple  le  périmètre  de  la  section  du  fil  qui  forme  le 
corps  C. 

Ceux  de  la  troisième  sorte  s'entrelacent  une  fois  avec  C/. 

Il  est  clair  qu'un  contour  quelconque  peut  être  regardé  comme 
la  combinaison  de  divers  contours  appartenant  à  l'une  de  ces 
trois  sortes. 

Je  suppose  qu'à  l'origine  du  temps  on  ait   : 


/  (  udd'  +  v(hj  -\-  ii'dz)  =  o, 


pour  un  contour  de  la  première  sorte, 


/  [iid.i  +  vdf/  +  vvdz)  ==  4~'7 


pour  un  contour  de  la  deuxième  sorte, 


pour  un  contour  de  la  troisième  sorte. 

En  vertu  du  théorème  de  Ilelmholtz  sur  les  tourbillons,  ces 
équations  vraies  à  l'origine  des  temps,  ne  cesseront  jamais  de 
l'être.  Les  lettres  i  et  i'  désignent  donc  des  constantes. 

Mais  si  l'on  se  rappelle  les  lois  suivant  lesquelles  un  champ 
magnétique  est  engendré  par  un  courant,  on  apercevra  immé- 
diatement la  conséquence  suivante. 

La  vitesse  n^  <%  u»  du  liquide  représente  en  grandeur,  direction 
et  sens,  la  force  magnéti([ue  engendrée  par  deux  courants,  l'un 
d'intensité  /suivant  le  fil  C,  l'autre  d'intensité  /'  suivant  le  fil  C. 

Ainsi  dans  le  modèle  de  Lord  Kelvin,  la  vitesse  du  liquide  est 
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dirigée  suivant  la  force  magnétique,  tandis  que  dans  le  modèle 
de  Bjerknes  elle  est  dirigée  suivant  la  force  électrique.  En 
d'autres  termes,  dans  le  modèle  de  Lord  Kelvin,  la  vitesse  du 
liquide  est  la  même  que  celle  de  Téther  dans  la  théorie  de  Lar- 
mor  :  dans  le  modèle  de  Bjerknes  elle  est  la  même  que  celle  de 
la  théorie  de  Fresnel  adaptée. 

Lord  Kelvin  a  montré  que  les  deux  corps  C  et  C  ainsi  plongés 
dans  un  liquide  en  mouvement,  exerceutTun  sur  Tautre  des  actions 
mécaniques  apparentes,  et  que  ces  actions  sont  les  mômes,  an 
sens  près  que  celles  qui  s'exerceraient  entre  les  deux  courants  que 
je  viens  de  définir,  et  qui  suivent  Tun  le  fil  G  avec  Tintensité  i, 
Vautre  le  fil  C  avec  l'intensité  /'. 

Les  actions  mécaniques  d'origine  hydrodynamique  suivent  ab- 
solument les  mêmes  lois  que  les  actions  d'origine  électrodyna- 
mique :  seulement  il  y  a  immersion  ;  si  les  premières  sont  des 
répulsions,  les  secondes  seront  des  attractions  et  inversement. 

Il  est  manifeste  que  l'explication  des  actions  électrostatiques 
dans  la  théorie  de  Fresnel  adaptée  doit  se  rattacher  aux  expé- 
riences de  Bjerknes  ;  et  que  d'autre  part  l'explication  des  actions 
mutuelles  des  courants  dans  la  théorie  de  Larmor  doit  se  rattacher 
au  modèle  de  Lord  Kelvin.  Mais  la  difficulté  provient  de  l'inver- 
sion. Il  nous  faut  avant  tout  pénétrer  les  raisons  de  cette  in- 
version. 


CAUSES    DE    l'iNVERSIOX 

454.  —  Pour  cela  il  faut  remonter  aux  principes  généraux  de 
la  mécanique.  Considérons  un  système  dont  la  situation  soit 
définie  par  un  certain  nombre  de  paramètres. 

que  j'appellerai  ses  coordonnées. 

Soient  q\,  7^2 v  7n  ^^^  dérivées  de  ces  quantités  par  rapport 
au  temps  ;  c'est  ce  que  j'appellerai  les  vitesses. 

Soit  T  l'énergie  cinétique  du  système,  U  son  énergie  poten- 
tielle due  aux  forces  intérieures.  Soit  enfin 


Qi^Vi  +  Q/^yt."  +  Q.^^n^ 
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le   travail   virtuel    des  forces    extérieures   au   système  pour  des 
variations  virtuelles  oq^  des  coordonnées  ^,. 
Les  équations  de  Lagrange  s'écrivent 

d     dT  dl  d\]  _ 

^'^  dt     dq',  dq,   +  dq,    ~  ^'• 

A  l'exemple  de  Ilelmholz  dans  sa  théorie  des  systèmes  mono- 
cycliques, nous  distinguerons  deux  sortes  de  coordonnées. 

Les  coordonnées  à  variation  lente  que  je  désignerai  par  q^. 

Les  coordonnées  à  variation  rapide  que  je  désignerai  par  yôCl 
qui  se  distinguent  des  premières  par  deux  conditions  : 

T  et  U  ne  dépendent  pas  des  y,,  mais  seulement  de  leurs  déri- 
vées. 

Los  vitesses  y'^  sont  beaucoup  plus  grandes  que  les  vitesses  y'„. 

Ainsi  U  dépend  des  ^^  seulement;  T  dépend  des  y^,  des  q' ^  et 
des  ^'ft,  il  est  homogène  et  de  degré  deux  par  rapport  aux  (^ ^^  et 
aux  ({ ^. 

Les  équations  de  Lagrangc  se  réduisent  alors,  en  ce  qui  con- 
cerne les  ^ft,  à 


dt   dql 


Nous  poserons. 


'IL 

dq[ 


=  Pi- 


ci  les  quantités  /;,  s'appelleront  les  moments  du  système. 

11  y  a  ainsi  trois  sortes  de  quantités  ii  considérer  en  mécanique, 
les  coordonnées,  les  vitesses  et  les  moments. 

L'équation  (2)  devient 

dl    -  ^-'" 
Je  supposerai  que  Q^  est  nul  ce  qui  donne 
(3)  />„  =  €". 

si  donc  il  n'y  a  pas  de  force  extérieure  tendant  à  faire  varier  la 
vitesse  des  coordonnées  qi,  à  variation  rapide,  les  moments  cor- 
respondants sont  des  constantes.  Je  suppose  maintenant  que  les 
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l'orces  extérieures  Q„  s(ûent  choisies  de  façon  à  maintenir  cons- 
tants les  fjf^.  Les  fj'a  sont  alors  nuls  et  les  équations  (3)  dont  les 
premiers  membres  dépendent  des  (/i,,  des  y,,  qui  sont  constants 
et  des  f/a  ^"^  sont  nuls,  ces  équations,  dis-je,dont  le  nombre  est 
égal  à  celui  des  ^'/,,  montrent  que  les  (f\  sont  des  constantes. 

liC  système  se  trouve  ainsi  dans  une  sorte  de  mouvement  sta- 
tionnaire,   c'est-à-dire  d'équilibre   apparent  et   les  Q,,  nous  font 

connaître    les    forces  extérieures    qu'il    faut   lui  appliquer  pour 

J'Y 

maintenir  cet  équilibre  apparent.  (]omme  --7-7  ne  dépend  que  des 

<y,„  des  (f\,  et  des  (f'i,  qui  sont  nulles  ou  constantes,  cette  quantité 
est  également  une  constante,  de  sorte  que, 

d    dT 

=  0. 


dt     dq'a 

Si,  de  plus,  on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures  au 
système,  c'est-à-dire  que  U  =  o,  l'équation  de  Lagrange  relative 
à  q^^  se  réduit  à 

Les  q'„  étant  nuls,  T  ne  dépend  plus  que  des  q^  et  des  q\y  elle 
est  homogène  et  du  second  ordre  par  rapport  aux  q\  de  sorte 
qu'on  a, 

^T         V     '     ^  V         ' 


Les  pi,  étant  des  constantes,  il  paraîtra  naturel  de  faire  un  chan- 
gement de  variables  et  d'exprimer  T  en  fonctions  des  q„  et  des/;^  ; 
mais  pour  éviter  toute  confusion,  nous  écrirons  aN'éc  des  d  ordi- 
naires les  dérivées 

d'ï  dT 


dq„  '  dq 


b 


prises  par  rapport   aux  variables  anciennes  et  avec  des  d  ronds 
les  dérivées 

prises  par  rapport  aux  variables  nouvelles. 
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On  aura  alurs 


La  comparaison  de  la  preiinèrc  et  de  la  dernière  des  é({iiatioiis 
(5)  donne, 

<n  =V   ,y;,//,,  _2^  -_  ,/y^,. 

La  comparaison  de  récjualion   ainsi  obtenne  avec   la  seconde 
équation  (5)  donne 


01'  ùT  rfT 


de  sorte  que  Téquation  ^i  î  devient 

OT 


(^>;  .  -  =  Q« 


(a!S  équations  sont  vraies  quand  on  suppose  les  y,,  et  les  q' ,^ 
constants;  mais  elles  le  sont  encore  approximativement  si  on 
suppose  que  les  q,,  varient  d'une  façon  excessivement  lente.  Alors 
les  (ji,  varieront  d'une  façon  excessivement  lente,  mais  ils  varie- 
ront ;  tandis  que  les  p^  seront  rigoureusement  constants  et  les 
i),,  sont  nuls. 

Supposons  maintenant  ([ue  les  ^l,,  ne  soient  pas  nuls,  mais  qu'ils 
aient  des  valeurs  telles  que  les  q',,  demeurent  rigoureusement 
constants,  tandis  que  les /^/,  et  les  y„  varieront  d'une  façon  exces- 
sivement lente.  Il  convient  alors  de  prendre  pour  variables,  non 
plus  les  pf,  et  les  tJ,^  mais  les  y'^,  et  les  q^  et  de  revenir  à  Téqua- 
tion  '4) 

— '^  =  0 

«7« 
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Dans  cet  état  de  mouvement  stationnaîre  ou  quasî-stationnaire, 
dans  cet  état  d'équilibre  apparent,  le  système  semble  soumis  à 
certaines  forces  apparentes,  égales  et  contraires  aux  forces  exté- 
rieures qu'on  est  obligé  d'appliquer  pour  maintenir  l'équilibre. 

Quand  on  donne  aux  q^  des  accroissements  virtuels  o^„  le  tra- 
vail virtuel  de  ces  forces  extérieures  sera 


s<^ 


"^fja- 


C'est  la   définition    môme  des  Q^.  Le  travail  virtuel  des  forces 
apparentes  qui  leur  font  équilibre  sera  donc 

—  V  Qrt  2//„, 

Si  les  moments  p^  sont  maintenus  constants,  l'équation  (6)  nous 
donne  pour  ce  travail  virtuel 


-s 


0  r  ^  ^.p 

-- —  oy,,  =  —  0 1 . 


Cela  signifie  que  ces  forces  apparentes  tendent  à  diminuer 
l'énergie  T  du  système  (et  d'ailleurs  on  ne  saurait  supposer  le  con- 
traire sans  admettre  le  mouvement  perpétuel). 

Si,  au  contraire,  ce  sont  les  vitesses  q],  qui  sont  maintenues 
constantes,  l'équation  (4)  nous  donne  pour  ce  travail  virtuel, 


s 


Cela  signifie  que  ces  forces  apparentes  tendent  à  augmenter 
Ténergie  T  du  système  ;  cela  n'est  pas  contraire  au  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie,  et  en  effet,  pour  maintenir  les  q\  cons- 
tants, il  faut  que  les  Q,,  ne  soient  pas  nuls,  il  faut  donc  faire 
intervenir  une  force  extérieure,  ce  qui  peut  entraîner  une  dépense 
de  travail. 

Avant  d'appliquer  ces  principes  h  l'électricité,  il  sera  peut-être 
utile  de  les  éclaircir  par  un  exemple  mécanique  simple.  Je  choi- 
sirai le  régulateur  à  force  centrifuge. 

Nous  aurons  un  paramètre  à  variation  lente  </,,  qui  sera  l'écar- 
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tenient  des  deux  boules  et  un  paramètre  à  variation  rapide,   dont 
la  dérivée  (j\  sera  la  vitesse  de  rotation  du  régulateur. 
L'énergie  cinétique  T  sera  (A  étant  un  facteur  constant) 

(7)  T  =  —  A^yiîy;^ 


2 


et  le  moment  sera 


ce  sera  le  moment  de  rotation.  On  a  donc, 
(8)  T  =     ^''' 


La  force  apparente  est  ici  la  force  centrifuge  qui  tend  à  écar- 
ter les  deux  boules  ;  elle  est  égale  h 


dqa  Ma 

Elle  tend  à  augmenter  y^.  Si  donc  il  n'y  a  aucun  couple  exté- 
rieur tendant  à  maintenir  constante  la  vitesse  de  rotation,  le  mo- 
ment de  rotation  est  constant  et  la  force  centrifuge  tend  à  dinii- 
nuer  T  parce  que  dans  Téquation  (8)  (où  Ton  suppose  yj^  constant) 
y,  est  au  dénominateur.  Si,  au  contraire,  il  y  a  un  couple  extérieur 
qui  maintient  constante  la  vitesse  de  rotation,  la  force  centrifuge 
tend  à  augmenter  T,  parce  que  dans  Téquation  (n)  (où  Ton  sup- 
pose rj\  constant)  fj^  est  au  nnmérateur.  Seulement,  quand  les 
boules  s'écartent,  il  faut  dépenser  du  travail  qui  est  emprunté  au 
couple  extérieur. 

APPLICATION    A    l'ÉLECTROSTATIQUE 

455.  —  Dans  la  théorie  de  Larmor,  on  regarde  l'énergie  élec- 
trostatique comme  de  l'énergie  potentielle  ;  dans  un  champ  élec- 
trique constant,  on  a  donc 

1  =0, 

ou,  si  l'on  désigne  par  E  l'énergie  totale  T  -(-  U, 

E  =  U. 
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Si  ce  champ  est  engendré  par  deux  petites  sphè»res  électrlsces, 
cette  énergie  U  dépend  des  charges  des  deux  sphères  qui  sont 
des  constantes  et  de  leur  distance,  qui  sera  notre  paramètre  à 
variation  lente  et  que  j'appellerai  y,,. 

Ces  deux  sphères  exerceront  l'une  sur  l'autre  ime  attraction  ou 
une  répulsion  qu'il  faudra  contrebalancer  par  une  force  exté- 
rieure, si  l'on  veut  maintenir  l'équilibre.  Cette  force  extérieure, 
je  la  désigne  par  Q^,  conformément  aux  notations  adoptées  ;  si 
Qrt  est  positif,  les  deux  sphères  s'attirent  et  la  force  extérieure 
qui  doit  contrebalancer  cette  attraction  doit  tendre  à  écarter  les 
deux  sphères  l'une  de  l'autre. 

Comme  Test  seul,  Téquation  de  Lagrange  se  réduit  à 


v<I> 


ou 

Passons  \\  l'imitation  hydrodynamique  de  Bjerknes,  que  je 
modifierai  un  peu,  afin  d'éviter  hi  difficulté  provenant  des  diffé- 
rences de  phases. 

La  distance  des  deux  boules  q,,  sera  notre  paramètre  à  variation 
lente. 

Leurs  rayons  q,,  et  q^  seront  nos  paramètres  à  variation  rapide. 
Je  supposerai  que  les  vitesses  q\  et  q'^  sont  constantes,  mais 
assez  faibles  pour  que,  pendant  la  durée  de  l'expérience,  qi,  et 
y^  n'éprouvent  pas  de  variation  sensible. 

Si  donc  je  regarde  y^  et  y^  comme  des  paramètres  «  à  variation 
rapide  »,  ce  n'est  pas  que  leurs  dérivées  q'i,  et  q'^  sont  très  grandes 
d'une  manière  absolue  (elles  sont,  au  contraire,  très  petites) 
c'est  parce  qu'elles  sont  beaucoup  plus  grandes  que  q',,. 

Comme  dans  l'imitation  de  Bjerknes,  ce  sont  ces  deux  vitesses 
q\ei  ^'^qwi  correspondent  aux  charges  des  sphères,  elles  doivent 
être  maintenues  constantes. 

L'équation  (4)  nous  donne  alors, 

^^  =  o. 


J  V  'I  y 
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et  coin  me 

U  =  o,         T  =  E, 
on  peut  écrire 

La  comparaison  des  équations  (9)  et  (10)  montre  qu*il  y  a  invcr- 
sion.  Observons  de  plus  que  si  la  vibration  des  sphères  n'était 
pas  entretenue  par  une  force  extérieure,  les  vitesses  y'^  et  (f^  ne 
resteraient  pas  constantes  quand  la  distance  (j^  varierait.  Pour 
maintenir  ces  vitesses  constantes  (ou  en  supposant  des  pulsations 
périodiques,  comme  dans  l'expérience  réalisée  par  Bjerknes,  pour 
maintenir  constante  Tamplitude  des  vibrations),  il  faut  une  inter- 
vention extérieure,  tandis  qu'aucune  intervention  n'est  nécessaire 
pour  maintenir  les  charges  de  deux  sphères  électrisées  quand 
elles  s'éloignent  ou  se  rapprochent.  C'est  encore  là  une  diffé- 
rence entre  le  phénomène  électrique  et  son  imitation  hydrodyna- 
mique, différence  qui,  d'ailleurs,  comme  nous  allons  le  voir,  est 
intimement  liée  à  l'inversion. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  réalisé  une  autre  imitation 
dynamique  où  intervient  un  îyitème  dépendant  de  S  paramètres 
Va»  ^4»  7c»  le  premier  à  variation  lente,  les  deux  autres  à  variation 
rapide.  —  Le  premier  serait  la  distance  des  deux  corps  qui 
rempliraient  le  rôle  des  deux  sphères  électriques. 

Mais  je  suppose  que  les  charges  de  ces  deux  sphères,  au  lieu 
d'être  représentées  par  les  vitesses  (i\  et  <y',.>  soient  représentées 
par  les  moments  correspondants /^,,  et  y^^. 

Je  suppose  en  outre  que  la  force  vive  T  =  K  du  système  soit 
égale  à  l'énergie  électrostatique  des  deux  sphères. 

Il  arrivera  d'abord  que,  sans  aucune  intervention  eutérieure^ 
ces  moments  demeureront  constants,  ainsi  que  font  les  charges 
électriques  qu'ils  représentent. 

De  plus,  comme  ces  moments  sont  constants,  l'équation  ((>) 
nous  donnera  : 

ou 
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Il  n*y  a  donc  plus  d* immersion. 

J'ai  dit  plus  haut  que,  parmi  les  quantités  qu'on  est  amené  à 
envisager  en  mécanique,  il  faut  distinguer  les  coordonnées,  les 
vitesses  et  les  moments,  et  Ton  peut  résumer  la  discussion  qui 
précède  en  disant  que  V immersion  dans  V expérience  de  Bjerknes 
provient  de  ce  quon  a  représente  les  charges  électriques  par  des 
vitesses,  tandis  quil  fallait  les  représenter  par  des  moments. 
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456.  —  Appliquons  les  mêmes  principes  à  Tappareil  de  Lord 
Kelvin,  et  pour  cela  rappelons  d'abord  quelles  doivent  être  les 
bases  de  toute  théorie  dynamique  du  champ  électrodynamique. 
Nous  n'avons  qu'à  nous  reporter  à  un  chapitre  célèbre  du  grand 
traité  d'électricité  de  Maxwell,  4*'  partie,  chapitre  VI,  article  568. 

II  convient  de  supposer  que  l'énergie  électromagnétique  du 
champ  représente  la  force  vive  T  de  Téther  ;  l'état  du  système 
est  défini  par  un  certain  nombre  de  paramètres  à  variation  lente 
y„  qui  définissent  hi  position  relative  des  deux  circuits,  et  par 
deux  paramètres  à  variation  rapide  q^  et  q,,. 

[/hypothèse  admise  par  Maxwell,  c'est  que  les  intensités  des 
deux  courants  ne  sont  autre  chose  <jue  les  dérivées  q\  et  y'^  de  ces 
paramètres.  Ce  sont  donc  des  vitesses. 

Nous  exprimerons  donc  T  en  fonction  des  intensités  et  des 
<y„,  c'est-à-dire  de  q'i,y  de  q'^  et  des  q^  ;  l'équation  (4)  nous  don- 
nera alors. 

D'autre  part,  q\  et  q'^  étant  des  vitesses  et  non  des  moments, 
ne  se  conserveront  pas  constantes  s'il  n'y  a  pas  d'intervention 
extérieure.  Les  intensités  des  courants  ne  peuvent  donc  demeurer 
constantes  si  une  cause  extérieure  ne  les  maintient  pas  ;  et  c'est 
en  effet  ce  qui  arrive  ;  cette  cause  extérieure  nécessaire  pour 
entretenir  l'intensité  du  courant,  c'est  l'énergie  fournie  par  la 
pilo. 

Je  précise  davantage  ma  pensée  ;  quand  même  la  position  rela- 
tive des  deux  circuits  ne  varierait  pas,  les  courants  ne  pourraient 
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se  niaîntenir  qu'en  empruntant  de  Ténergie  à  la  pile.  Cette  éner- 
gie destinée  à  surmonter  la  résistance  des  circuits  se  retrouve 
sous  forme  de  chaleur  de  Joule. 

Mais  ce  n'est  pas  seulement  cela  que  je  veux  dire.  Si  les  cir- 
cuits étaient  des  conducteurs  parfaits,  l'intensité  des  courants 
pourrait  se  maintenir  constante  sans  rien  emprunter  à  la  pile, 
pourvu  que  la  position  de  ces  circuits  ne  varie  pas. 

Si,  au  contraire,  la  position  des  circuits  varie  (bien  que  nous 
les  supposions  absolument  dépourvus  de  résistance)  Tintensité  ne 
pourra  demeurer  constante  sans  l'intervention  de  la  pile. 

En  ofTet,  l'équation  de  Lagrange  nous  donne, 

dt  d<,[  -  '^''^ 

et  ici, 

Q.b  =1^6  '^7/6> 

E/,  étant  la  force  électromotrice  de  la  pile  du  premier  circuit, 
ii^  =  fjl  l'intensité  correspondante,  R,,  la  résistance  du  circuit.  Si 
le  circuit  est  un  conducteur  parfait  et  si  la  pile  n'intervient  pas, 
on  aura 

d'où 


et  par  conséquent 


Q6  =  0, 


^'J 


De  même  y;^,  sera  une  constante.  Les  moments  y^^  ^^  Pc  dépendent 
de  yi  et  fj^  et  des  ^„  ;  si  ces  moments  sont  constants  et  si  les  (j^ 
varient,  il  faut  donc  bien  que  les  fjl  et  les  y^  varient  également. 

Dans  le  cas  de  la  nature,  les  circuits  ont  une  résistance  finie, 
et  il  faut  toujours  emprunter  de  l'énergie  à  la  pile,  seulement  si 
les  circuits  ne  se  meuvent  pas  l'énergie  empruntée  à  la  pile  est 
égale  à  la  chaleur  de  Joule  ;  s'ils  se  déplacent  elle  est  plus  grande 
ou  plus  petite  parce  que  la  force  électromotrice  d'induction  vient 
s'ajouter  à  celle  de  la  pile. 

Passons  maintenant  à  l'appareil  de  Lord  Kelvin, 

PoixcAR^:.  Élertricilé  et  Optique.  io 
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quon  a  représenté  les  intensités  par  des  moments,  tandis  quil 
fallait  les  représenter  par  des  i^itesses. 

Dans  Texpérience  de  Bjerknes  et  clans  celle  de  lord  Kelvin,  la 
cause  de  l'inversion  est  analogue,  mais  pour  ainsi  dire  inverse. 

FORME    DÉFINITIVE    DE    LA     THÉORIE    DE    LARMOR 

Les  lignes  qui  précèdent  sont  la  reproduction  presque  textuelle 
de  quatre  articles  parus  dans  L'Eclairage  Electrique  (t.  III, 
n®'  i4  et  20;  t.  V,  n°''  4^  et  48).  On  a  seulement  modifié  les 
notations  pour  les  mettre  en  harmonie  avec  celles  qui  sont 
employées  dans  ce  volume  ;  et  d'autre  part  on  a  supprimé  les 
passages  qui  pouvaient  faire  double  emploi. 

Depuis  l'époque  où  ces  articles  ont  paru,  M.  Larmor  a  complété 
sa  théorie  et  lui  a  donné  sa  forme  définitive.  Il  y  est  parvenu  en 
s'appropriant  les  hypothèses  de  M.  Lorentz  et  en  les  combinant 
avec  les  siennes  propres. 

Reprenons  les  équations  de  Lorentz, 


■^-i=H-+*)' 


3  rfa  ,    /  ^        dh\ 


qui  expriment  ce  qui  se  passe  à  l'intérieur  d'un  ion  et  qui  dans  le 
vide  (c'est-h-dire  pour  p  ==  o)  se  confondent  avec  celles  de  Maxwell. 

Dans  ces  équations  p  représente  la  densité  de  l'électricité 
transportée  par  l'ion;  ;,  r,,  Ç  la  vitesse  de  l'ion;  a,  P,  y  ^^  force 
magnétique  (c'est-à-dire  d'après  Larmor  la  vitesse  de  l'éther)  ; 
fy  ff,  h  le  déplacement  électrique  (c'est-à-dire  d'après  Larmor,  le 
couple  développé  dans  l'éther  par  l'élasticité  rotationnelle  de 
Lord  Kelvin). 

L'énergie  magnétique. 


représente  toujours  la  force  vive  de  l'éther. 
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Nous  avons  ensuite  les  trois  équations  de  Lurentz, 


i.itff^iU3=U 


4-(f- 

dl 

^-l^- 

^y 

dl 

--(f- 

'±Y 

EL 

dl 

et  ré([uatioii  qui  définit  rénergic  électrique, 

(4)  ll=a!tVj(/-+4^  +  /,')rfT, 

laquelle   n'est  autre  chose  que  l'énergie  due  à  l'élasticité  rota- 
tionnelle. 

Soient,  X,  Y,  Z  les 
telle  Taron  que 


^posantes  du  déplacement  de  l'éther  de 


[IL. 

dy 
\   dH 

dz 

,n 


=  4iiL, 
_4"M, 


F,,  M,  N  suiit  proportioniiels  à   lu  rotation  d'une  petite  masse 
d'éther  autour  du  point  envisagé. 

Dans  la  théorie  de  l'éther  gyrostatique  de  Lord  Kelvin  sous  sa 
forme  primitive,  le  couple  f,  g,  A  provoqué  par  la  rotation  était 
proportionnel  il  cette  rotation,  c'est-ii-dire  ii  L,  M,  N. 
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Alors  en  faisant 

A=  N, 
on  trouve, 

rfy d'}  _    d'Z  d^\    _^  /^  ^L  ^        é//" 

rfy         rfc  rfyrf^  rf^rf^  rf^  dt  ^ 

et  de  même 

rfa  rfy   -      é/^'' 

rfc  dx  dt 

d^  doL  dh 

dx  dy  dt 

c'est-h-dire  qu'on  retrouve  les  équations  (i)  dans  Vèther  libre. 

Mais  considérons  une  surface  fermée  située  tout  entière  dan« 
Téther  libre  mais  contenant  h  son  intérieur  des  ions  et  par  con- 
séquent des  charges  électriques  dont  la  somme  algébrique  n'est 
pas  nulle  ;  formons  l'intégrale, 

(5)  f{lf-+-mg-hnh)dis>, 

et  étendons-la  à  tous  les  éléments  dto  de  cette  surface,  l,  m  et  n 
étant  les  cosinus  directeurs  de  l'élément  rfw. 

Cette  intégrale  devrait  être  nulle  si  Ton  avait  dans  tout  Téther 
libre 

'  A  =  N. 

D'un  autre  côté  elle  ne  peut  être  nulle,  puisqu'elle  est  propor- 
tionnelle à  la  charge  électrique  totale  contenue  à  son  intérieur 
et  que  nous  avons  supposé  cette  charge  différente  de  zéro. 

C'est  cette  diffîculté,  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  qui  oblige 
M.  Larmor  à  modifier  la  théorie  primitive  de  Lord  Kelvin  pour 
l'adapter  aux  phénomènes  électriques. 

Supposons  alors, 

é'  =  M  -  M„, 

^,  =  N_N„, 
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OÙ  T.„  M„  N,  sont  des  constiintes;  alors  le  couple  (f,  g,  h)  pro- 
voqiié  par  tèlaslivité  rotationnelle  ne  tend  plus  à  ramener  la  petite 
masse  d'éther,  sur  laquelle  il  s'cjrerce,  à  son  orientation  primi- 
tive (orientation  qui  serntt  déGiiic  pnr  los  équations  I.:^o,  M  =  o, 
X  =  o)  mais  à  une  orientation  différente  tpte  l'on  peut  appeler  la 
nouvelle  orientation  d'équilibre  (et  qui  est  dêrinie  par  les  équations 
L  =  L„,  M  =  M„  N==\). 

Ce  couple  n'est  plus  proportionnel  à  l'angle  dont  cette  niasse 
s'écnrte  de  son  orientation  primitive,  niiiis  ii  l'angle  dont  elle 
s'écarte  de  s:i  nouvelle  orientation  d'équilibre. 

I/énergîe  élastique  conserve  évidemment  la  m^me  expression. 

On  aura  encore, 


dy 

d^         d}L              dL 
d:         dijdt        '■■  * 

Js  ' 

dl 

dl      d'x         dy[ 

d.r         dzd,        *"   d, 

dz  ~ 

d^ 

dt          d<\              rfN 

-£- 

dg         d.rdl        '"  dl 

^quati 

o„s  (,)  deviennent, 

dh          .         df 

1     dl         '•  "•"   ./(  ' 

'  .™               du 

j-dr  =  :-^'+-df 

\   dX         ,       dh 

•-7r=?'+T' 

■'    c         <": 

,•"          d,    • 

'             ,(M. 

j'    -    dl    ■ 

'  d'où  cette  conclusion  : 
Dans  tèther  libre  la  « 


ivelle  orientation  d'équilibre  »  ne  varie 
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pas  ;  elle  ne  \mric  pas  non  plus  dans  un  ion  en  repos;  mais  elle 
varie  dans  les  ions  en  mouvement. 

Je  irai  pas  à  revenir  sur  les  équations  (3)  qui  expriment,  dans 
la  manière  de  voir  de  Larmor,  que  raccélératlon  de  Téther  est 
proportionnelle  à  la  force  produite  par  Taction  des  couples  élas- 
tiques. 

Mais  il  faut  revenir  sur  l'intégrale  (5)  ;  cette  intégrale  est  égale 
a 


elle  varie  donc  quand  L^,  M^  et  N^,  varient,  c'est-à-dire  quand  un 
ion  porteur  d'électricité  traverse  la  surface  à  laquelle  l'intégrale 
est  étendue  ;  c'est-à-dire  enfin  quand  on  fait  varier  la  charge 
électrique  totale  située  à  l'intérieur  de  la  surface.  On  s'explique 
ainsi  comment  cette  intégrale  peut  être  proportionnelle  à  cette 
charge. 

En  résumé,  d'après  l'hypothèse  de  Larmor,  le  passage  des  ions 
à  travers  l'éther  modifie  les  conditions  de  l'élasticité  rotationnelle 
de  cet  éther. 

Cette  action  de  l'ion  sur  l'éther  doit  être  accompagnée  d'une 
réaction  de  l'éther  sur  l'ion.  C'est  sans  doute  à  cette  réaction  que 
sont  dues  les  forces  mécaniques  subies  par  la  matière  dans  un 
champ  électromagnétique. 

Il  resterait  à  expliquer  dans  le  détail  le  mécanisme  de  cette 
action  et  de  cette  réaction. 

C'est  ici  que  la  difficulté  commence.  Pas  plus  que  Lorentz, 
Larmor  ne  respecte  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la 
réaction.  La  difficulté  s'est  même  accrue,  Lorentz  pouvait  s'en 
tirer  en  supposant  que  le  principe,  violé  en  apparence  si  l'on 
envisageait  la  matière  seule,  se  trouverait  rétabli  si  l'on  consi- 
dérait à  la  fois  la  matière  et  l'éther. 

Cela  pouvait  aller,  parce  que  Lorentz  ne  faisait  aucune  hypo- 
thèse sur  la  vitesse  de  l'éther.  Mais  Larmor  en  fait,  puisque  cette 
vitesse  est  d'après  lui  représentée  en  sens  et  en  grandeur  par  la 
force  magnétique.  Il  est  aisé  de  constater  alors  que  la  compen- 
sation qui  devrait  se  faire  entre  les  actions  et  réactions  mutuelles 
de  la  matière  et  de  l'éther  ne  se  fait  pas. 

Nous  avons  vu  plus   haut,   dans   les  chapitres  consacrés  à  la 
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théorie  de  Lorentz,  quelles  valeurs  devaient  avoir  les  compo- 
santes de  la  vitesse  de  Téther  pour  que  cette  compensation 
ait  lieu  et  ces  valeurs,  loin  d'être  proportionnelles  à  a,  p,  y, 
étaient  proportionnelles  à 

H«cD  pA-ï»-,        r/-*/*,        «<^'-?/: 

Un  exemple  simple  fera  d'ailleurs  mieux  comprendre  la  na- 
ture de  la  difficulté.  Considérons  un  corps  quelconque,  par 
exemple  un  morceau  de  verre,  il  sera  entraîné  par  le  mouve- 
ment de  la  Terre  ;  si  Téther  n'est  pas  entraîné,  notre  corps  sera 
en  mouvement  relatif  par  rapport  à  Téther.  Tout  devrait  donc  se 
passer  comme  s'il  était  traversé  par  un  courant  d'éther.  Mais, 
d'après  la  théorie  de  Larmor,  un  courant  d'éther,  c'est  un  champ 
magnétique.  Notre  morceau  de  verre  devrait  donc  se  comporter 
comme  dans  un  champ  magnétique,  il  devrait  par  exemple  pré- 
senter les  phénomènes  de  la  polarisation  rotatoire   magnétique. 

Dira-t-on  que  l'effet  ne  se  produit  pas,  parce  que  la  vitesse  de 
Téther  étant  très  grande  dans  un  champ  magnétique,  une  vitesse 
de  3o  km  :  sec.  correspond  à  un  champ  très  faible  ?  Mais,  d'après 
une  expérience  de  Lodge  citée  plus  haut  (p.  Sgi)  la  vitesse  de 
l'éther  dans  un  champ  magnétique  devrait  au  contraire  être  très 
faible. 
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